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Artykul poswiecony jest tzw. metodzie probabilistycznej dowodzenia istnienia obiektéw
kombinatorycznych o zadanych wtasnosciach, za ktorej tworce uznaje sie wegierskiego
matematyka Paula Erdésa.

Wiele ciekawych probleméw matematyki dyskretnej dotyczy istnienia pewnych
obiektéw kombinatorycznych. Choé naturalng i czesto przyjmowana metoda
postepowania jest proba ich konstrukcji, to zdarza sie, ze w pewnych sytuacjach
zadanego obiektu skonstruowaé¢ ani wskazaé nie potrafimy. Niemniej, poprzez
pewne rozumowania natury probabilistycznej, umiemy czasami wykazaé ich
istnienie. Za pioniera i gléwnego tworce metody probabilistycznej uznaje si¢
wybitnego wegierskiego matematyka Paula Erdosa, ktéry po raz pierwszy uzyt
jej w 1947 roku w celu uzyskania oszacowan od dotu tzw. liczb Ramseya. Dzi$
mozna stwierdzi¢, ze metoda ta aplikuje sie w takich dziedzinach matematyki jak
m.in. teoria liczb, teoria graféw, geometria kombinatoryczna czy nawet teoria
miar wektorowych. W celu dobrego zrozumienia prostej, badz co badz, idei
stojacej u jej podstaw przeanalizujemy na poczatek dwa nietrudne problemy.
Pierwszy z nich pochodzi z 15. Miedzynarodowego Konkursu Matematycznego
dla studentéw im. Vojtécha Jarnika (Ostrawa, 2005), natomiast drugi mozna
nazwac¢ ,problemem réwnowazacych si¢ wektorow” i jest on szczegdlnym
przypadkiem lematu Steinitza, o ktérym w dalszej czesci tekstu wspomnimy.

Zadanie 1. Niech (aij)zjzl bedzie takg macierzg o elementach bedgcych

liczbami rzeczywistymi, ze a; = 0 dla kazdego i € {1,...,n}. Wykazaé, ze istnieje
taki zbidr indeksow J C {1,...,n}, Ze
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Rozwigzanie. Rozwazmy rodzing R wszystkich podzbioréw zbioru {1,...,n} idla

kazdego J € R oznaczmy przez s(J) lewa strone nieréwnosci (1) (umawiajac sie
przy tym, ze s(@) = s({1,...,n}) = 0). Rozwazmy érednia tych liczb

5= 57 > jer S(J). Zauwazmy, ze kazdy element postaci a;;, dla i # j, wystapi
tyle razy w powyzszej sumie, na ile sposobéw mozna dobraé¢ zbior J € R
speliajacy warunki: i € J, j & J lub i & J, j € J. Mozna to zrobi¢ przez wybor
dowolnego podzbioru zbioru {1,...,n} \ {7,j} i doklejeniu do niego jednego

z elementéw i, j, a zatem mozliwoéci jest 2 - 2772 = 2"~ 1. W konsekwencji
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WykazaliSmy przeto, ze arytmetyczna $rednia wszystkich mozliwych wartosci
lewej strony nieréwnosci (1) réwna jest jej prawej stronie. To za$ oznacza, ze dla
przynajmuniej jednego konkretnego wyboru zbioru J € R nier6éwnosé (1)
zachodzi. g

Zadanie 2. Niech ||x|| oznacza dlugo$é euklidesowq wektora

x = (r1,...,2,) ER™, tj. ||| = (2 + ... +22)/2. Zaloimy, Ze xy, ..., z, € R?
oraz ||z;]] < 1 dla kazdego i € {1,...,n}. Wykazal, ze istniejg takie liczby
€1,-..,6n € {—1,1}, ze

(2) Hi:&wz

Rozwigzanie. Rozwazmy rodzine R wszystkich n-elementowych ciagéw
o wyrazach ze zbioru {—1,1} i dla kazdego € = (e1,...,&,) € R oznaczmy przez
s(&) lewa strone nieréwnoéci (2). Korzystajac z wlasnosei iloczynu skalarnego (+|-)
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w przestrzeni R” mozemy napisaé

n n n
s(e)? = (Z&ﬂ% Z&ﬂ%) = Z [l |% + Zsisj(wﬂwj)
i=1 i=1 i=1 i#j
<n+ Zsisj(wi\xj).
1#]

Zatem, biorgc pod uwage érednig kwadratéw s2 = 2% Doeer s(€)?, otrzymujemy

s2<n+ 2% Z Zeiej(aci|a:j).
eER i#£]
Zauwazmy jednak, ze wystepujaca powyzej suma podwdjna jest rowna 0.
Istotnie, dla dowolnej takiej pary indekséw i, j, ze i # j, iloéé¢ tych ciagdéw € € R,
dla ktérych e;e; = 1, wynosi 27~1 — podobnie jak ilogé tych, dla ktérych

g5 = —1. Wynika stad, ze wspélezynniki stojace przy kazdym z iloczynéw
(@;]z;) sumuja sie do 0. W konsekwencji s2 < n, a wiec dla pewnego ciagu € € R
musi by¢ s(g) < y/n. O

Przedstawiona tutaj prosta argumentacja dziata tylko w przypadku, gdy ilo$é
danych wektoréw nie przekracza wymiaru przestrzeni. Okazuje sie jednak, ze teza
zadania 2 pozostaje w mocy réwniez dla dowolnej skonczonej ilosci wektoréow x;,
dla ktérych |lx;|| < 1. Stanowi to tres¢ lematu Steinitza. Jego dowdd jest nieco
trudniejszy od zaprezentowanego powyzej, cho¢ uzywa tylko elementarnych
faktéw z algebry liniowej. Czytelnik jest goraco zachecany do samodzielnej préby
jego znalezienia.

Idea rozwiagzan obu zadan byla ta sama. Zamiast konstrukcji konkretnego zbioru
czy tez ciaggu, rozwazyliémy rodzine wszelkich mozliwych do uzyskania wartosci
danego wyrazenia dowodzac, ze ich $rednia spelnia odpowiedni warunek. Na tym
wlasnie polega metoda probabilistyczna. Chcac udowodnié istnienie pewnego
obiektu pokazujemy, ze prawdopodobienstwo jego wyboru jest dodatnie (przy
odpowiednio zbudowanej przestrzeni probabilistycznej), badz tez — ze wartosé
oczekiwana pewnej zmiennej losowej spetnia odpowiedni warunek. I choé¢ czesto
tego typu rozwigzania daja sie zapisa¢ bez uzycia terminologii probabilistycznej
(o czym $wiadcza chociazby powyzsze przyklady), to juz samo podejscie do
problemu w sposéb , probabilistyczny” czesto ulatwia sprawe.

Pokazemy teraz znacznie mniej trywialne zastosowanie omawianej metody. Zbior
A C Z\ {0} nazwiemy wolnym od sum, jezeli dla dowolnych a,b € A mamy
a+b ¢ A. Dowdd nastepujacego rezultatu stanowi piekne potaczenie metody
probabilistycznej z metodami algebry i teorii liczb.

Twierdzenie (P. Erdds, 1965). Kazdy n-elementowy 2bidr niezerowych liczb
catkowitych zawiera wolny od sum podzbidr posiadajgcy wiecej niz 5 elementow.

Pomyst Erdosa polegal na tym, by w pierwszym kroku ,,przerzuci¢” nasze
rozwazania na lepiej zbadany grunt. Niech A = {a1,...,a,} bedzie dowolnym
n-elementowym zbiorem niezerowych liczb catkowitych. Zamiast operowaé na
zbiorze A (o ktérym wladciwie nic nie wiemy) zajmiemy sie struktura, z ktérej
bardzo tatwo wybra¢ pewien ,spory” podzbiér wolny od sum. Struktura ta jest
grupa Z; = {0,1,...,1 — 1} (gdzie | € N) z dzialaniem dodawania modulo I, tzn.
dla a,b € Z; sume a @ b okreslamy jako reszte z dzielenia zwyktej sumy a + b
przez liczbe [. Zauwazmy, ze jezeli [ jest liczba postaci [ = 3k + 2 dla pewnego
k € N, to zbidr
C={k+1,k+2,....2k+1} C 7

jest zbiorem wolnym od sum (modulo ). Rzeczywiscie, dwie ,skrajne”
mozliwoéci dajg bowiem

k+D@(k+1)=2k+2¢C oraz (2k+1)d(2k+1)=k¢<C.
Zauwazmy dalej, ze zbior C' stanowi wiecej niz trzecia czesé calego zbioru 7,
a wiec wydaje sie by¢ dla nas dobrym kandydatem. Dokonajmy zatem

y,zanurzenia” naszego zbioru A w grupe Z; patrzac na kazdy element a; € A jak
na jego reszte z dzielenia przez [.
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Niestety nie wida¢ zadnego powodu, dla ktérego jakiekolwiek elementy zbioru A
mialyby zostaé¢ zanurzone w wyselekcjonowany przez nas zbiér C. Aby wybrnaé
z tego problemu, postuzymy sie dzialaniem mnozenia modulo [, tzn. dla
dowolnych a,b € Z; iloczyn a ® b okredlamy jako reszte z dzielenia zwyklego
iloczynu ab przez liczbe [. Zamiast patrzeé na pojedyncze elementy a; € A
sprébujmy ,,przefiltrowaé” je przez caly zbiér Z; \ {0} rozwazajac iloczyny a; ©
dla z € Z; \ {0}. Aby iloczyny te faktycznie przebiegaly zbiér Z; \ {0}, musimy
rzecz jasna zagwarantowad, by a; # 0 (mod 1). Da si¢ to latwo zrobié¢ dobierajac
liczbe [ tak, aby | > maxi<ign |a;|. Czy to jednak wystarcza? Powolamy sie

w tym miejscu na nastepujacy fakt (nieznajacy go Czytelnik moze siegnaé np. po
ksiazke W. Narkiewicza [1, Rozdzial 2]). Mianowicie, jezeli [ jest liczba pierwszq,
to dla kazdego y € Z; \ {0} funkcja x — y © x jest bijekcja zbioru Z,; \ {0}.

Czy mozna jednak znalezé liczbe pierwsza | = 3k + 2 wigksza od maxi i<y |ail?
Z pomoca przychodzi nam tu twierdzenie Dirichleta: dla dowolnych wzglednie
pierwszych liczb ¢,r € N istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych postaci

gk + r. Dowdd tego rezultatu jest trudny; mozna znalezé go np. w [1, Rozdzial 5].
Przejdzmy w konicu do sformalizowania naszych rozwazan.

Dowdéd twierdzenia Erddsa. Niech | bedzie dowolna liczba pierwsza postaci
I = 3k + 2, wigksza od maxii<n |a;|. Potraktujmy Z,; \ {0} jako przestrzen
probabilistyczna, w ktérej wybér kazdego z jej elementéw jest tak samo
prawdopodobny. Dla kazdego i € {1,...,n} wzér f;(x) = a; ® z okresla zmienna
losowa odwzorowujaca zbiér Z,; \ {0} na siebie. Prawdopodobienistwo tego, ze jej
warto$¢ wpada do zbioru C' wynosi:
#C E+1 1

P e =13 =511" 5
Rozwazmy zmienng losowa dana wzorem v(z) = #{i : f;(z) € C'}. Oszacujemy
jej wartosé érednia (oczekiwana) Ev. Wygodnie w tym celu bedzie postuzyé sie
funkcja charakterystyczna y¢ zbioru C okreslona jako

_f1,gdy x € C,
xo(w) = {0, gdy z & C.

Mamy mianowicie:

Br=t Y vw= e Y Y xelie)

o~

€Z\{0} €7\ {0} i=1
=> — > xelfi(x) =) P(filz) C) > e
i=1 z€Z\{0} =1

Dowodzi to, ze dla cho¢ jednego x € Z; \ {0} mamy v(z) > in, czylia; ®x € C
dla wszystkich i € J, przy czym #J > %n Dla zadnych i, j, k € J nie moze
zachodzi¢ réwnoé¢ a; + a; = aj. Implikowataby bowiem ona, ze

(a; ©z) @ (a; ©x) = ar © x, co jest niemozliwe, gdyz wszystkie te skladniki
naleza do zbioru C. g

Rozwiniecie metody probabilistycznej uznawane jest za jedno z najwiekszych
osiagnie¢ w imponujacym dorobku naukowym Paula Erdésa. Wiele dalszych
roznorodnych jej zastosowan mozna znalezé w ksiazce Z. Palki i A. Rucinskiego
[2], do siegniecia po ktéra Czytelnik jest goraco zachecany.
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