O paraboli
Wojciech GUZICKI, Warszawa

1. Podstawowe definicje

Parabola nazywamy figure (krzywa) na plaszczyznie
zlozong z tych punktow P, ktére sa jednakowo odlegle
od pewnego ustalonego punktu F' i pewnej ustalonej
prostej k. Zakladamy przy tym, ze punkt F' nie lezy

na prostej k. Punkt ' nazywamy ogniskiem paraboli,
a prosta k kierownicg paraboli. Niech K bedzie rzutem
ogniska na kierownice i niech W bedzie srodkiem
odcinka KF. Wtedy WF = WK, czyli punkt W lezy
na paraboli. Nazywamy go wierzchotkiem paraboli.
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Prosta s przechodzaca przez ognisko i prostopadia do
kierownicy nazywamy osig paraboli; przekonamy sie, ze
jest ona osia symetrii paraboli.

Niech bowiem P bedzie dowolnym punktem paraboli

i niech Kp bedzie jego rzutem na kierownice. Wtedy
PF = PKp. Jedli Q jest punktem symetrycznym do P
wzgledem prostej s i Kg jego rzutem na kierownice, to
oczywiscie QF = PF i QKg = PKp, skad wynika, ze
QF = QKg. Zatem punkt @ tez lezy na paraboli.

Parabola jest figura geometryczng zdefiniowana za
pomoca dwoch wyznaczajacych ja parametréw: ogniska
i kierownicy. Ognisko lezy na prostej s, kierownica jest
symetryczna wzgledem tej prostej. Nie powinno zatem
dziwié¢, ze jesli parametry paraboli sa symetryczne
wzgledem osi s, to sama parabola tez jest wzgledem tej
osi symetryczna.

Pierwszym zagadnieniem, ktore zbadamy, bedzie liczba
punktéw wspdlnych paraboli i prostej. W nastepnych
trzech rozdziatach zajmiemy si¢ tym zagadnieniem

dla réznych prostych: rownolegtych do kierownicy,
prostopadtych do kierownicy i przecinajacych kierownice
pod katem innym niz prosty.

2. Parabola i proste réwnolegte do kierownicy

W tym rozdziale udowodnimy trzy proste spostrzezenia.
Oto pierwsze z nich.

16

Spostrzezenie 1. Jesli prosta [ rownolegta do
kierownicy nie przecina péiprostej W F', to nie ma
punktéw wspolnych z parabola.

Dowéd. Niech L bedzie punktem przeciecia prostych [
i s. Niech P bedzie dowolnym punktem prostej [ i niech
Kp bedzie jego rzutem na kierownice. Punkt L moze
leze¢ po przeciwnej stronie kierownicy niz parabola,
czyli niz punkt F', (por. rysunek 2) lub leze¢ wewnatrz
odcinka KW (por. rysunek 3). Przypadek, gdy L = K
traktujemy tak jak pierwszy z powyzszych przypadkéw.
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W pierwszym przypadku mamy
PKp =LK < LF < PF,

a wiec punkt P nie lezy na paraboli. W drugim
przypadku mamy

PKp =KL <KW =WF < LF < PF,

a wiec takze punkt P nie lezy na paraboli. To konczy
dowdd.

Spostrzezenie 2. Jesli prosta [ rownolegta do
kierownicy przecina o$ paraboli w wierzchotku W, to
ten wierzchotek jest jedynym punktem wspdlnym prostej
[ i paraboli.

Dowéd. Wiemy juz, ze punkt W lezy na paraboli. Jest
on tez punktem prostej [. Zatem jest punktem wspdlnym



prostej [ i paraboli. Pokazemy, ze zaden inny punkt
prostej [ nie lezy na paraboli. Niech wiec punkt P lezy
na prostej [ (przy czym P # W) i niech Kp bedzie jego
rzutem na kierownice:
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Woéwezas PKp = KW = WF < PF, a wiec punkt P nie
lezy na paraboli. To konczy dowdd spostrzezenia 2.

Spostrzezenie 3. Jesli prosta [ réwnolegla do
kierownicy przecina poélprosta WF w punkcie réznym
od W, to ma dwa punkty wspélne z parabola.

Dowéd. Niech L bedzie punktem przeciecia prostej [

z osig paraboli. Jesli punkt L lezy wewnatrz odcinka
WF, to FL<WF =KW <KL. Jesli L=F,to FL=0
i oczywiscie FIL < KL. Jesli punkt L lezy na zewnatrz
odcinka W F', to odcinek F'L jest zawarty w odcinku
KL, czyli FL < KL. We wszystkich przypadkach

FL < KL, czyli odlegloé¢ ogniska od prostej [ jest
mniejsza od dlugosci odcinka K L. Stad wynika, ze okrag
o érodku F' i promieniu K L przecina prosta | w dwdoch
punktach P i Q:
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Niech Kp i Kg beda rzutami punktéw P i @ na

kierownice. Wéwczas
PKp=QKo=KL=FP=FQ,

skad wynika, ze punkty P i @ leza na paraboli.

Nietrudno zauwazy¢, ze sa to jedyne punkty wspolne

paraboli i prostej [. To konczy dowdd.
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3. Parabola i proste prostopadte do kierownicy
Udowodnimy teraz nastepujace spostrzezenie.

Spostrzezenie 4. Prosta prostopadla do kierownicy
przecina parabole w dokladnie jednym punkcie.

Dowéd. Oczywiscie o$ paraboli przecina parabole tylko
w jej wierzchotku. Zauwazmy nastepnie, ze jesli P jest
punktem paraboli i Kp jego rzutem na kierownice,

to P lezy na symetralnej odcinka F'Kp. Niech wiec

Kp bedzie punktem kierownicy réznym od punktu K.
Wtedy odcinek F'Kp nie jest réwnolegly do kierownicy,
a wiec jego symetralna nie jest réwnolegta do prostej p
prostopadlej do kierownicy i przechodzacej przez

punkt Kp.

Kp
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Ta symetralna przecina wigc prosta p w dokladnie
jednym punkcie P lezacym na paraboli. To konczy
dowdd.

4. Parabola i proste przecinajace kierownice pod
katem réznym od prostego

Zajmiemy sie wreszcie prostymi przecinajacymi
kierownice pod katem innym niz prosty. Przypusémy
najpierw, ze prosta [ przecina kierownice w punkcie L
i parabole w punkcie P. Niech R bedzie innym punktem
prostej I lezacym po tej samej stronie kierownicy co
parabola. Poprowadzmy dwa odcinki: RM prostopadly
do kierownicy i RG rownoleglty do PF'. Z podobienstwa
tréjkatéw LM R i LKpP wynika, ze

MR LR

KpP LP
Podobnie z podobienstwa tréjkatéw LRG i LPF
wynika, ze

RG _ LR
PF LP

Stad dostajem:
3 jemy MR RG
KpP PF

Poniewaz z definicji paraboli KpP = PF, wiec
MR = RG.

7 powyzszego rozumowania wynika sposéb konstrukeji
punktéw przeciecia prostej [ z parabola. Opiszemy teraz



Rys. 7

ten sposéb. Na prostej | wybieramy dowolny punkt R
i rzutujemy go na kierownice, otrzymujac punkt M.
Nastepnie na prostej LF chcemy znalezé punkty G
takie, ze MR = RG. W tym celu rzutujemy punkt R
na prosta LF', otrzymujac punkt H oraz zataczamy
okrag o $rodku R i promieniu RM (zauwazmy, ze ten
okrag jest styczny do kierownicy w punkcie M). Mamy
wowczas trzy przypadki.

Przypadek 1. Zachodzi nieréwnos¢ RH < RM, czyli
okrag o $rodku R i promieniu RM przecina prosta

LF w dwo6ch punktach G; i G3. Wtedy na prostej [
znajdujemy punkty P; i P, takie, by odcinki FP; i F Py
byty réwnolegte odpowiednio do RG; i RGa.

Spostrzezenie 5. Punkty P, i P; sa punktami

przeciecia prostej [ z parabola.

Dowéd. Prowadzimy dowdd jednoczesnie dla punktow
Py i P,. Z podobienstwa trojkatéw LG;R i LFP;
wynika, ze

FP, LP;
G;R LR’
gdzie ¢t =1, 2.
Kp,
M,
KP2
K B
k
Rys. 8
Z podobienstwa trojkatéw LM R i LK p, P; wynika, ze
KpPi _LP,
MR LR’
dla i =1, 2. Zatem
FP,  KpP;
GiR MR’
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Punkty G i G2 zostaly wybrane tak, by
G1R =GR = MR.
Zatem
FP =Kp P, FP,=Kp, Py

co dowodzi, ze punkty P; i P, leza na paraboli. Dowod
spostrzezenia 5 jest wiec zakonczony.

oraz

7 rozwazan poprzedzajacych spostrzezenie 5 wynika,

ze punkty wspolne paraboli i prostej musza by¢
skonstruowane w sposéb opisany wyzej. Stad wynika,

ze w rozwazanym przypadku prosta [ ma dokladnie dwa
punkty wspolne z parabola.

Wyprowadzmy jeszcze jeden wniosek dotyczacy katéw.
Poniewaz kierownica jest styczna do narysowanego
okregu, a prosta LI przecina go w dwoch punktach,
wiec LM? = LG, - LG5. Przyjmijmy, ze tak jak na
rysunku 8 punkt G; lezy blizej punktu L niz Ga.
Woéwezas LGy < LM < LG5. Zauwazmy teraz, ze

w trojkatach LRG, i LRM mamy dwie pary rownych
bokéw: bok LR jest wspllny oraz RM = RG;. Poniewaz
LM > LG, wiec LLRM > £LRG;. Podobnie

£LLRGy > LLRM.

Przypadek 2. Zachodzi réwnos¢ RH = RM, czyli
okrag o srodku R i promieniu RM jest styczny do
prostej LF'; punktem stycznosci jest oczywiscie
punkt H. Znajdujemy na prostej I punkt P taki, ze
odcinki RH i PF s rownolegle.

Spostrzezenie 6. Punkt P lezy na paraboli.

Dowdéd. Z podobienistwa tréjkatow LHR i LFP
wynika, ze

k
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7 podobienstwa tréjkatéw LM R i LK pP wynika, ze

KpP LP

MR LR
Zatem

FP  KpP

HR MR’
W tym przypadku mamy jednak

HR = MR.
Zatem

FP=KpP

co dowodzi, ze punkt P lezy na paraboli. Dowdd
spostrzezenia 6 jest wiec zakonczony.



Znéw z rozwazan poprzedzajacych spostrzezenie 5
wynika, ze punkty wspolne paraboli i prostej musza by¢
skonstruowane w sposéb opisany wyzej. Stad wynika, ze
w rozwazanym przypadku prosta ! ma dokladnie jeden
punkt wspélny z parabola.

Znéw przyjrzyjmy sie katom. Zauwazmy, ze w tym
przypadku tréjkaty LPF i LPKp sa przystajace: sa
prostokatne, F'P = KpP oraz maja wspélny bok LP.
Stad wynika, ze {LPF = { LPKp.

Przypadek 3. Zachodzi nieréwnos¢ RH > RM, czyli
okrag o érodku R i promieniu RM nie ma punktéw
wspoélnych z prosta LF. Wezmy dowolny punkt P
prostej I.

Spostrzezenie 7. Punkt P nie lezy na paraboli.

Dowéd. Na prostej LF wybieramy taki punkt G, by
odcinek RG byt rownoleglty do odcinka PF.

k
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7 podobienstwa tréjkatéw LGR i LF P wynika, ze

FP LP

GR LR’
7 podobienstwa tréjkatéw LMR i LKpP wynika, ze

KpP LP

MR LR
Zatem

FP  KpP

HR MR’

W tym przypadku mamy jednak
GR > HR > MR.

Zatem
FP > KpP

co dowodzi, ze punkt P nie lezy na paraboli. Dowod
spostrzezenia 7 jest wiec zakonczony.

5. Styczna do paraboli

Zobaczyliémy, ze prosta moze mieé¢ co najwyzej dwa
punkty wspdlne z parabola. Widzielismy takze, ze sa
dwa rézne rodzaje prostych majacych jeden punkt
wspdélny z parabola. Takimi prostymi sa np. proste
prostopadle do kierownicy. Nas bedzie interesowaé ten
drugi rodzaj prostych majacych jeden punkt wspolny
z parabola.

Styczng do paraboli w punkcie P nazywamy prosta
nieréwnolegta do osi paraboli majaca tylko jeden punkt
P wspdlny z parabolg. Punkt P nazywamy punktem
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styczno$ci. Wykazemy teraz, ze jesli P jest dowolnym
punktem paraboli, to istnieje dokladnie jedna styczna do
paraboli w tym punkcie.

Jedli punkt P jest wierzchotkiem paraboli, to prosta
przechodzaca przez P i rownolegla do kierownicy jest
styczna. Nietrudno zauwazy¢, ze jest to jedyna styczna
do paraboli w tym punkcie.

Niech P bedzie dowolnym punktem paraboli. Zatem
PF = PKp. Niech prosta [ bedzie symetralng odcinka
KpF. Wtedy oczywiscie prosta [ przechodzi przez
punkt P. Niech L bedzie punktem przecigcia prostej [

z kierownicg paraboli. Poniewaz prosta [ jest symetralng
odcinka KpF', wiec KpL = LF i stad latwo wynika, ze
AKpLP = LFLP.

=~
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7 rozwazan poprzedniego rozdzialu wynika, ze prosta [
ma tylko jeden punkt wspdlny z parabola, a wiec jest
styczna do paraboli.

Przypus$émy teraz, ze prosta [ przechodzaca przez punkt
P jest styczna do paraboli. Popatrzmy na rysunek 11.

W poprzednim rozdziale udowodnilismy, ze w przypadku,
gdy prosta [ ma dwa punkty wspélne z parabola, to katy
LPF i LPKp nie s rowne. W przypadku naszej prostej
musi wiec zachodzié réwnos¢ L LPF = L LPKp, skad
tatwo wynika, ze prosta [ jest symetralng odcinka F Kp.
To dowodzi, ze jedyna styczna do paraboli w punkcie P
jest symetralna odcinka KpF'.

Omawianie wlasnosci stycznych do paraboli zakonczymy
spostrzezeniem pochodzacym od Huygensa (wedlug
Marka Kordosa to spostrzezenie byto Huygensowi
potrzebne do skonstruowania tautochronicznego wahadta
obrotowego).

Spostrzezenie 8. Niech P bedzie dowolnym punktem
paraboli. Punkt Z jest rzutem prostokatnym punktu
P na o$ paraboli. Punkt N jest punktem przeciecia
osi paraboli z prosta prostopadta do stycznej i
przechodzaca przez punkt P (inaczej méwiac, punkt
N otrzymujemy rzutujac punkt P na o$ paraboli
prostopadle do stycznej). Wtedy odcinek ZN ma stala
dlugoéé, niezaleznie od wyboru punktu P. Doktadniej,
ZN = KF.
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Dowéd. Dowodzimy, ze trojkaty KFKp i ZNP
sg przystajace. Oba sg prostokatne. Ponadto
oczywiscie K Kp = ZP. Wystarczy zatem pokazad,
7e AKKpF = £ZPN. Zauwazmy jednak, ze

KKp | ZP oraz KpF | PN.

Mamy zatem dwa katy ostre o ramionach réwnolegtych,
a wiec rowne.

7 przystawania AK FKp = ZN P wynika natychmiast,
ze ZN = KF, co konczy dowdd.

6. Podzial pltaszczyzny

Pokazemy teraz, ze parabola — podobnie jak okrag —
dzieli plaszczyzne na dwie czesci, z ktérych jedna jest
zbiorem wypuklym.

Zaczniemy od prostej obserwacji. Niech P bedzie
punktem paraboli i niech A i B beda dwoma punktami
poélprostej KpP: punkt A lezy wewnatrz odcinka KpP,
punkt B na zewnatrz tego odcinka. Z nieréwnosci
trojkata (dla tréjkatéw FPA i FPB) otrzymujemy
AF + AP > FP oraz FP+ PB > FB.
7 pierwszej nieréwnosci otrzymujemy:
AF + AP > KpP,
AF + AP > KpA+ AP,
AF > KpA.
Z drugiej otrzymujemy
KpP+ PB > FB,
KpB > FB.

Punkt A lezy zatem blizej kierownicy niz ogniska,
punkt B lezy blizej ogniska. Niech teraz dany bedzie
dowolny punkt A plaszczyzny i niech K4 bedzie

jego rzutem na kierownice. Méwimy, ze punkt A jest
punktem wewnetrznym paraboli, jesli AF < AK 4
(czyli lezy blizej ogniska niz kierownicy). Méwimy, ze
punkt A jest punktem zewnetrznym paraboli, jesli
AF > AK 4 (czyli lezy blizej kierownicy niz ogniska).

Wiemy juz, ze punkty lezace miedzy parabola
i kierownicg sa punktami zewnetrznymi. Bardzo tatwo
sprawdzi¢, ze punkty kierownicy oraz punkty lezace
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po przeciwnej stronie kierownicy niz ognisko sa tez
punktami zewnetrznymi. Pokazalismy takze, ze jesli
prosta nie ma punktéw wspélnych z parabola, to
wszystkie punkty tej prostej sa punktami zewnetrznymi.
Punktami wewnetrznymi sa punkty potozone dalej

od kierownicy niz punkty paraboli; na poprzednich
rysunkach sa to punkty polozone na prawo od paraboli.

Pokazemy teraz, ze punkty wewnetrzne wraz z punktami
paraboli tworzg zbiér wypuktly. Udowodnimy najpierw
prosta wlasnosé tréjkata (tzw. twierdzenie Stewarta).

Twierdzenie 9. (Twierdzenie Stewarta) Niech dany
bedzie tréjkat ABC i punkt D na boku AB. Woéwczas

BC?-AD + AC?-BD =CD?-AB+ AB- AD - BD.

Dowdéd. Wprowadzmy oznaczenia:
a=DBC, b=AC, c=AB, d=CD, p=AD, ¢q= BD.
Wtedy twierdzenie Stewarta wyraza dlugosé odcinka
d = CD za pomoca a, b, c,piq:
a’p + b%q

dQZf—pq.

Poprowadzmy w tréjkacie ABC wysokosé CH
i przyjmijmy oznaczenia h = CH oraz © = DH:
Korzystajac kilkakrotnie z twierdzenia Pitagorasa,
otrzymujemy:
a’>=(q—z)>+h:=
=¢® -2z + 2>+ h? = ¢* — 2qx + &°,
¥ =@p+z)?+h=
= p? 4+ 2px + 2% + h% = p* + 2px + d°.
C

A p D x
Rys. 13

H g—x B



Pierwsza z tych réwnosci mnozymy przez p, druga
przez gq:

a’p = pg® — 2pgx + dp,

b2q = p*q + 2pqx + d*q.
Wreszcie dodajemy obie réwnodci i korzystamy z tego, ze
ptqg=c:

a’p+0°q==pg’ +p*q+ d°p + d*q =

=pg(p+q) + d*(p+q) = cpg + cd®,

czyli
a’p +b?q

& =——— g,

co konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 10. Zbiér punktéw wewnetrznych
paraboli, wraz z punktami paraboli, jest zbiorem
wypuklym.

Dowdéd. Wystarczy udowodnié, ze jesli P i @ sa
dowolnymi punktami paraboli i punkt R jest dowolnym
punktem wewnetrznym odcinka PQ, to punkt R jest
punktem wewnetrznym paraboli. Jak zwykle, niech Kp,
Kqg i Kr beda rzutami punktéw P, @ i R na kierownice.
Chcemy udowodnié, ze FR < KgrR.

Rys. 14
Przyjmijmy oznaczenia:
a=FQ=KpQ, b=FP=KpP, c=PQ, d=FR,
p=PR, q=QR, r=KgR.

Mamy udowodnié, ze d < r, czyli réwnowaznie d? < r2.
7 twierdzenia Stewarta dla tréjkata PQF wynika, ze
2 2
a b
c
Korzystajac z wlasnosci trapezu KpPQK przecigtego
prosta K rR réwnolegla do podstaw, nietrudno pokazaé,

ze
- ap+bq  ap+bg

p+q c
Mamy zatem pokazaé, ze
2 2 2
a“p +bq (ap + bq)
e M<Ta

Przeksztalcamy te nieréwnosé w sposoéb réwnowazny
(korzystajac z tego, ze ¢ = ¢ — p):
c(a’p+b2q) — Ppq < a®p* +2abpq +b*¢>,
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a’p? +2abpg+b2¢® —a*ep—b2eq+cpg > 0,
a’p? +2abp(c—p) +b*(c—p)*—
—a’ep—b*c(c—p)+c*plc—p) >0,
a’p? 4+ 2abep — 2abp? +b*c — 2% cp+
+ %% —alep— b2+ ep+Sp—cPp? >0,
a’p® +2abcp — 2abp® —b?ep+b2p* —a’ep+SEp—c2p? > 0,
p(a2p+ 2abc—2abp—bzc+b2p—a20+c?’—ch) > 0,
p(an—2abp+b2p—CQp—a26+2abc—b2c+c?’) > 0,
p(p(a® —2ab+b> —*) —c(a® —2ab+b* — c?)) > 0,
p(p—c)(a® —2ab+b*—c*) > 0,
p(p—c)((a=b)*~c*) >0,
p(p—c)(a—b—c)(a—b+c) >0,
p(c—p)(b+c—a)(a+c—b) > 0.
Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa, gdyz 0 < p < ¢,

b4 ¢ > a oraz a+ ¢ > b. To konczy dowodd tego, ze d < r,
a wiec konczy dowdd twierdzenia.

7. Punkty przeciecia stycznych do paraboli

W tym rozdziale zajmiemy sie punktami przeciecia
stycznych do paraboli. Zal6zmy, ze dane sa proste [ i m
styczne do paraboli: prosta [ w punkcie P, prosta m

w punkcie (). Zauwazmy najpierw, ze proste [ i m
przecinaja sie. Mianowicie te proste sa symetralnymi
odcinkéw KpF i KoF. Poniewaz punkty Kp, Kg i F
nie sa wspolliniowe, wiec te dwie symetralne przecinaja

l
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sie. Niech wigc O bedzie punktem przecigcia naszych
dwoch stycznych. PoprowadZzmy przez punkt O prosta
prostopadla do kierownicy i przecinajaca odcinek PQ
w punkcie S.

Spostrzezenie 11. Punkt S jest srodkiem odcinka PQ.

Dowdéd. Punkt O lezy na symetralnej odcinka

KpF, wiec OKp = OF. Podobnie, punkt O lezy na
symetralnej odcinka KqF', wiec OKg = OF. Zatem
OKp = OKg, czyli punkt O lezy na symetralnej odcinka
KpKg. Symetralna odcinka KpKg oczywiscie przecina
odcinek PQ w érodku. To konczy dowdd.



Udowodnimy jeszcze jedna wazna wlasno$¢ punktu
przeciecia stycznych do paraboli. Zachowajmy
oznaczenia z rysunku 15 i dorysujmy odcinki F'P i FQ.

l
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Spostrzezenie 12. Tréjkaty OFQ i PFO sa podobne.
Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenia: a« = LOKgKp oraz
B = £QOKg. Obliczmy najpierw katy tréjkata OKoQ:
LQOKg =08, LOKpQ = a+90°,
LKQQO =90° —a — .
Poniewaz tréjkaty OKqQ i OFQ sa przystajace, wiec
L£QOF =03, ALOFQ=a+90°,
Nastepnie zauwazmy, ze LOKpKqg = «, skad wynika, ze
£AKpOKg = 180° — 2. Zatem LKpOF =
= 180° — 2a — 203, a wiec L KpOP =90° — a — (.
Mozemy zatem obliczy¢ katy trojkata OPKp:
APOKp =90°—-a—03, LOKpP = a+90°,
£LOPKp = (.

7 przystawania trojkatéw OPKp i OPF dostajemy
APOF =90°—-a—pf3, £LOFP=a+90°,
Zatem ANOFQ ~ APFO:

LOFQ = £PFO =a+90°, 4AQOF = A{OPF = g,

L£FQO = LFOP =90° — a — (.

Nietrudno pokazaé, ze te trdjkaty sa podobne takze
przy innych potozeniach punktu O; dowdd rézni
si¢ nieistotnymi szczegdtami. To konczy dowdd
spostrzezenia 11.

Odnotujmy jeszcze dwie wlasnosci punktu przeciecia
stycznych do paraboli.

Spostrzezenie 13. Mamy réwnoé¢ LOFP = LOFQ,
czyli punkt O przeciecia stycznych lezy na dwusiecznej
kata PFQ.

Dowdéd wynika natychmiast ze spostrzezenia 12.

Spostrzezenie 14. Jesli O jest dowolnym punktem
zewnetrznym paraboli, to istnieja doktadnie dwa punkty
P i @ paraboli takie, ze styczne do paraboli w tych
punktach przecinaja si¢ w punkcie O.
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LFQO =90°—a—[.

LOPF = 3.

Dowéd. Poniewaz O jest punktem zewnetrznym
paraboli, wiec odlegloéé punktu O od kierownicy jest
mniejsza niz odlegtosé punktu O od ogniska. Zatem

na kierownicy istnieja dokladnie dwa punkty Kp i Kq
takie, ze OKp = OF = OKg. Punkt O lezy zatem na
symetralnych odcinkéw KpF' i KgF'. Punkty przecigcia
tych symetralnych z prostymi prostopadlymi do
kierownicy i przechodzacymi odpowiednio przez punkty
Kp i Kg sa szukanymi punktami P i ) paraboli.
Szczegdly dowodu pozostawimy jako ¢wiczenie.

8. Centrum tuku paraboli

Widzieliémy (Spostrzeenie 11), Ze prosta réwnolegla
do osi paraboli i przechodzaca przez punkt przeciecia
stycznych w punktach P i Q) przecina cieciwe PQ w jej
srodku. W tym rozdziale zajmiemy si¢ wlasno$ciami
punktu przecigcia wspomnianej prostej z parabola.

Niech dane beda dwa punkty P i @ lezace na paraboli.
Niech nastepnie prosta przechodzaca przez $rodek
cieciwy PQ i rownolegla do osi paraboli przecina
parabole w punkcie R. Punkt R nazwiemy centrum
tuku PQ paraboli. Udowodnimy dwie wtasnosci
centrum tuku.

Twierdzenie 15. Centrum tuku jest srodkiem odcinka
taczacego srodek cigciwy z punktem przecigcia stycznych
(na rysunku 17 jest to réwnos¢ OR = RS). Ponadto
styczna do paraboli w centrum huku jest rownolegta do
cieciwy PQ.

Rys. 17

Dowéd. Poprowadzmy styczna do paraboli w punkcie R
przecinajaca styczne [ i m odpowiednio w punktach L
i M. Poprowadzmy réwniez prosta réwnolegla do osi
paraboli i przechodzacg przez punkt L. Przecina ona
cieciwe PQ w punkcie T i cieciwe PR w punkcie U.
Punkt L jest punktem przeciecia stycznych do paraboli
w punktach P i R. Zatem prosta LU réwnolegta do

osi paraboli przecina cieciwe PU w jej srodku. Stad
wynika, ze odcinek UT jest linig $rodkowa w tréjkacie
RSP, a wiec punkt T jest srodkiem odcinka P.S.
Podobnie odcinek LT jest linig $rodkowa w tréjkacie
OSP i punkt L jest srodkiem odcinka OP. W podobny



sposéb pokazujemy, ze punkt M jest srodkiem odcinka
OQ. Z twierdzenia Talesa wynika teraz, ze LM || PQ,

oraz ze punkt R jest érodkiem odcinka OS. To konhczy
dowod twierdzenia.

Spostrzezenie 16. Réwnolegle cieciwy paraboli maja
wspolne centrum wyznaczonych przez nie tukéw.

Dowéd. Przypusémy, ze PQ jest cieciwag paraboli

i punkt R jest centrum tuku PQ. Wiemy, ze styczna

w punkcie R jest réwnolegta do cieciwy PQ. Niech teraz
XY bedzie cieciwa réwnolegla do cieciwy PQ i niech

S bedzie centrum tuku XY. Styczna w punkcie S jest
réwnolegta do cieciwy XY. Zatem styczne w punktach
R i S sa réwnolegle. Widzieliémy jednak, ze dowolne
dwie styczne do paraboli przecinaja sie. Zatem styczne
w punktach R i.S pokrywaja sie, czyli R = S. To konczy
dowdd.

9. Zaleznos$é kwadratowa

Wiemy ze szkoly, ze parabola jest wykresem funkcji
kwadratowej. Chcemy teraz wyrazié te wlasnosé w
jezyku geometrii i podaé geometryczny dowdd tej
zaleznosci kwadratowe;j.

Twierdzenie 17. Niech punkt S bedzie srodkiem
cieciwy P@ paraboli i niech R bedzie centrum tuku PQ.

Woéwczas )
SP“=4-RF-RS.

Dowéd. Przypusémy, ze dana jest cigciwa P(Q) paraboli.
Niech punkt R bedzie centrum tuku P@ i niech punkt O
bedzie punktem przeciecia stycznych [ i m do paraboli
odpowiednio w punktach P i Q). Styczna do paraboli

w punkcie R przecina styczne | i m odpowiednio

w punktach L i M. Niech punkt V' bedzie punktem
przeciecia stycznej [ z osia paraboli. Zaznaczmy jeszcze
na rysunku 18 ognisko F' i rzut Kp punktu P na
kierownice.

Rys. 18

Punkt L jest punktem przeciecia stycznych do paraboli
w punktach P i R. Stad wynika, ze tréjkaty FRL i FLP
sg podobne. Chcemy pokazaé, ze tréjkat ORL jest
podobny do tych dwéch trojkatéow. Zauwazmy w tym
celu, ze
AROL = LPOS = APVF = {VPKp =
= AV PF = {LPF.
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Nastepnie
£OLR =180° — {RLP =180° — ({RLF 4+ {FLP) =
=180° — ({LPF + AFLP) = {PFL.
Stad wynika, ze AORL ~ APLF ~ ALRF. Mamy

zatem % - &
RL  RF’
czyli
RL? = OR- RF.

Nastepnie RL = % - SP oraz OR = RS. Stad wynika, ze
(3-SP)* = RS- RF,

czyli
SP?=4-RF-RS,

co koniczy dowdd twierdzenia.

Przyjrzyjmy sie dokladniej szczegbélnemu przypadkowi,
gdy cieciwa PQ jest prostopadla do osi paraboli.

Spostrzezenie 18. Jesli cieciwa P(Q jest prostopadta do
osi paraboli, punkt S jest srodkiem cieciwy PQ) i punkt
W jest wierzcholkiem paraboli, to

SP?=4-WF-WS&.

Dowéd. Zauwazmy, ze wierzcholek W paraboli jest
centrum tuku PQ. Niech T bedzie punktem przeciecia
stycznej do paraboli w wierzchotku z odcinkiem KpP.

Kpt—1 D
K97 F 5 5
Q
k
Rys. 19

Udowodniona w twierdzeniu 17 zalezno$¢ przyjmuje
posta¢ SP2 =4-WF -WS, co konczy dowéd.

Spostrzezenie 18 mozemy sformulowaé w nastepujacy
sposéb:

S P? WT?
4-WF 4 -WEF’
Odcinek TP jest zatem proporcjonalny do kwadratu
odcinka WT', co doktadnie wyraza w sposéb
geometryczny to, ze parabola jest wykresem funkcji
kwadratowej

TP=WS=

1 2
LwrE "

y =
gdziex =WT iy =TP.
Ogolnie, w twierdzeniu 17 wykazalidémy, ze odcinek RS

jest proporcjonalny do kwadratu odcinka SP. Mozna
powiedzied, ze jest to ta sama zaleznosé kwadratowa



w ukosnokatnym ukladzie wspdlrzednych. W takim
uktadzie centrum luku PQ odgrywa role wierzchotka
paraboli; poniewaz kazdy punkt paraboli jest centrum
pewnego tuku, wiec mozna powiedzie¢, ze kazdy punkt
paraboli jest w pewnym sensie jej wierzchotkiem.

10. Lemat Archimedesa

W tym rozdziale skorzystamy z nastepujacej wlasnosci
proporcji. Niech liczby rzeczywiste a, b i ¢ takie, ze

a > b > c spelniaja proporcje

a b

Wéwezas
a a—2»b

a+b
b b—c btc
7Z zalozenia wynika bowiem, ze ac = b%. Odejmujac ab od
obu stron otrzymujemy

ac — ab = b% — ab,
ab — ac = ab — b?,
a(b—c¢) =bla—10),

E_a—b

b b-c
Podobnie, dodajac do obu stron ab otrzymujemy
ab + ac = ab + b2,
a(b+c) =bla+0),
a a-+b

b b+ec

Udowodnimy najpierw twierdzenie pomocnicze, po
ktérym podamy dowdd najwazniejszego twierdzenia tego
rozdzialu, tzw. lematu Archimedesa.

Twierdzenie 19. Dane sa dwie rownolegle cieciwy PQ
i XY paraboli. Niech R bedzie wsp6lnym centrum hukéw
PQ i XY. Niech Z bedzie punktem przeciecia cieciwy
PQ z prostag réwnolegla do osi paraboli i przechodzaca
przez punkt X. Niech nastepnie S bedzie srodkiem
cieciwy PQ (przypominamy, ze odcinek RS jest
réwnolegly do osi paraboli), T punktem przeciecia
odcinkéow XY i RS, U punktem przecigcia prostej PR
i cieciwy XY, wreszcie V' punktem przecigcia prostych
PR i XZ. Wéwczas

RP VZ

RV VX'
Dowdéd. Przyjmijmy najpierw, ze punkt X lezy na tuku
PR. Poniewaz R jest centrum obu cieciw PQ i XY,
wiec

PS?>=4-RF-RS oraz XT?=4-RF-RT.

Stad wynika, ze
PS?* RS
XT? ~ RT’
Mamy nastepnie (korzystajac z twierdzenia Talesa)
pPS PS RP
XT  ZS RV
RS RP
RT ~ RU’

oraz
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Rys. 20
Stad wynika, ze
RP? RP
RV2  RU’
czyli
RP _ RV
RV RU’

Korzystajac z udowodnionych wyzej wlasnosci proporcji,
dostajemy

RP RP—-RV VP VZ

RV RV-RU UV VX’

Przyjmijmy teraz, ze punkt X lezy na tuku RQ.

Rys. 21

Doktadnie tak jak w poprzednim przypadku dochodzimy
do proporcji
RP RV
RV RU’
Korzystamy teraz z drugiej z udowodnionych wyzej
wlasnosci proporcji, otrzymujac
RP RP+RV VP VZ
RV RV+RU UV VX’
co konczy dowdd twierdzenia.

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu tzw. lematu
Archimedesa.

Twierdzenie 20. (Lemat Archimedesa) Dana jest
cieciwa PQ paraboli. Niech R bedzie centrum tuku
PQ i niech X bedzie dowolnym punktem luku PQ.



Niech nastepnie O bedzie punktem przecigcia stycznych
do paraboli w punktach P i @ i niech S bedzie
srodkiem cieciwy PQ (przypominamy, ze odcinek
OS jest réwnolegly do osi paraboli i punkt R jest
jego $rodkiem). Prosta réwnolegta do osi paraboli
i przechodzaca przez punkt X przecina cigciwe PQ
w punkcie Z, styczna OP w punkcie M i prosta PR
w punkcie V. Wowczas
QZ X7
PQ MZ

Dowéd. Mozliwe sa dwa polozenia punktu X: na tuku
PR lub na tuku QR.

l

0
Q
m
k
Rys. 22
l
P
0] /RK g
X /
M v Z
Q
m
k
Rys. 23

Wiemy, ze niezaleznie od polozenia punktu X na tuku
PQ, prawdziwa jest proporcja

RP VZ
RV VX
7 twierdzenia Talesa wynika, ze
RP PS
RV~ SZ

Zatem, korzystajac takze z réwnosci PS = @S,

dostajemy 0s PS V7

SZ Sz VX’
5z _VX
QS VZ

czyli
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Stad, dla punktu X potozonego na tuku PR, dostajemy

1+S—Z=1+Q
QS A
QS+SzZ VZ+VX
Qs vz
Q7 XZ
QS VZ’
Qz  XZ
2.QS 2-VZ’
QZ X7
PQ  MZ
Dla punktu X potozonego na tuku QR mamy natomiast
1,%:1,E7
QS VZz
QS—-S2 VZ-VX
Qs vz
Q7 XZ
Qs vz’
QzZ  XZ
2.Q8 2.VZ’
QZ XZ
PQ  MZ

co konczy dowdd lematu Archimedesa.

11. Pole odcinka paraboli — metoda mechaniczna

Odcinkiem paraboli nazywamy cze$¢ plaszczyzny
ograniczona tukiem paraboli i cieciwa taczaca konce
tego tuku. W tym rozdziale pokazemy, w jaki sposéb
Archimedes obliczyl pole odcinka paraboli, korzystajac
przy tym z wyprowadzonych wczes$niej podstawowych
praw mechaniki.

Twierdzenie 21. Dana jest cigciwa P(Q paraboli i
centrum R tuku PQ. Wéwczas pole odcinka paraboli
ograniczonego cieciwa PQ i tukiem PQ jest réwne

Podc:%'PPQR-

Dowdéd. Niech O bedzie punktem przecigcia stycznych
do paraboli w punktach P i ). Niech punkt S bedzie
srodkiem cigciwy PQ. Przypominamy, ze punkt R

jest érodkiem odcinka OS. Poprowadzmy odcinek QN
prostopadly do kierownicy. Niech X bedzie dowolnym
punktem tuku PQ i poprowadzmy odcinek

M Z prostopadly do kierownicy i przechodzacy przez
punkt X. Prosta PR przecina odcinki MZ i NQ
odpowiednio w punktach V' i U. Poniewaz punkt R jest
srodkiem odcinka O.S, wiec punkty V i U sa $rodkami
odcinkow M Z i NQ. Niech wreszcie punkt G bedzie
srodkiem ciezkosci trojkata NQP; lezy on oczywiscie
na srodkowej PU oraz PG = % - PU.

Przedtuzmy odcinek PU do punktu H takiego, ze
PU = UH. Teraz z lematu Archimedesa wiemy, ze

Q7 X7

PQ MZ



Z twierdzenia Talesa i réwnosci PU = UH otrzymujemy
Qz _vv _uv
PQ PU UH’
czyli
Xz UV
MZ UH’
Stad wynika, ze
XZ-UH=MZ-UV.

Przedluzmy odcinek PU do punktu H takiego, ze M
PU = UH. Teraz z lematu Archimedesa
wiemy, ze N
’ Qz _ xz
PQ MZ

Z twierdzenia Talesa i réwnosci PU = UH otrzymujemy
Qz _uv _uv
PQ PU UH’
czyli
Xz UV
MZ UH’ , ,
Stad wynika, ze X o Z
XZ-UH=MZ-UV.

Przenie$my teraz réwnolegle odcinek X Z tak, by jego
srodek wypadl w punkcie H; otrzymamy odcinek X'Z’.
Ostatnia réwnos¢ méwi, ze jesli popatrzymy na odcinek
PH jak na dZzwigni¢ podparta w punkcie U, to odcinek
X'Z’ (o masie takiej jak odcinek X Z) umieszczony

w punkcie H réwnowazy odcinek M Z umieszczony na
swoim miejscu, tzn. ze $rodkiem cigzkoséci w punkcie V.
Teraz Archimedes rozumuje nastepujaco.

Caly odcinek paraboli sklada sie z odcinkow
réwnolegltych do osi paraboli majacych jeden koniec
na cieciwie PQ, a drugi na tuku PQ. Inaczej moéwiac,
cala masa odcinka paraboli rozklada sie na masy tych
rownoleglych odcinkow. Kazdy z tych réwnolegtych
odcinkéw przenosimy tak, by jego srodek cigezkosci
wypadl w punkcie H. W ten sposéb cala mase odcinka
paraboli skupiamy w tym punkcie. W podobny sposéb
cala masa trojkata NQP rozklada sie na masy odcinkéw
rownoleglych do osi paraboli, ktorych jeden koniec
znajduje sie na boku NP, a drugi na boku QP.

Dalej: kazdy z tych réwnoleglych odcinkéw, z ktérych
sktada sie odcinek paraboli, umieszczony w punkcie H
rownowazy jeden z réwnoleglych odcinkéw, z ktérych
sktada sie trojkat, umieszczony na swoim miejscu.
Inaczej méwiac, caly odcinek paraboli umieszczony

w punkcie H rownowazy tréjkat NQP umieszczony

na swoim miejscu, czyli réwnowazy mase tego trojkata
umieszczong w jego srodku ciezkodci.

Teraz Archimedes stosuje prawo dZzwigni dla pola
odcinka i pola tréjkata, ktére w tym przypadku
przedstawia si¢ nastepujaco:
Poge -UH = Pygp - UG,
czyli
Poge -UP = Pngp - % -UP.

Stad dostajemy

Poie = 3 - Pngp = 5 - Posp = § -
co konczy dowdd twierdzenia.

4.

Prsp = 5 - Ppqr,
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Rys. 24

12. Metoda wyczerpywania

Archimedes przedstawil rowniez dowod czysto
geometryczny wzoru na pole odcinka paraboli. Dowdd
ten korzysta z wprowadzonej przez Eudoksosa tzw.
metody wyczerpywania. Dla kompletnosci wyktadu
przedstawimy tu opis tej metody (powtarzajac
rozumowanie opisane w [3]). Przypuéémy, ze mamy
obliczy¢ pole pewnej figury F'. Z figury tej wyjmujemy
kolejno jej czedci: Fy, Fy, F3 itd. Za kazdym razem
bedziemy przestrzegaé¢ dwbch zasad:

1.

figura F,, ,nie zachodzi” na figury Fi,..., F,_1; nie
chcemy napisaé, ze jest rozlaczna z poprzednimi
figurami, bo tymi figurami moga by¢ wielokaty
majace wspolna cze$¢ obwodu;

figura F;, stanowi wiecej niz polowe ,tego, co
zostalo”, czyli wiecej niz polowe figury F' po

usunieciu figur Fy, ..., F,_1.
Mamy zatem:
1
PF1>§'PF,
1
PF2>§'(PF_PF1)7
1
Pr, > 5+ (Pr = Pp, = Pry),
1
Pp, > 5 (Pr = Pp, — Pr, = Pr,)
i tak dalej. Stad wynika, ze
1
PF1>§~PF,
1
PF1+PF2>PF1—|—§-(PF—PF1)
1 1
:—~P _-P
g TFTg R
1 1 1
-.p .. P =
g tEty g
1 1
—_.p -.p
5 F+4 F



PF1 +PF2 +PF3 >

1

>PF1+PF2+§'(PF—PF1—PF2)—

1 1
:§'PF+§-(PF1+PF2)>

1 1 /1 1

P+ Prt+.Pr)=
>2 F+2 (2 F+4 F>

1 1 1
= ~.Pp+=~-Ppt+=-.P

2 F+4 F+8 Fy

Pp, + Pp, + Pp, + Pr, >
1
> Pp, + Pp, + Ppy + 5 - (Pr = Ppy, — Pp, — Pp) =

1 1
:§~PF+§'(PF1+PF2+PF3)>

1 1 1 1 1

-.p . (Z.p -.p Z.Ps ) =
Z gty (2 PrLTYR F)

1 1 1 1
—-.p —.p -.p —.p

5 F+4 F+8 F+16 F

i tak dalej. Mozemy teraz przej$¢ do sum
nieskonczonych. Mamy

Pr > Pp, + Pp, + Pp, +... >

1 1 1
>_-.Pp+--Pp+- Pp+...= Pp.
S TRy TR E

Pierwsza nieréwnos¢ wynika z wlasnosci 1; figury
F1,Fy, F5 ... sa zawarte w figurze F i nie zachodza
na siebie. Druga nieréwno$¢ wynika z powyzszych
rozwazan. Trzecia wynika ze wzoru

1+1+1+ =1
2 4 8 7

znanego juz w starozytnosci.

Do obliczenia pola figury F' metoda wyczerpywania

potrzebne jest zatem:

1. wskazanie niezachodzacych na siebie figur
Py, Fy, F5, ... zawartych w figurze F,

2. wykazanie, ze kazda figura F;, stanowi wiecej niz
potowe ,tego, co zostato”,

3. obliczenie pél figur Fy, Fy, Fs, ...,

4. obliczenie sumy Pp, + Pp, + Pp, + ...

W nastepnym rozdziale pokazemy, w jaki sposéb
Archimedes zrealizowal te cztery cele w odniesieniu do
pola odcinka paraboli.

13. Pole odcinka paraboli — metoda geometryczna

Niech PQ bedzie cigciwg paraboli. Chcemy obliczyé
pole odcinka paraboli ograniczonego cigciwa PQ)

i tukiem PQ. Ten odcinek paraboli bedzie nasza
figura F' (przy zachowaniu oznaczen z poprzedniego
rozdziatu). Niech punkt R bedzie centrum luku PQ.
Figura F} jest trojkat PQR. Niech nastepnie punkty
S 1T beda odpowiednio centrami tukéw PR i QR.
Figura F5 sklada sie z dwoch trojkatéw PRS i QRT.
Zauwazmy bowiem, ze w rozwazaniach poprzedniego
rozdzialu nigdzie nie zaktadalismy, by figury F,, byty
»w jednym kawaltku”. Mozna przyjaé, ze kazda z nich
sklada sie z wielu wielokatéw (méwiac inaczej, jest suma
wielu wielokatow).
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Rys. 25

Podobnie figura F3 sklada sie z czterech trojkatow:
PUS, SVR, RXT i TYQ, gdzie punkty U, V, X 1Y
sa odpowiednio centrami tukéw PS, SR, RT i TQ.
Nastepna figura Fy sktadalaby sie z o$miu tréjkatéw,
ktérych podstawami bylyby cieciwy PU, US, SV, VR,
RX, XT,TY i YQ, a wierzcholkami centra tukéw
wyznaczonych przez te cieciwy. I tak dalej. ..

Rys. 26

Rys. 27

Figury F, F», Fs, ... zostaly zatem wskazane. Musimy
najpierw pokazac, ze pole kazdej z nich jest wieksze od
tego, co zostalo po wyjeciu poprzednich. Zauwazmy,

ze kazda z tych figur sklada sie z tréjkatéw tej samej
postaci: podstawa jest cieciwa paraboli, a wierzchotkiem
centrum tuku ograniczonego ta cieciwa. Wystarczy
zatem pokazac, ze kazdy taki trojkat jest wiekszy od
potowy odcinka paraboli. Niech PQ bedzie dowolna
cieciwg paraboli i R centrum tuku P@). Niech nastepnie
styczna do paraboli w punkcie R przecina proste KpP
i KgQ odpowiednio w punktach 7" i V. Przypominamy,
ze styczna w punkcie R jest rownolegla do cieciwy PQ
i lezy na zewnatrz paraboli. Stad wynika, ze czworokat
VQPT jest rownoleglobokiem i rozwazany odcinek
paraboli lezy catkowicie w jego wnetrzu. Zatem

P,i. < Pygpr = 2 Ppgr.
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Rys. 28

Stad wynika, ze

1

PPQR>§'POdC'

Pozostaja do obliczenia pola figur Fy, Fy, F3, ... 1ich
suma.

Niech PQ bedzie cigciwa paraboli i R centrum tuku
PQ. Styczne do paraboli w punktach P i Q przecinaja
sie w punkcie O. Przypominamy, ze prosta OR jest
rownolegta do osi paraboli i punkt R jest srodkiem
odcinka ON, przy czym punkt S jest srodkiem cigciwy
PQ. Powtérzmy teraz te konstrukcje dla cieciwy PR.
Styczne w punktach P i R przecinaja sie w punkcie

L. Niech S bedzie centrum tuku PR i niech punkt U
bedzie érodkiem cieciwy PR. Wtedy odcinek LU jest
rownolegly do osi paraboli i punkt 7" jest érodkiem tego
odcinka. Niech wreszcie X bedzie punktem przecigia
prostej LU z cigciwa P(Q. Poniewaz punkt U jest
grodkiem boku RP tréjkata RN P oraz odcinek UX
jest rownolegly do podstawy RN, wiec punkt X jest
srodkiem boku NP oraz UX = % - RN. Czworokat
RN XL jest rownolegtobokiem, a wiec LX = RN.

Rys. 29

Stad wynika, ze LU = % - RN. Poniewaz punkt S jest
srodkiem odcinka LU, wiec SU = % - RN. Popatrzmy
teraz na tréjkaty SUP i RN P. Podstawa SU tréjkata
SUP jest cztery razy mniejsza od podstawy RN

tréjkata RN P. Wysoko$¢ trojkata SUP jest dwa razy
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mniejsza od wysokosci tréjkata RN P. Stad wynika, ze
Psyp = % - Ppyp. Zauwazmy wreszcie, ze trojkaty SUP
i SUR maja wspdlng podstawe SU i réwne wysokosci.
Zatem Psyp = Psypg. Lacznie otrzymujemy

Pprs = Psup + Psur = 2~ 3 - Prnp = 1 Pryp.

W podobny sposéb pokazujemy, ze

1
Pror = 1 Pryng.

Zatem
1
Pr, = Pprs + Pror = 1 (Pryvp + Pryg) =
1 1
_— — . P
1 Pror=7"Pr

Podobne rozumowanie pokazuje, ze
1

1
PFBZZ.]DEZE.]DF17
1 1

Pr == .Pn = _—.P
F4 4 FJ 64 F17
1 1
Pp.=-.Pp =— P
By "R T o5 TH

i tak dalej. Pola figur Fy, Fy, F3, ... zostaly zatem
obliczone. Pozostaje tylko dodanie tych pél.

Musimy zatem obliczy¢ sume

1 1
PF1+PF2+PF3+---:PF1+Z'PF1+E'PF3+---:
4 4
= .Pp =_. .
3 R =3 PR
Druga réowno$é wynika ze wzoru
1pip Ly
416 64 3

znanego Archimedesowi. W ten sposéb pole odcinka
paraboli zostalo obliczone.
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