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Choroby nowotworowe sa jednym z najtrudniejszych i najbardziej palacych
wyzwan wspotczesnej medycyny. Pytanie, jak wymusié¢é pozadane zmiany

w przebiegu choroby, to znaczy jak uzyskaé regres lub choc¢by stabilizacje procesu
chorobowego, jest jednym z najtrudniejszych, jakie napotyka lekarz.
Obserwowany w ostatnich latach szybki rozwdj technik molekularnych umozliwit
zgromadzenie duzych ilosci danych biologicznych. Jednak efektywne leczenie
wymaga wlasciwego zinterpretowania tych danych i zrozumienia mechanizméw
poszczegdlnych proceséw. Wobec ztozonosci uktadu, jakim jest organizm ludzki,
szansy na pelniejsze zrozumienie tych proceséw mozna upatrywaé

w uzupelnieniu tradycyjnych, heurystycznych metod eksperymentalnych
modelami matematycznymi.

Modele matematyczne nalezy rozumieé¢ jako probe reprezentacji wybranego
uktadu biologicznego za pomoca jezyka matematycznego, np. roéwnan
rézniczkowych. Zwykle oznacza to redukcje ztozonosci oryginalnego uktadu do
uktadu prostszego, ktory daje sie analizowaé, i na podstawie ktérego mozna
wnioskowaé¢ na temat uktadu pierwotnego. Juz w 1952 roku Alan Turing

w swojej pracy ,,[he Chemical Basis of Morphogenesis” pisal:

»This model will be a simplification and an idealization, and consequently
a falsification. It is to be hoped that the features retained for discussion are those
of greatest importance in the present state of knowledge [21].”

Modelowanie matematyczne pozwala miedzy innymi na symulowanie procesu
chorobowego (w szczegolnosci odpowiedzi na leczenie), optymalizacje procedur
terapeutycznych oraz tworzenie eksperymentalnie testowalnych hipotez.
Dodatkowo modelowanie utatwia zrozumienie gtéwnych mechanizmoéw ztozonych
proceséw biologicznych, projektowanie nowych doswiadczen, a w przysztosci
moze stanowi¢ alternatywe dla wielu modeli doswiadczalnych (,,in silico” zamiast
»in vivo” badz ,in vitro”). Poprzez iteracyjne formulowanie hipotez badawczych
i ich eksperymentalna weryfikacje mozna poszerzyé¢ rozumienie natury
oddzialywan miedzy poszczegélnymi procesami.

Wieloskalowy charakter proceséw nowotworowych

Istotna cecha wiekszosci procesé6w biologicznych jest ich wieloskalowy charakter.
Dotyczy to réwniez procesu nowotworowego, ktory zaczyna sie od zmian

w obrebie genéw. Ich konsekwencja sa glebokie jakosciowe zmiany w funkcji
komorek, tkanek i narzadéw, co prowadzi do wyniszczenia i $mierci calego
organizmu. Ze wzgledu na wysoka czesto$é¢ wystepowania chor6b nowotworowych
mozemy nawet moéwi¢ o spolecznej skali problemu. Oznacza to, ze przy opisie
tego typu zjawiska mamy do czynienia zaréwno z duzymi roznicami w skali
przestrzennej jak i czasowej rozwazanych procesow.

Z racji wieloskalowego charakteru choroby nowotworowej bardzo wazne jest
okreslenie tak zwanej naturalnej skali procesu, ktéra odpowiada réznym stadiom
zaawansowania choroby: nieprawidlowosci na poziomie komoérek biora swoj
poczatek z zaburzonego przebiegu proceséw wewnatrzkomorkowych, same z kolei
powodujac zmiany na poziomie tkanki i organizmu, stad wyréznia sie skale:
subkomorkowa, komorkowa i makroskopowa (patrz Rys. 1). Ze wzgledu na duza
zlozonosé modelowanych zjawisk, istniejace modele matematyczne ograniczaja sie
najczesciej do opisu na poziomie tylko jednej z wymienionych skal. Nie zmienia
to jednak faktu, ze lepsze wyjasnienie proceséw obserwowanych na poziomie
tkanek wymaga budowy modeli taczacych opis makroskopowy z opisami
procesow zachodzacych na poziomie komorkowym i subkomorkowym.
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Rys. 1. Schematy zajwisk opisywanych
modelami w skalach: a) subkomoérkowej —
szlak sygnalowy; b) komorkowej —
komunikacja migdzykomoérkowa (paracrine
signalling); ¢) makroskopowej — rozrost
guza.
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Skala subkomoérkowa: Modele subkomoérkowe
dotycza zjawisk zachodzacych wewnatrz komorki,
takich jak procesy transportu przez blone komoérkows
i wewnatrz komorki czy kaskady reakcji
biochemicznych, bedace przedmiotem intensywnych
badan ze wzgledu na role, jaka pelnia w procesie
ewolucji komorki.

Ewolucja komorki jest regulowana za pomoca gendéw
znajdujacych sie w jej jadrze. W odpowiedzi na
zmiany $rodowiska komorki ekspresja odpowiednich
genow, a co za tym idzie synteza bialek, moze ulec
modyfikacji. Kaskady reakcji biochemicznych, ktore
prowadza do przekazywania sygnaléw molekularnych
z receptoréw blony komoérkowej do wnetrza komorki,
nazywane sg szlakami sygnatowymi. Szlaki sygnatowe
tworzg naturalne uktady regulacji, majace na celu
zapewnienie z jednej strony odpornosci na losowe
zmiany warunkow (czyli utrzymanie homeostazy
uktadu), a z drugiej wtasciwy charakter zmian

w odpowiedzi na wymuszenia zewnetrzne (czyli ukierunkowana odpowiedZ na
czynniki ,grodowiska”). Bialka regulatorowe wytwarzane wewnatrz komorek

w wyniku dziatania szlakéw sygnalowych inicjuja badz modyfikuja procesy
zachodzace na poziomie komorek.

Tra nskryEcja

Skala komoérkowa: Modele komorkowe sa przeznaczone do symulowania
proces6w podziatu, réznicowania, apoptozy i oddzialtywan miedzy komoérkami —
dotycza pojedynczych komoérek i ich wzajemnych interakcji. Procesy zachodzace
na poziomie komoérek regulowane sa za pomoca opisanych wyzej szlakow
sygnatowych. Na przyktad utrata kontroli nad podziatami komérek
nowotworowych jest zwiazana z mutacjami genéw kodujacych biatka
uczestniczace w cyklu komorkowym. W wyniku tych mutacji
wewnatrzkomorkowe $ciezki sygnalowe dzialaja w sposob znieksztalcony,
prowadzac ostatecznie do patologicznych zmian w organizmie. Z kolei
réznicowanie sie komorek, zaréwno normalne jak i patologiczne, wplywa na
dynamike szlakoéw sygnalowych. Uwzglednienie powigzan pomiedzy modelami
komoérkowymi i wspomianymi wyzej modelami w skali subkomoérkowej jest zatem
potrzebne do prawidlowego opisu funkcjonowania komorek.

Skala makroskopowa: Zaburzone procesy komorkowe prowadza do
powstawania i rozwoju nieprawidlowych struktur takich jak guzy nowotworowe,
ktore zaburzaja prawidlowe funkcjonowanie tkanek oraz narzadéw. Do opisu
takich zjawisk stuza modele makroskopowe. Sa one ze swej natury
fenomenologiczne, ich celem jest uzyskanie jakosciowego obrazu dynamiki catego
uktadu w zaleznosci od parametrow takich jak wspotczynniki dyfuzji,
chemotaksji czy predkosci reakcji biochemicznych. Parametry te sa czesto bardzo
trudne do eksperymentalnego zmierzenia, dlatego wazne jest zrozumienie, w jaki
sposob zaleza one od zjawisk zachodzacych na nizszych poziomach opisu.

Powyzszym ,skalom” odpowiadaja rézne metody i struktury matematyczne. Na
przyktad do budowy modeli subkomoérkowych uzywa sie na ogét rownan
rézniczkowych zwyczajnych lub sieci boolowskich. Z kolei modele komoérkowe
buduje sie najczesciej za pomoca rownan roézniczkowo-catkowych (réwnania typu
Boltzmanna) lub ukladéw dyskretnych, modele zas makroskopowe prowadza do
probleméw ze swobodnym brzegiem i nieliniowych uktadéw réwnan
rozniczkowych czastkowych. Wybor odpowiednich metod matematycznych
najczesciej zwiazany jest z charakterem pytan biologicznych, na ktére chcemy
odpowiedzieé¢ i rodzajem danych, ktorymi dysponujemy.

Modele inwazji nowotworow

Waznym przyktadem zastosowania metod matematycznych w onkologii sa
modele inwazji nowotworéw. Rokowanie w przypadku choroby nowotworowej
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zalezy w duzej mierze od tego, czy nowotwor jest ztosliwy, to znaczy czy komorki
nowotworowe posiadaja zdolno$¢ naciekania (inwazji) sasiednich tkanek

i tworzenia przerzutéw. Wlasnie przerzuty sa najczesciej bezposrednia przyczyna
$mierci chorych na raka. Proces naciekania nowotworu jest zlozony i mimo
usilnych starari niedostatecznie poznany. Mozna w nim jednak wyodrebnié¢ cztery
podstawowe sktadowe: adhezje komérek nowotworowych do macierzy
pozakomorkowej (macierz pozakomoérkowa jest to substancja wypelniajaca
przestrzeni pomiedzy komorkami, ktora zespala komorki w tkanki i narzady),
wydzielanie przez komoérki nowotworowe enzymoéw trawiacych macierz
pozakomorkows, migracje komorek nowotworowych i wreszcie ich proliferacje
(mnozenie sie komorek). Migracja komorek nowotworowych jest wypadkowa
wielu réznych mechanizmoéow, z ktérych najwicksza role odgrywa haptotaksja —
ruch komorek w kierunku gradientu stezenia niedyfundujacych substancji, takich
jak zawarte w macierzy pozakomorkowej kolagen czy fibronektyna. Migrujace
komorki nowotworowe wytwarzaja enzymy trawiace macierz pozakomoérkowa, co
z kolei prowadzi do powstania gradientéw w jej zageszczeniu. To wlasnie
haptotaksja w najwiekszym stopniu odpowiedzialna jest za naciekanie tkanek
przez komorki nowotworowe.

Pierwszy model opisujacy zjawisko inwazji nowotworu zaproponowali w 1996
roku Mark Chaplain i Michelle Orme [17]. Model ten byl w pozniejszych pracach
wielokrotnie modyfikowany przez réznych autoréw w celu badania réznych
aspektow zjawiska inwazji. Wiekszo$é tych modeli ma postaé¢ uktadéw réwnan
rozniczkowych czastkowych opisujacych migracje i proliferacje komorek
nowotworowych. W tej chwili mozemy moéwié juz o klasycznym modelu inwazji
komérek nowotworowych:

0
oV Duuwv)Vu) — V-(xu@uVe) +  F(u,),
ot —_———— | ——
transport dyfuzyjny haptotaksja proliferacja
v
— = —  {ymu,
(1) ot S~——
degradacja
om = D,Am —  &,m +  H(u,v).
ot N—— N~~~ ——
dyfuzja degradacja produkcja

W modelu tym zmienne u, v i m oznaczaja odpowiednio: gestosé komorek
nowotworowych, gestos¢ macierzy pozakomoérkowej i gestosé enzymow trawiacych
macierz pozakomoérkowa.

Poszczegdlne wyrazenia modelu opisuja najwazniejsze procesy towarzyszace
inwazji nowotworu, to znaczy migracje komoérek nowotworowych, wzrost guza na
skutek proliferacji komoérek nowotworowych, a takze produkcje i dyfuzje
enzymoéw trawiacych macierz pozakomorkowa oraz degradacje samej macierzy.
Kazdy z tych procesow jest opisywany za pomoca odpowiedniej funkcji, na
przyklad, funkcja x, nazywana funkcja wrazliwosci lub wspoétezynnikiem
haptotaksji, opisuje reakcje komoérek nowotworowych na gradient gestosci
macierzy pozakomorkowej. Jest to funkcja malejaca, poniewaz wrazliwosé
komorek na gradient gestosci macierzy maleje wraz z jego wzrostem. Przyktadem
takiej funkcji jest wyprowadzona przez Jonathana Sherratta [19] funkcja:

X0
2) W)=
gdzie xo > 01 o, Bp > 0.

Ciekawg modyfikacja modelu (1) jest zaproponowany w 2005 roku przez
Georgiosa Lolasa i Marka Chaplaina uktad opisujacy wplyw
wewnatrzkomorkowej dynamiki enzymu urokinazy na tempo inwazji [3].
Urokinaza jest jednym z najwazniejszych enzymoéw trawiacych macierz
pozakomorkows. Modyfikacja modelu polegala na uzupelnieniu makroskopowego
opisu inwazji (1) rownaniami rézniczkowymi opisujacymi system aktywacji
urokinazy.
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Innego typu modyfikacje modelu (1) zaprezentowano w pracy poswieconej
badaniu wpltywu biatek szoku termicznego na szybkosé¢ procesu inwazji [20].
Dotychczas, wplyw ten wiazano z aktywacja metalloproteinazy, jednego

z glownych enzymow rozkladajacych macierz pozakomoérkowa [5]. Jednak na
podstawie wynikéw symulacji i przeprowadzonych doswiadczen autorzy
zaproponowali hipoteze alternatywna, zgodnie z ktora wplyw biatek szoku
termicznego na inwazyjno$¢ komoérek nowotworowych odbywa sie poprzez
oddzialywanie na ich wlasciwosci motoryczne. Uchwycenie tych zaleznosci
wymagalo wprowadzenia odpowiednich zmian w wyrazeniach opisujacych dyfuzje
i haptotaksje, tak aby uzalezni¢ je od rozlozonego w czasie stezenia badanych
bialek. Analiza wynikow symulacji wskazywala na poprawno$é nowej hipotezy,
ktora zyskata pozniej dodatkowe wsparcie eksperymentalne.

Klasyczny model stat sie punktem wyjscia dla nowego typu modeli hybrydowych
opisujacych dynamike komoérek nowotworowych w sposéb dyskretny, a ewolucje
pozostalych sktadnikéw modelu w sposéb ciagly, za pomoca réwnan
rézniczkowych. Modele traktujace komorki indywidualnie pozwalaja na taczenie
opiséw na poziomach subkomoérkowym i komérkowym, z makroskopowym opisem
srodowiska. Pozwala to w stosunkowo tatwy sposob uwzgledni¢ niejednorodnosé
populacji komorek, efekty biomechaniczne i stochastyczne, ktore na ogot pomija
sie w usrednionych modelach ciagtych [1, 7, 18, 22].

Model hybrydowy oparty o automat komoérkowy, zaproponowany i rozwijany
przez grupe Alexandra Andersona, pozwolil na wyznaczenie interesujgcych
zalezno$ci procesu inwazji od heterogenicznosci mikrosrodowiska. Symulacje
numeryczne pokazaly w szczegolnosci, ze w sytuacji hypoks;ji, czyli niedoboréw
tlenu, guz nowotworowy charakteryzuje sie duza ztosliwoscia, co zostato
potwierdzone w eksperymentach [6].

Warto wspomnieé, ze powiazania pomiedzy makroskopowym modelem inwazji,
a komoérkowym modelem opisujacym interakcje na poziomie indywidualnych
komorek, byly tematem prac analitycznych opartych o zastosowania tzw.
uogodlnionej teorii kinetycznej [2, 8].

Podsumowanie

W spos6b naturalny pojawia sie pytanie jak budowaé¢ modele matematyczne tak
ztozonych proceséw biologicznych, jak procesy nowotworzenia. Poniewaz
wiekszos¢é terapii onkologicznych odnosi sie do konkretnych przejawow
aktywnosci nowotworéw (np. inwazyjnosci czy angiogenezy), uzasadnionym
wydaje sie by¢ budowanie modeli w oparciu o konkretne pytania biologiczne.
Tworzenie takich prostych, czesciowych modeli moze by¢ pomocne w zrozumieniu
zlozonych zjawisk. Takie podejscie niesie jednak ze soba ryzyko pominiecia
waznych aspektéow procesu. Dlatego budowane modele nalezy ciagle
konfrontowaé¢ z wynikami doswiadczen, szukajac efektéow odrozniajacych badany
mechanizm od innych, dajacych podobne wyniki, zwracajac szczegdlng uwage na
przypadki (przestrzen parametrow), w ktorych wyniki modelu pozostaja

w rozbiezno$ci z wynikami eksperymentow.

Oprocz korzysci dla nauk biomedycznych modelowanie matematyczne ma szanse
przyczynié¢ sie rowniez do rozwoju matematyki, a w szczegolnosci takich dziedzin
jak analiza numeryczna (np. numeryczne rozwiazywanie zagadnieri
paraboliczno-hiperbolicznych, zagadnien ze swobodnym brzegiem), jakosciowa
analiza rownan rozniczkowych czastkowych (np. analiza fal wedrujacych czy
bifurkacji), analiza asymptotyczna i wieloskalowa (np. homogenizacja),
przydatna do prawidlowego wyprowadzania modeli makroskopowych

z uwzglednieniem mikroskopowych danych. Czesto budowa i analiza nowego
modelu wymaga uzycia nowych metod matematycznych.

Modelowanie matematyczne w naukach biomedycznych jest wyzwaniem nie tylko
naukowym, ale tez spotecznym w sztywno podzielonym na dyscypliny srodowisku
akademickim. Korzysci ptynace ze stosowania modeli matematycznych obecnie
sa bezdyskusyjne, ale trzeba pamieta¢, ze kazdy sukces wymaga podejscia
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interdyscyplinarnego. Budowa i weryfikacja modeli w oparciu o ilo§ciowe dane
eksperymentalne, projektowanie nowych doswiadczen, szukanie nowych metod
matematycznych, pozwalajacych na wlasciwy opis procesu i jego analize,

a wreszcie symulacje numeryczne i optymalizacja leczenia wymaga wspolpracy
specjalistow z roznych dziedzin. Postep w pokonywaniu tych barier jest juz
zauwazalny, stosowanie modeli matematycznych w onkologii staje si¢ powoli
uznanym narzedziem badawczym. Na przestrzeni ostatnich lat wiodace
czasopisma biomatematyczne wydaly numery specjalne po$wiecone wylgcznie
onkologii matematycznej [9, 10, 13, 12, 14, 16, 15, 11]. Coraz wiecej oséb pracuje
nad tymi zagadnieniami, rosnie tez liczba celowych projektow badawczych.
»Mathematics Is Biology’s Next Microscope, Only Better; Biology Is
Mathematics’ Next Physics, Only Better [4].”
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