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Matematyk jest jak podroznik, ktérego celem jest odkrywanie nowych ladow.
Nowe lady w matematyce nazywamy twierdzeniami. Jednak, zeby matematyczne
odkrycie zostalo powszechnie uznane, i nosito dumne miano twierdzenie, musi
posiadaé¢ dowod. Dowdd jest zatem jak podroz, ktora musi odby¢ odkrywca
nowych ladéow. Jak wiadomo, podroze w nieznane bywaja niebezpieczne i pelne
pulapek. Na szczedcie, matematyk nie jest narazony na bezposrednie fizyczne
niebezpieczenstwo, gdyz podczas przeprowadzania dowodu jakiego$ twierdzenia
podrozuje on jedynie posrod swych mysli (dodajmy jeszcze, ze wraz z jego
myslami podrézuje reka uzbrojona w otéwek lub dtugopis). W momencie, gdy
dowdd twierdzenia jest juz gotowy (czasem trwa to bardzo dlugo), matematyk
pisze prace i wysyta ja do jednego z czasopism matematycznych. Praca jest
recenzowana przez innego matematyka (lub matematykow), a nastepnie, gdy
spelnia wszystkie wymagania, a w szczegélnosci nie zawiera bledéw, zostaje
opublikowana. W tym miejscu podréz matematyka sie konczy, lecz teraz
rozpoczyna sie nasza podroz drogi Czytelniku. Podréz, ktora ma nas przekonad,
ze nie wszystkie publikowane twierdzenia ... sa prawdziwe i nie warto wierzy¢
bezkrytycznie we wszystko, co sie czyta. Bedzie to podroz, w ktorej poznamy
(a w zasadzie przypomnimy) dwie wielkie hipotezy teorii liczb, skonstruujemy
krzywa wymierng na pewnej powierzchni i obalimy jedno ,twierdzenie” (zdanie,
ktore nie jest udowodnione lub jego dowod jest niepoprawny nie moze byé
twierdzeniem — moze by¢ co najwyzej twierdzeniem”).

By by¢ bardziej precyzyjnym wyjawmy cel naszej podrozy: celem naszej podrozy
bedzie pokazanie, ze ponizsze ,twierdzenie” nie jest twierdzeniem.

Twierdzenie 0.1 (Tw. 8 (ii) z [3]). Zaldimy, ze hipotezy abe i abed sq
prawdziwe. Niech [ € Zx], deg f = n i zaldzmy, ze [ nie ma pierwiastkow
wielokrotnych. Jesli istnieje wielomian h € Z[x] wzglednie pierwszy z f i taki, Ze
h(z)(f(xz) — h(x)) ma mniej niz n/10 réznych pierwiastkow, to istnieje tylko
skonczenie wiele liczb bezkwadratowych d o tej wlasnosci, Ze istnieje wiecej niz
jedno wymierne rozwigzanie réwnania f(x) = dy?.

W sformutowaniu tego ,twierdzenia” wystepuje kilka pojeé, ktore nalezy
przypomnie¢ lub zdefiniowac.

Zaczniemy od przypomnienia pojecia liczby bezkwadratowej. Mowimy, ze liczba
catkowita d jest bezkwadratowa, jesli nie jest ona podzielna przez kwadrat zadnej
liczb pierwszej.

O hipotezach abc i abed mozna przeczytaé w Delcie z 2000 roku |1, 2]. Nasze
sformutowanie tych hipotez bedzie rozni¢ od tych przedstawionych w Delcie (sa
jednak z nimi rownowazne). Zanim przypomnimy, co te hipotezy mowia,
zdefiniujmy jeszcze funkcje rad : Z 3 n — rad(n) € N dang przez rownosé

rad(n) = H .
pln
Innymi stowy: rad(n) jest iloczynem liczb pierwszych dzielacych liczbe n. Liczba
rad(n) bywa nazywana rowniez jadrem bezkwadratowym liczby n.
Hipoteza 0.2 (Hipoteza abc). Jesli a,b,c € Z , NWD(a,b,c) =1l,a+b+c=0
i Zadna z podsum nie znika, to dla kazdego € > 0 istnieje taka stata C(e), ze
max{|al, |b],|c|} < C(e) rad(abc)' <.
Naturalnym uogoélnieniem tej hipotezy jest nastepujaca

Hipoteza 0.3 (Hipoteza abcd). Jesli a,b,¢,d €7 ,
NWD(a,b,c,d) =1,a+ b+ c+d =0 oraz Zadna z podsum nie znika, to dla
kazdego € > 0 istnieje taka stata C(€), ze

max{|al, |b], |c],]d|} < C(e) rad(abed)®Te.



Czytelnik zechce sprawdzi¢, wykorzystujac réwnosé
23k 1 3.28(2% + 1) + 1 — (2% 4 1)3=0, ze wyktadnik 3 w powyzszej hipotezie jest
konieczny.

Te dwie niewinnie wygladajace hipotezy maja bardzo duzo glebokich
konsekwencji w teorii liczb i geometrii algebraicznej. W szczego6lnosci, Hipoteza
abc implikuje prawdziwosé hipotezy Mordella (obecnie Twierdzenie Faltingsa),
ktora mowi, ze zbidr punktéw wymiernych na krzywych rodzaju > 1 jest
skoriczony. Czlowiek, ktory udowodni lub obali ktorakolwiek z nich zdobedzie
niesmiertelnosé.

Przypomnijmy, ze punkt P = (2(P),y(P)) lezacy na krzywej C : F(x,y) =0,
gdzie F € Z[x,y| nazywamy wymiernym, jesli x(P),y(P) € Q. Zbior punktow
wymiernych na krzywej C' bedziemy oznacza¢ przez C(Q), doktadniej

C@Q ={(z,y) €eQxQ: F(z,y) =0}.
Niech f € Z[z] bedzie wielomianem bez pierwiastkow wielokrotnych i zalozmy, ze
deg f > 5. Woweczas, krzywsa postaci

C:y? = f(a),
nazywamy krzywg hipereliptyczng. Jesli dodatkowo d € Z jest liczba,
bezkwadratowa, to krzywa C; zadana réwnaniem

Cq: dy* = f(x),

nazywamy skreceniem kwadratowym krzywej C przez d.

Zaltozenie, ze d jest liczba catkowita nie jest istotne, gdyz w przypadku

d=p/q € Q\Z, gdzie NWD(p, q) = 1, widzimy, ze krzywe Cq i C,24 sa
izomorficzne poprzez odwzorowanie ¢ : Cq 3 (x,y) — (x,y/q) € Cyp24 i oczywiscie
q?d € Z. Ponadto, zauwazmy, ze jesli P = (z,y) € C(Q) i y # 0, to réwniez punkt
Q = (x,—y) jest wymierny.

Krzywe C i C4 sa okreslone nad cialem liczb wymiernych. Nazwa krzywej Cy jest
Scisle zwiazana z zalezno$cia laczaca krzywe C i Cq. Mianowicie, jesli do ciala Q
dotaczymy liczbe V/d, czyli przejdziemy do rozszerzenia cial Q(v/d)/Q (jest to
rozszerzenie algebraiczne stopnia 2), to krzywe C i Cg4 beda izomorficzne poprzez
odwzorowanie

q):CB(x,y)H(x,%)ECd

®':Cy 3 (2,y) — (z,Vdy) €C.

Zdefiniowalismy wszystkie pojecia wystepujace w Twierdzeniu 0.1. Teraz musimy
sie zastanowi¢ w jaki sposob tego typu stwierdzenie mozna obali¢? Wydaje sie, ze
najlepszym pomystem jest ... zaczaé¢ od konica. Dlaczego? Jest jasne, ze by
marzy¢ o skonstruowaniu kontrprzyktadu musimy znalezé taki wielomian

f € Z[x] wysokiego stopnia (co najmniej 10), ze istnieje nieskornczenie wiele
bezkwadratowych liczb catkowitych d o tej wlasnosci, ze na krzywej

Cq: dy* = f() leza co najmniej dwa nietrywialne punkty wymierne

P; = (z;,y;), i = 1,2. Tutaj stowo nietrywialny oznacza, ze wspolrzedne punktow
P; speliajg dwa warunki: x1 # x4 oraz y1y2 # 0. Widzimy wiec, ze nasze zadanie
sprowadza sie do wskazania wielomianu f € Z[x] o tej wlasnosci, ze uklad rownar

(1) dyi = f(z1), dys = f(x2),
ma nieskoniczenie wiele rozwiazan w liczbach wymiernych 1, y1, x2, y2, d. Latwo
zauwazy¢, ze powyzszy uklad jest rownowazny nastepujacemu

_ f(@) _ flx2)
@ = yi Y3

Zauwazmy, ze drugie réwnanie naszego uktadu mozna zapisa¢ w postaci

y2f(z1) = y? f(22). Bez straty dla ogélnosci mozemy podstawi¢ y; = 1. Teraz
stoimy przed dylematem wyboru wielomianu f. Jak wybraé¢ wielomian f stopnia
co najmniej 10, bez pierwiastkéw wielokrotnych i o tej wlasnosci, ze na
powierzchni 32 f(x1) = f(x2) lezy punkt wymierny, dla ktorego yo # 17 Jest to
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trudne pytanie. My jednak mamy szczescie, gdyz jak sie¢ przekonamy, wielomian
f(z) = 2™ + ax + b, gdzie n jest dowolna liczba naturalna i a,b € Z \ {0}, nadaje
sie doskonale do naszych celow. Dlaczego akurat ten wielomian, a nie inny? Coz,
odpowiedz z pewnosciag nie usatysfakcjonuje Czytelnika w pelni. Wielomian ten
pojawit sie w zwiazku z badaniem problemu konstrukecji punktéw wymiernych na
krzywych hipereliptycznych nad ciatami skoriczonymi. Innymi stowy pojawia sie
on w zupehie innym zagadnieniu, o ktorym wiecej mozna przeczyta¢ w pracy [5].
Dodajmy jeszcze, ze jest to jeden z dwoch znanych wielomianow (drugim jest
wielomian f(z) = 2™ + ax? + bx), ktory posiada pozadane przez nas wlasnosci.

Widzimy zatem, ze problem znalezienia nieskonczenie wielu rozwiazan
wymiernych uktadu (2) sprowadza si¢ do wykazania, ze zbiér punktow
wymiernych na powierzchni S danej réwnaniem

S:ysf(ar) = f(x2), f(x)=a"+az+b,
jest nieskoriczony. Jegli uda sie nam to pokazaé, to kazde d (wymierne) dane
przez rownosé d = f(x1) = f(x2)/y2 bedzie spelialo zadane warunki.

Twierdzenie 0.4. Zbior punktéw wymiernych na powierzchni S jest
nieskonczony.

Dowdd. Okazuje si¢, ze mozna udowodnié¢ cod wiecej. Wykazemy mianowicie, ze
na powierzchni S lezy krzywa wymierna. Innymi stowy, wykazemy, ze istnieja
niestale funkcje wymierne z1(t), z2(t), y2(t), ktore spelniaja réwnanie definiujace
nasza powierzchnie S. By tego dowies¢ wykorzystamy metode wspotczynnikow
nieoznaczonych. Zdefiniujmy F(z1,22,y2) := y5f(x1) — f(x2). Niech t i T beda
zmiennymi, a nastepnie potoézmy

xrp = T, To = tQT, Yo = tn.
Stad otrzymujemy, ze
F(T, *T,t") = t*™(T™ + aT + b) — (t*"T" 4 at®T 4+ b) = a(t*" — t*)T + b(t*" — 1).
Magia! Stopien wielomianu F(T, T, ") wzgledem T jest rowny jeden. Mozemy
bez trudu rozwiaza¢ réwnanie F(T,t*T,t") = 0 wzgledem T i otrzymamy
bt*m—1
at?n — 2
Wykorzystujac znaleziona warto$¢ 7" mozemy napisa¢ rownania naszej krzywej
wymiernej, lezacej na powierzchni S, w postaci

(3) T=T()=-

bt —1 bt —1
=" 0= Eey oy el =1
Zwroémy uwage, ze warunek ab # 0 jest istotny. U

Uwaga 0.5. Nalezy dodagé, ze jest to bardzo szczegdlny przypadek twierdzenia
udowodnionego w pracy [5].

Wykorzystamy teraz otrzymany wynik do zdefiniowania nieskonczonej rodziny
liczby wymiernych d, ktéra postuzy nam do obalenia Twierdzenia 0.1.

Zdefiniujmy d(t) = f(T'(t)), gdzie funkcja wymierna T jest dana przez (3)
i f(z) = 2™ + ax + b. Dla tak okreslonego T' rozwazmy rodzine krzywych {C}}eq
dana przez

Cy: dt)y* = 2" + ax + 0.

Wowczas z Twierdzenia 0.4 widzimy, ze na krzywej C; mamy dwa punkty
wymierne

b -1
Pl == (T(t), 1)7 P2: (atQ(n_1)_17 t >

7 naszego rozumowania wynika natychmiastowy
Whniosek 0.6. Twierdzenie 0.1 jest nieprawdziwe.

Dowadd. Rozwazmy skonstruowana przez nas rodzine krzywych Cy 1 wezmy
wielomian h(z) = ax + b. Wowczas mamy, ze wielomiany f i h sa wzglednie
pierwsze, gdyz f(—b/a) # 0. Zauwazmy rowniez, ze
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deg h(z)(f(z) — h(x)) = n + 1. Ponadto, wielomian h(x)(f(z) — h(z)) ma tylko
dwa pierwiastki: = 0 (rzedu n) i @ = —b/a (rzedu jeden). Jesli wezmiemy

n > 20, to 2 < n/10 i widzimy, ze dla prawie wszystkich ¢ € Q na krzywej

C; : d(t)y?* = f(x) leza co najmniej dwa punkty wymierne P; i P,. Stoi to

w jawnej sprzecznosci z teza Twierdzenia 0.1. O

Uwaga 0.7. Stosujac skonstruowana przez nas rodzine krzywych mozemy
rowniez obali¢ Twierdzenie 8 (i) z pracy [3].

Pokazaliémy, ze Twierdzenie 0.1 jest nieprawdziwe. W takiej sytuacji sa dwie
mozliwosci: w dowodzie znajduje sie btad lub jedno badz wiecej zatozen nie jest
prawdziwe (moze to mie¢ miejsce zwlaszcza w przypadku, gdy zalozenia sa
nieudowodnionymi hipotezami). Po wymianie korespondencji z Autorem pracy
[3] okazalo sie, ze w dowodzie ,twierdzenia” znajduje sie blad. Nie byt to
powazny blad, raczej rodzaj przeoczenia. W wyniku tej obserwacji Twierdzenie
0.1 udaje sie uratowaé¢ przez dodanie pewnego technicznego zatozenia.
Poprawiona wersja tego twierdzenia brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 0.8 (Poprawiona wersja Twierdzenia 0.1). Zaldzmy, ze
hipotezy abc i abed sq prawdziwe. Niech [ € Zlx], deg f = n i zaldzmy, zZe f nie
ma pierwiastkéw wielokrotnych. Jesli istnieje wielomian h € Z[x] wzglednie
pierwszy z f i taki, ze h(z)(f(xz) — h(x)) ma mniej niz n/10 réznych
pierwiastkow, wowczas, dla wszystkich dostatecznie duzych liczb

bezkwadratowych d, dla ktorych istniejg co najmniej dwa nietrywialne rozwigzania
réwnania dy?* = f(x), powiedzmy dy? = f(x1) i dy3 = f(x2), gdzie v1, 22 € Q,
mamy h(z1)/f(x1) = h(z2)/ f(@2) lub h(z1)/f(21) + h(z2)/ f(22) = 1.

Te poprawiona wersje mozna znalezé w pracy [4].

Nasz kontrprzyktad na Twierdzenie 0.1 juz nie dziala, gdyz jest zawarty w tym
dodatkowym warunku. Istotnie, zauwazmy na poczatek, ze

at®T(t) + b = t2"(aT(t) + b). Jest to wniosek z definicji funkcji 7' = T(t) danej
przez (3). Otrzymujemy stad, ze

h(t*T(t)) at?T + b - t2"(aT + b) ~aT+b  h(T()
F(2T(t))  t2nTn 4+ at®T + b 20T +2n(aT +b)  Trn+al +b  f(T(t)’

i nasz kontrprzyktad juz nim nie jest.

Jest bardzo prawdopodobne, ze podczas naszej matematycznej podrozy
Czytelnik zadal sobie pytanie: dlaczego ktokolwiek mialby watpi¢ w prawdziwosé
Twierdzenia 0.17 Zwlaszcza, ze twierdzenie to ukazalo sie w recenzowanym
czasopiSmie matematycznym i na pierwszy rzut oka wydaje sie bardzo
prawdopodobne. Na tak postawione pytanie bardzo trudno odpowiedzie¢. Autor
niniejszego artykutu, ktory mial to szczescie, ze znalazl zaprezentowany
kontrprzyktad, zaufal swojej matematycznej intuicji. Czym jest owa intuicja?
Matematyczna intuicja to nic innego jak wypadkowa wystuchanych wyktadow,
przeczytanych prac oraz wtasnych rozmyslan i badan matematycznych. Intuicja
podpowiedziata Mu, ze to ,twierdzenie” ... jest zbyt piekne, zeby bylo
prawdziwe. Ta sugestia oraz wiedza wyniesiona z zupelnie innych rozwazan
pozwolita intuicje zamieni¢ w konkretny i tatwo weryfikowalny kontrprzyktad.

Mamy nadzieje, ze przedstawiony przyktad nietrywialnego ,twierdzenia”
matematycznego, ktére okazato sie nieprawdziwe, przekonal Czytelnika, by
podczas czytania prac matematycznych wykazywal sie ostroznoscia i pewna doza
matematycznej nieufnosci. Jest to zdrowe podejscie, gdyz zawsze nalezy bra¢ pod
uwage tzw. czynnik ludzki. Przeciez dowody twierdzen sa pisane przez ludzi,

a ludzie nie sg nieomylni i niejednokrotnie zdarza sie, ze jakis§ szczegot umyka,
lub ze w ferworze walki z dowodem wykorzysta sie ... rownosé 2 + 2 = 5 lub jej
bardziej wyrafinowane siostry. Rzecz jasna jest jeszcze recenzent, ktory powinien
wytapaé wszystkie btedy i niejasnoéci. Jednakze, recenzent jest rowniez
czlowiekiem, a zatem i jemu moze sie zdarzy¢ przeoczenie lub uznanie czego$ za
oczywiste. Z cala pewnoscia kazdy matematyk lub ogélniej — czlowiek pracujacy
naukowo — znalazt dowod co najmniej jednego ,twierdzenia’. Z drugiej strony
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miejmy réwniez wyrozumiato$é dla tych niefortunnych omytek, gdyz, jak mowi
znane przystowie: , Nie myli sie tylko ten, kto nic nie robi”.

Mamy réwniez nadzieje, ze Czytelnik zachecony zaprezentowanym przyktadem
postara sie sam znalezé ,twierdzenia” w literaturze matematycznej i obnazy¢ ich
stabosci znajdujac pickne kontrprzyktady. Matematyka z cata pewnoscia na tym
nie straci.
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