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Matematyka. Nauka czystego intelektu. Bezduszna, nieludzka, nie zwracajaca
uwagi na kryteria estetyczne. Zawsze stawiajaca precyzje ponad uroda. I za tym
wzorem podazaja matematycy — akolici surowej bogini. Wszyscy wiemy, ze nie
ma chyba nic bardziej falszywego niz ten ciag stereotypowych skojarzen. Takie
opinie jak ,W swojej pracy staratem sie taczyé¢ prawde i piekno, lecz gdy
musialem wybiera¢, wybieratem pigkno” Hermanna Weyla lub ,Nie ma na $wiecie
miejsca dla brzydkiej matematyki” Godfreya Hardy’ego, choé¢ w oczywisty sposob
zartobliwe i przesadzone, sa bliskie wiekszosci matematykow.

Jednak, choé¢ doceniamy nietrywialne piekno prac matematycznych, nie jeste$my
zgodni, co do kryteriéw matematycznego piekna i brzydoty. Zgodnie z tematyka
ostatniej Szkoly Matematyki Pogladowej w Grzegorzewicach ,Dowody

i kontrprzyktady” artykul ten skoncentruje si¢ na kryteriach estetycznych, wedle
ktorych oceniamy matematyczne dowody tego samego twierdzenia (trudno
poréwnaé¢ dowody roznych twierdzen). W koricu kazdy styszat (lub sam
wypowiadal) stwierdzenia typu: ,Przepiekny dowod twierdzenia...” badz ,Tego
dowodu przedstawiaé¢ nie bede. Jest dtugi, techniczny i paskudny”. Co decyduje
o przyjeciu przez nasze umysty niektérych rozumowan jako pieknych, a innych
jako... bestie? Postaram sie przeprowadzi¢ w miare rzetelna (jak na tak
nieprecyzyjny temat) analize, podparta pewnymi przyktadami.

Pierwszym przykladem bedzie zadanie, pochodzace ze studenckich
Miedzynarodowych Zawodow Matematycznych w Ostrawie (z roku 2000).
Nalezalo udowodnié¢ ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 1. Niech m,n bedg liczbami naturalnymi, o x € [0,1]. Wtedy
1-1-2)™"+{1—-a™)™>1.

Samo zadanie specjalnie urokliwie nie wyglada. Ot, nieréwno$¢ jak nier6wnosc.
Jednakze jeden z dowodéw robi duze wrazenie.

Zaczyna sie zaskakujaco. Rozwazamy macierz o ztozona z m wierszy i n kolumn
o losowo wybieranych elementach: elementem o danych wspoétrzednych jest litera
A z prawdopodobienistwem x, badz litera B z prawdopodobienistwem (1 — ).
Okazuje sie, ze dla udowodnienia nieréwnosci z twierdzenia wystarczy przeliczy¢
prawdopodobienstwa kilku zdarzen. Policzmy, jak mozna zinterpretowaé
sktadniki sumy po lewej stronie:

e (1 —z)™ — jest to prawdopodobieristwo, ze dana kolumna sktada sie wylacznie
z liter B. Zatem:

e 1 — (1—x)™ — jest to prawdopodobienstwo, ze w danej kolumnie wystepuje
litera A. Zatem:

e (1—(1—x)™)™ — jest to prawdopodobieristwo, ze w kazdej kolumnie wystepuje
litera A.

oraz:

e 1" — jest to prawdopodobienistwo, ze dany wiersz sktada sie wylacznie z liter
A. Zatem:

e 1 —x" — jest to prawdopodobienistwo, ze w danym wierszu wystepuje litera B.
Zatem:

e (1 —2z™)™ — jest to prawdopodobienstwo, ze w kazdym wierszu wystepuje
litera B.

Zauwazmy, ze jesli oznaczymy nastepujace zdarzenia: X — w kazdej kolumnie

wystepuje litera A, Y — w kazdym wierszu wystepuje litera B, to ich suma jest

zdarzeniem pewnym. Gdyby bowiem zdarzenie X nie zachodzilo, to istniataby

kolumna zlozona z samych liter B, czyli w kazdym wierszu litera B musiata by

sie znalezé. Zgodnie z tymi rozwazaniami mamy:
1-1-2)™"+1-2a™)"=PX)+PY)>PXUY)=1,

co bylo do udowodnienia.
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Autor ma bardzo osobisty stosunek do powyzszego dowodu. Zwiezlosé i jasnosé
rozumowania oraz zaskakujacy pomyst przewodni sa przez niego obarczone duza
doza odpowiedzialnosci za wyboér studiéw. Nic dziwnego, ze chetnie dzielil si¢
tym zachwytem ze znajomymi matematykami, ktérzy w zdecydowanej wiekszosci
zgadzali sie z ta ocena. Ale nie wszyscy, co jest mato zaskakujace w tak
subiektywnej dziedzinie jak estetyka...

Pewien Znajomy Autora Ze Studiow (w skrocie odtad zwany PZAZS) podat
argument zaskakujacy: ,,Ten dowod jest brzydki, bo uzywamy rachunku
przawdopodobienistwa!”. Co ciekawsze, nie byl w swojej opinii zupelnie
odosobniony. Co zatem PZAZS uwazal za tadniejszy dowdd? Oto szkic
rozumowania, ktére po pewnym czasie przedstawil:

Dowdd ,bez prawdopodobieristwa” rozpoczyna sie od udowodnienia nastepujacej
nieréwnosci pomocniczej:

Ym e NVa,be[0,1] : (a+b—ab)™+(1—a™)(1-0") >1,

a wlasciwie rownowaznej nieréwnosci: (a + b — ab)™ —a™ — b™ + (ab)™ > 0.

Dowod prowadzony jest przez indukcje. Dla m = 1 réwno$é jest oczywista.
Zalozenie indukcyjne przyjmuje postaé:

(a 4 bh— ab)m—l Z am—l + bm—l _ (ab)m_l.

Przemnazajac go przez dodatnia liczbe (a + b — ab) i odejmujac stronami
dostajemy:

(a+b—ab)™ —a™ —b" + (ab)™ >
>am W —a™b 4+ ab™ Tt —ab™ — " — a4 200 =
=" =™ (a—a™) + (a™ ' —a™)(b—b™) > 0.
Zatem nieréwnosé pomocnicza jest udowodniona. Teze twierdzenia dowodzimy
przez indukcje wzgledem n. Oczywiscie, dla n = 1 zachodzi rownosé. Zalozenie
indukcyjne ma postaé: (1 — (1 —x)™)"~t > 1 — (1 —z"~1)™. Mnozymy je
obustronnie przez 1 — (1 — )™, otrzymujac:

I-(1-2)M">0-1-2"")")A -1 -2)").

Oznaczamy a = 1 — 2"~ !, b = 1 — x i, korzystajac z zalozenia indukcyjnego oraz
nieréwnosci pomocniczej, przeliczamy:

(I-2")"+(1-(1-2z)")" >
>(1—-2"'(1-1-2)"+(1-(1-2"")"1 - (1-2)") =
= (a+(1—a)b)™ + (1 —a™)(1 —b™) > 1. O

Drugi dowod jest jak najbardziej poprawny i dos¢ zwiezly (cho¢ jego precyzyjny
zapis zawierajacy wszystkie przeksztalcenia powinien zajaé znacznie wiecej
miejsca niz szkic przedstawiony powyzej). Wydaje sie jednak, ze na wiekszosci
matematykow nie robi on takiego wrazenia jak jego ,,probabilistyczny” konkurent.
Zanim sprobuje wyjasni¢ przyczyny, przedstawie jeszcze jeden przyktad: stynne
zadanie hrabiego de Buffon o igle.

Zadanie 2. Igte o dtugosci l upuszczamy losowo na arkusz poliniowany prostymi
rownolegtymi, poprowadzonymi w réwnych odstepach d > 1. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze po upadku igta bedzie przecinac jedng z linii?

Jak wiele z XVIII-wiecznych klasycznych problemoéw, ten tez wywodzi sie z gier
hazardowych, a konkretnie z gry franc-carreau polegajacej na rzucaniu okragta
moneta na podloge podzielona na kwadraty i zakladaniu sie, czy upadnie na
linie. Odpowiedz zagadke hrabiego jest dosé niespodziewana, a wyliczy¢ ja
mozna dosy¢ dzieki dosé prostej calce.

Nalezy rozwazy¢ kat «, jaki igla tworzy z danymi liniami (dla ustalenia uwagi —
poziomymi). Mozna zalozy¢, ze 0 < a < 5, gdyz przypadek katow ujemnych jest
symetryczny. Zauwazmy, ze wysokosé (czyli ,pionowa sktadowa dlugosci” igly
wynosi [ sin . Wtedy tatwo stwierdzié¢, ze prawdopodobieristwo, iz igta przecina
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ktoras z linii wynosi lSi%. Zatem wystarczy obliczy¢ $rednia tych

prawdopodobienstw po danych katach:

™

2

2 [sin« 21 E:d 21
P:;/ 7 da:;g[—cosa]g =,

0

Jak wida¢, rozwigzanie to nie jest szczegodlnie skomplikowane. Jednak zadanie
znalazlo tez swoje miejsce w ksigzce ,,Dowody z Ksiegi” Martina Aignera

i Guntera Zieglera, ktorej tytul i pomyst zostaly zainspirowane znanym
powiedzeniem Pala Erdésa o Ksiedze, w ktorej Bog gromadzi doskonate dowody
twierdzenn matematycznych. Tak wiec ksiazka ta miata przedstawiaé wyboér
pieknych dowodéw matematycznych. Miedzy innymi przedstawia alternatywne,
efektowne i elementarne (cho¢ moze nieco dluzsze) rozwiagzanie zagadki Buffona.
Jego autorem jest Joseph-Emile Barbier.

Rozwazmy FE(l) — warto$¢ oczekiwang punktow przeciecia igly o dlugosci [
z danymi liniami. Dla [ < d jest F(l) jest naturalnie rowne szukanemu
prawdopodobieristwu (jako, ze igla nie moze przecia¢ wiecej niz jednej linii).
Jednoczednie, tatwo sprawdzié, ze zaleznosé E od [ jest liniowa, zatem mamy dla
pewnego rzeczywistego c

P=E()=cl.

Pozostaje wyznaczy¢ c. W tym celu zauwazmy, ze ksztalt ,igly” nie ma znaczenia
dla powyzszego wzoru. Zalezno$é¢ wartosci oczekiwanej liczby przecie¢ od
dtugosci igly pozostaje prawdziwa dla igiel w ksztalcie tamanych. I tu tkwi
kluczowy punkt dowodu: rozwazamy igte w ksztalcie... okregu o érednicy d.
Okrag taki przecina linie zawsze w dokladnie 2 punktach. Przyblizajac okrag
wielokatami i korzystajac ze wzoru na wartosé oczekiwang liczby przecieé dla
tamanych otrzymamy cdm = E(dr) = 2 i w konicu
2

=
Pierwsza para przyktadéow sugeruje, ze waznym, o ile nie najwazniejszym,
kryterium oceny estetycznej dowodu, jest jego zwiezto$¢. W naturalny sposéb
preferujemy dowody krotsze, jako blizsze ideatowi. Przy czym warto zwrocié
uwage, ze poréwnywaé w ten sposéb mozna tylko dowody zapisane na tym
samym poziomie komplikacji, bez omijania powaznych fragmentéw — na przyktad
drugi dowod w pierwszym przyktadzie nalezy ocenié¢ raczej jako szkic; jego
formalny zapis bylby znacznie mniej zwiezty. Takie kryterium miatoby te zalete,
ze jest dosé obiektywne (policzenie linijek nie jest trudne), niemniej zupelnie sie
nie sprawdza w przypadku ,dowodu z Ksiegi” z zadania o igle. No i oczywiscie
nijak nie uwzglednia nietypowych, indywidualnych kryteriow typu PZAZS.

W celu scharakteryzowania najbardziej typowych kryteriow, autor przeprowadzit
serie dyskusji oraz ankiete posrod studentow matematyki Uniwersytetu
Jagielloriskiego. Oczywiscie, wyniki nie sa miarodajne ze wzgledu na matg i malo
zroznicowang probke statystyczna, jednakze wydaja sie wskazywaé
najistotniejsze tendencje. Zalozeniem ankiety byto, ze poréwnujemy tylko
dowody tego samego twierdzenia, ktére na dodatek zostaly zapisane poprawnie,
Scisle, jasno, bez luk do uzupetnienia dla czytelnikow i generalnie maksymalnie
elegancko z technicznego punktu widzenia.

Studenci wskazali szesé kryteriéw, permanentnie sie powtarzajacych, natomiast
kazdy przypisywal im inne ,wagi”. By zilustrowa¢ réznorodnosé¢ pogladow,
wystarczy nadmienié¢, ze kazdy z wymienionych czynnikéw byt wskazywany przez
co najmniej kilku ankietowanych jako najwazniejszy, a przez inna grupe jako
malo wazny. Z kolei kazdy z ponizszych elementéw pojawial sie w zdecydowanej
wiekszosci ankiet, jako wplywajacy na ocene. Oto wskazane elementy oceny
urody dowodu:

o Zwieztosé.
e Innowacyjnosé, zwana przez autora ,prawem niespodzianki” — mite wrazenie
sprawia uzycie w dowodzie nie znanej nam dotad metody lub punktu widzenia
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na pewne kwestie. Zwlaszcza, jesli sposdb uzycia jest zaskakujacy

i pouczajacy. Doskonalymi przyktadami sg przedstawione wczesniej
zagadnienia: w ,probabilistycznym” rozwiazaniu zadania z Ostrawy
,hiespodzianka” wystepuje juz na poczatku, podczas rysowania macierzy, ktéra
na pierwszy rzut oka nie ma wiele wspélnego z zadaniem. Ponadto, metoda tu
uzyta zawiera element dydaktyczny: zwraca uwage na mozliwo$é uzycia
rachunku prawdopodobieristwa w problemach nie odwolujacych sie do niego.

Z kolei wystepujaca w ,rozwiazaniu z ksiegi” problemu Buffona igta w ksztalcie
okregu (konstrukt niewatpliwie zaskakujacy) moze by¢ eleganckim przyktadem
dzialania matematyki: uzycia abstrakcyjnej struktury do rozwiazania
konkretnego problemu.

e Przejrzystosé gtéwnej idei dowodu — estetyke dowodu zwieksza, gdy mozemy
doceni¢ jego idee przewodnia bez wglebiania sie w szczegdly, od pierwszego
spojrzenia. Gorzej, jesli dowdd jest w postaci kilku stron obliczen i, by
zrozumieé, po co sa wszystkie przejécia, konieczne jest przestudiowanie caltosci.
Nawet jesli fragmenty takiego dowodu sa naprawde pomystowe, to trudniej
uznaé go za piekny. Chyba brak tej przejrzystosci jest gtowna wada dowodow
alternatywnych w przyktadach: dlugie przeliczenia w pierwszym przyktadzie
skutecznie zacieraja Slady mysli przewodniej. W drugim przykladzie obliczenia,
co prawda sg krotkie, ale np. w dos$é¢ sztuczny sposéb objasniaja, skad sie
w wyniku wzieta liczba 7 (co jest najciekawszym elementem wyniku Buffona).

e Elementarno$é — dowodd, uzywajacy prostych srodkéow wielu uwaza za
tadniejszy niz taki, ktory jest nawet krotszy, ale wymaga zastosowania
poteznych i trudnych w dowodzie twierdzen.

e Zgodnosé z tokiem rozumowania twoércy dowodu — dla studentéw irytujace
bywaja dowody, ktore polegaja mniej wiecej na tym: wyciagamy z kapelusza
jakas funkcje, rozniczkujemy ja 3 razy i tatwo zauwazy¢, ze... Dowdd jest
prawidlowy, szybki, efektowny, zaskakujacy, przejrzysty, ale tak naprawde nie
mamy pojecia skad autorowi dowodu przyszta do glowy ta funkcja — co niszczy
poczucie uzytecznosci tej metody dowodowej i tworzy wrazenie, ze nie
zobaczylo sie tego, co w dowodzie bylo naprawde wazne.

e Jednolitos¢/roznorodnosé uzytych metod — punkt dosé zaskakujacy, ale
pojawiajacy sie w wielu wypowiedziach i to wtasnie w postaci
,spolaryzowanej”. Istnieja osoby, ktore lubia, gdy znienacka w dowodzie
jakiegos$ twierdzenia z réwnan rézniczkowych pojawia sie lemat z teorii liczb.
Inni wola, gdy twierdzenia przypisane jednej dziedzinie sa dowodzone §rodkami
tej dziedzinie przynaleznymi. Tak wiec w zasadzie ten punkt moznaby zaliczy¢
do indywidualnych prefererencji, gdyby nie fakt, ze pojawia sie w sposdb
istotny w wypowiedziach tak duzej grupy studentow.

Zatem mozna stwierdzi¢, ze nasza ocena piekna dowodu sktada sie

z odpowiedniego wywazenia powyzszych kryteriéw oraz z dodatku upodobar
indywidualnych. Dla niektorych dowod jest zdyskwalifikowany w konkursie
pieknosci, gdy zawiera stowo ,prawdopodobienstwo” (jak w przypadku PZAZS),
wzglednie, gdy liczy sie w nim calki, badz gdy dowod jest niekonstruktywny (np.
korzysta z pewnika wyboru). Z drugiej strony sa osoby, ktore czuja sentyment do
pewnych metod i na przyktad uwielbiaja dowody korzystajace z wybranego
twierdzenia (przyktady cenionych ze wzgledu na urode stosowania twierdzen

z ankiety to twierdzenie Baire’a i lemat Kuratowskiego—Zorna).

Te wszystkie rozwazania nie maja zapewne wielkiego zwiazku z natura
matematyki. Ale wydaje mi sie, ze majg spory zwiazek z naturg matematykow.
Warto wiec chyba sie zastanowié, co tak naprawde pociaga nas w naszej
ulubionej dziedzinie wiedzy.



