Matematyczny model odpowiedzi odpornosciowej (II)
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Ze wzgledu na znaczna objetos¢ tekstu artykul zostal podzielony na dwie czesci:
czesé pierwsza poswiecona jest analizie modelu (M-S-N 41), czesé druga
koncentruje sie na przypadku organizmu powracajacego do zdrowia; odsytacze do
czedci pierwszej beda poprzedzone znakiem I.

4. Organizm powraca do zdrowia

W tym rozdziale zajmiemy si¢ przypadkiem silnego
uktadu odpornosciowego przy zaltozeniu, ze stan
stacjonarny X (stan choroby chronicznej) znajduje sie
poza zbiorem O%. Z matematycznego punktu widzenia
zadajemy nastepujace warunki
(1) ()  L=ae—my(uc+pB)>0

(il) d=F—-F* <0
Warunek (1(i)) obrazuje silny uktad odpornosciowy,
produkujacy duzo komorek plazmatycznych
(wspolezynnik «) i przeciwcial (wspotezynnik o),
natomiast warunek (1(ii)) mowi, ze w chwili ¢ = 0 ilog¢
przeciwcial w organizmie jest wystarczajaco duza, aby
rozpoczaé skuteczna walke z antygenem w momencie jego
pojawienia sie w organizmie (V(0) = ~vd < 0).

Zbadamy, w jaki sposob zachowuje sie wspotrzedna F'(t).
Z warunkéw poczatkowych (patrz utad

(a) V= (8- 7F)V =0V ¢,

(b) C = QY — Uucc,

(c) F'=oc—nyp — pp(F - F)

z czesci I) mamy F(0) = —y¢(0) < 0, zatem na samym
poczatku F'(t) maleje.

(L.13)

Lemat 6. Zaldzmy, zZe nieréwnosci (1) sq spetnione.
Wtedy jesli istnieje to > 0, takie ze F(to) < F, to istnieje
ty > to, dla ktérego F(t,) = F i F(t; +v) > F dla
kazdego v z pewnego prawostronnego otoczenia 0.

Dowo6d: Zalozmy, ze jest przeciwnie, czyli dla kazdego
t >ty zachodzi F(t) < F. Wtedy V(t) > 0 dla t > to.
Mamy nastepujace mozliwosci:

Alimy 4o V(t) =V < +oo

Rozpatrzmy najpierw przypadek A. Korzystajac z
lematu 1.5 otrzymujemy, ze rozwigzanie zmierza do
punktu stacjonarnego. W naszym przypadku % <0,
wiec musi to by¢ punkt V=0 ¢=0 F=F* gdyz

X ¢ O*. Zatem F(t) nie moze byé mniejsze niz F < F*
dla duzych t, co prowadzi do sprzecznosci.

Zalozmy, ze zachodzi przypadek B. Wyréznimy 3
mozliwe rodzaje zachowania sie funkcji F'(t).

Przypadek 1. Istnieje granica lim;, 4o F'(t) def g > 0.

Ustalmy e > 0. Istnieje £ > tg, takie ze dla kazdego t >t
zachodzi: |F(t) —g| <€, czylig—e < F(t) < g+e.
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Przeksztatcajac (I.13(c)) przy uzyciu (1.16) i (1.22)
otrzymujemy dla ¢ > ¢

(2)

t

< /e”CSV(s)(g —e)ds — V() (g +€) — pr(F — F*) =

t

E(t) > age retx

vof )
R I

Teraz zajmiemy sie zachowaniem E(t), ktore
zdefiniowaliSmy za pomoca (1.24). W naszym przypadku
F € (0, F], zatem zgodnie z uwaga 1.2, wszystkie punkty
skupienia E(t) w nieskoriczonosci zawarte sa w zbiorze
punktow skupienia , czyli w

1 c [ 1 L]
; no+B-7F(t) no+B? pe
szczegolnosci zachodzi:

1
pe + B
Postawiajac do (2) otrzymujemy

b vl ) o]

1
—€ [ag— + m} } + ppld) =
He

g 1
=Vt L —e|apg + ap— + }}—F
(){Mc+ﬁ {gg pe m
+ur|d|

dla t > t, gdzie £ > t jest momentem zaleznym od e.
Wybierzmy € spelniajace nier6wnosé

lim E(t) >

t——+oo

e[a@g+£] <1 gL .

pel  2pc+p

Wtedy

(3) > 1LV(t) + ppld > KV(t) > K,
2pe + 6

gdzie K = %ugiﬁ’ t>tidlat>tzachodzi V(¢) > 1.

Przeczy to zalozeniu, ze F(t) < F dla kazdego t > t.

Przypadek 2. Funkcja F(t) ma nieskoniczong liczbe
lokalnych miniméw. Oznaczmy przez m,, = F(t,) ciag
minimalnych wartosci F(t), gdzie t,, jest ciagiem
rosnacym. Wtedy F(t,) = 0.

Przypadek 2(i). Istnieje takie ng, ze

limm,, = inf{my, :n > ne},



czyli istnieje pewien podciag ¢/, ciagu t,, taki ze
F(t) > F(t,') dla kazdego t z przedziatu [t,,,t,]. Stad,
ponownie korzystajac z (1.16) i (1.22) otrzymujemy
0= F(t,) = oc(ty) — mye(ty) — pr(F(t,) - F*) >
ty
> age Htn /e“CSV(S)F(s)ds -
tng

—myV () F(t,) + prld] >
e—Hoty fttil ehcsV (s)ds

no

V(ty)

Analogicznie jak w przypadku 1 otrzymujemy

> PV |ao( g =) - m] + el

Jesli n jest wystarczajaco duze, to

— ] + prld.

O:Ft;l)Ft;LVt;[ —e]+ d|.

() ()()uc+6 prld|
Zatem dla € < %NCL_‘_ 3 otrzymujemy
. 1 L

0=F(t,) > F(t,)V(t),) + prpld >0,

2pc+p8
co jest ciggiem nieréwnosci sprzecznych.

Przypadek 2(ii). Zalozmy, ze przypadek 2(i) nie
zachodzi, czyli

limm, > inf{m, :n >ne} Yng.

Oznaczmy m = limm,,. Albo istnieje nieskoriczonie wiele
takich t,, ze F(t,) = m, albo istnieje ¢, takie ze dla t > ¢
zachodzi F(t) < m, ale wtedy lim F(t) = m # 0, zatem
zachodzi przypadek 1. Zatem zalozmy, ze F(t,) =m
dla nieskonczenie wielu t,. Powtarzajac argument

z przypadku 2(i), otrzymujemy

Fit) > F)V () |ag( 2 = ) =] + e

zatem dla dostatecznie duzych n mamy

(4) E(t,) > 0.

Jednak przekraczajac prosta F' = m, funkcja F(t)
przechodzi albo ze zbioru F' < m do zbioru F' > m, albo
w drugg strong. Przejscia te nastepuja naprzemiennie,
zatem sa przejscia z F > m do F < m, czyli F(t,) <0
dla pewnego t,,, co przeczy nieréwnosci (4).

Przypadek 3. lim F(t) = 0, F(¢) maleje dla t > ¢.

Analogiczne jak wyzej rozumowanie prowadzi do
nieréwnosci

. 1
Fit) > F)V() |a —€)— +urp|d
(t) > F()V(t) Q(MCJrﬁ ) = ny|+urld|
dla dostatecznie duzych t. To przeczy temu, ze F' jest
malejaca i koniczy dowod lematu 6. 0

Mozemy zatem powiedzie¢, ze trajektoria uktadu rownan
(I.13), ktora wchodzi w obszar {F < F}, wczesniej czy
pézniej wychodzi z tego obszaru. Zbadamy teraz, co sie
dzieje, gdy F' przechodzi do obszaru {F > F‘}.
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Lemat 7. Zalozmy, ze dla t; > to zachodzi F(t))=F
i F(t+wv) > F dla pewnego v € (0,v1). Wtedy F(t) jest
rosngca, o ile F(t) znajduje siec w zbiorze (F,F*).

Dowod: W punkcie ¢ albo F(t;) > 0, albo F(t;) = 0,

ale dla t > t; dostatecznie bliskich ¢; zachodzi F'(t) > 0.
Przypusémy, ze dla pewnego ¢ > t; mamy F(t) = 0.
Niech ¢ bedzie najmniejsza taka liczba. Zatem F'(¢) > 0
dla t € (t1,%). Sa dwie mozliwosci
(1) ¢®) <0
Z (1.13(b)) wynika, ze ap(t) < pcc(t) i podstawiajac te
nierownos¢ do (1.13(c)) dostajemy

0= F(t) = oc(t) — nye(t) — pr [F () — F*] >

1
> LKD)+ PO~ F] > 0
c

czyli przypadek (i) nie zachodzi.
(i) ¢(®) > 0
W tym przypadku mamy

(f) V(I F@) V(i

O _ VOO VO e

o) V(@) Fi) V()
gdyz F(t) > F = g Zatem (1) < 0, gdyz ¢(f) > 0.
Mamy takze

E(t) = 0i(t) — myp(t) — prF(t) = oc(t) — myp(t) > 0,

co oznacza, ze funkcja F() ma w punkcie £ minimum
lokalne, wiec F'(t) < 0 dla t <, a to przeczy wyborowi {.

Zatem mamy F (t) # 0 dla wszystkich ¢ > ¢, dla ktorych
F(t) < F*, wigc F(t) > 0 dla takich ¢, co konczy dowod.

O
7 powyzszych rozwazan wynika nastepujacy wniosek

Whniosek 1. Albo istnieje to, dla ktérego F(ty) = F*

i F(ta +v) > F* dlav € (0,v1), albo trajektoria
(V(t),c(t), F(t)) dezy wyktadniczo do punktu

X0 = (0,0, F*).

Dowod: Jezeli zawsze F(t) < F*, to na mocy lematu 7
istnieje limy—, 4o F'(t) = F, gdyz F jest od pewnego
miejsca rosnaca (od momentu wejscia w obszar

{F > F}) i ograniczona. Ponadto

limy 4o V(t) = a < 400, gdy F > F. Istotnie,
z (I.13(a)) wynika, ze wtedy V() < 0 oraz V() > 0.
Zatem V(t) ma nieujemng granice. Wobec tego X (¢) ma

granice i X (¢) — X° (jak w lemacie 1.5).

Wyktladniczy charakter zbieznosci wynika z tego, ze dla
dostatecznie duzych t > tg zachodzi F(t) > F* — ¢, wigc

dla e = £5F mamyF(t)>F7*+§:F+%.

Korzystajac teraz ze wzoru (I.15) otrzymujemy

V(t) = V(o)1) Jio T (g )= t—t0)
Zatem funkcja V' (t) zbiega do 0 wyktadniczo.
Korzystajac z zaleznosci (1.19) i (1.20) otrzymujemy
wyktadnicza zbieznosé funkeji c(t) i F(t). 0

Do tej pory rozwazalismy przypadek, gdy F'(¢) przyjmuje
wartosci mniejsze niz F. Teraz zajmiemy si¢
przypadkiem, gdy F'(¢) jest zawsze wiecksze od F.



Lemat 8. Jezeli F(t) > F dla kazdego t > 0, to istnieje
punkt t > 0, taki ze F(t) =0 oraz F(t +v) > 0 dla
RS (0, Ul).

Dowéd: Dla t = 0 mamy F(0) = —nyVoF* < 0, zatem
F(t) < F(0) = F* w pewnym przedziale t € (0,¢;). Skoro
F(t) > F, to funkcja V/(t) jest malejaca dla wszystkich ¢
(por. (I.13(a))) oraz ograniczona z dotu przez 0. Zatem
funkcja V' (t) ma skorniczona granice. Stad F(t) — F* na
mocy lematu I.5. Poniewaz dla ¢ € (0,¢;) zachodzi

F(t) < F*, wiec funkcja F'(t) musi mie¢ minimum
lokalne, gdyz F' zbiega do F*, czego nalezalo dowies¢.

Whniosek 2. Dla kazdej wartoSci poczgtkowej Vi > 0 albo
tragektoria (V(t),c(t), F(t)) zbiega do Xo = (0,0, F*)

wyktadniczo, albo istnieje moment ts, taki ze F(t3) = F™*
oraz F(ts +v) > F* dlav € (0,v1).
Dowéd: Jezeli istnieje ¢ > 0, takie ze F(t') < F, to

teza wynika bezposrednio z lematéw 6 1 7 oraz wniosku 1.

Jezeli taki moment ¢’ nie istnieje, to na mocy lematu 8
istnieje moment ¢, taki ze F(t') = 0 oraz F(t +v) >0
dla v € (0,v1). Mozemy teraz przeprowadzi¢
rozumowanie analogiczne do przedstawwnego w dowodzie
lematu 7 zastepujac t1 z lematu przez t" oraz F przez
F(t ) W ten sposob przekonamy sie, ze dla punktu ¢
zachodzi twierdzenie analogiczne do lematu 7 oraz
wniosek analogiczny do wniosku 1. Méwiac precyzyjniej,
jezeli nie istnieje ¢ > 0, dla ktorego F(t") < F, to funkcja
F(t) ma w pewnym punkcie ¢ > 0 minimum lokalne,

). Wtedy albo dazy

monotonicznie do F*, albo istnieje moment t3, taki ze
F(t3) = F*, F(ts +v) > F* dlav € (0,v1). 0

a dalej ro$nie w obszarze (F( ), F

Teraz zajmiemy sie przypadkiem, gdy trajektoria uktadu
(I.13) wchodzi do obszaru {F > F*}.

Lemat 9. Zalozmy, e w momencie ts zachodzi
F(t3) = F* i F(ts +v) > F* dlav € (0,v1). Wtedy
istnieje moment tq4 > t3, taki Ze F(t) ma lokalne
maksimum w ty.

Dowo6d: Dla pewnego t; z otoczenia t3 spelniona jest
nierownosé F'(t5) > 0. Zalozmy, ze F(t) # 0 dla t > t3,
czyli F(t) > 0 dla kazdego ¢ > t3. Zatem F(t) jest
rosnaca, czyli istnieje granica lim;— 1 o, F'(t) = F<oo
lub lim;—, 4 o F(t) = +00.

W pierwszym przypadku, skoro F(t) > F* > F, to
funkcja V' (t) maleje do 0 wyktadniczo. Przy danym

€ > 0, niech ¢ > t3 bedzie takim momentem, ze dla t > ¢
mamy V (t) < e i ponadto F' > F(t) > F — e. Wtedy

t
c(f)e He =0 4 eae_“ct/e”csF(s)ds <

t

c(t) <

E€EX
—F(1),
| 2%e] ()

a poniewaz F'(t) rosnie, wiec

C(E)eﬁuc(t*t_) +
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F(t) <

QLOE
< oc(f)eret=D 4 ,TQCF“) —myp(t) — pp [F(t) — F] <

< oc(t)e” “C(tt_)—ku F— ,uF[F F}+upe<

] P
[F - F} +e(m
2%e]

< pe(f)e =D — g + UF).

Poniewaz F > F*, wige dla dostatecznie malego e prawa
strona nieréwnosci jest ujemna. Zatem F(t) < 0, co
przeczy zaltozeniu.

Jesli limy_, 4 o, F(t) = 400, to postepujemy w podobny
sposob zakladajac, ze dla t > ¢ zachodzi F(t) > M,
gdzie M jest dostatecznie duza stala. 0

Niech teraz t4 > t3 bedzie pierwszym lokalnym
maksimum funkcji F'(t) po momencie t3, gdzie

F(t3) = F*1 F(ts +v) > F* dla v € (0,v1). W ogolnym
przypadku istnieje k > 2, takie ze F®)(x4) < 0 (co
wynika z analitycznosdci funkeji F(t) — gdyby dla
wszystkich catkowitych k > 1 byto F(*)(t4) =0, to F(t)
bylaby stala). Dla uproszczenia rachunkéw rozpatrzymy
tylko konkretny przypadek k = 2.

Udowodnimy teraz nastepujacy lemat.

Lemat 10. Dlat >ty funkcja ¢(t) jest malejaca dopdki
F(t)> F.
Dowod: W punkcie ¢4 mamy V(ty) < 0, zatem
(5) @(ta) = V(ta)F(ta) + V(ta) F(ta) = V(ta) F(ta) < 0.
Niech [t4, t5] bedzie przedziatem, w ktorym ¢ jest
malejaca i w punkcie ¢5 funkcja ¢ ma lokalne minimum.
Zatem ¢(t5) = 0. Pokazemy, ze F(t5) < 0. Rzeczywiscie,
rozniczkujac (1.13(c)) otrzymujemy
(6) F = gé—nyp — prF.
Podstawiajac t = t4 w (6) 1 pamietajac, ze F'(t4) ma w ty4
maksimum lokalne, dostajemy
0> F(ta) = 0é(ta) — 11y (ta),

co implikuje (patrz (5)) ¢(t4) < 0. Teraz pokazemy, ze

¢(t) jest ujemne na calym przedziale [ty,t5]. Zalozmy
przeciwnie, tj. ze istnieje punkt ¢ z przedziatu [t4, ¢5], dla
ktorego ¢(t) = 0. Rozniczkujac (1.13(b)) otrzymujemy

é(t) = ap(t) — pod(t) = ap(t) <0,

z czego wynika, ze funkcja c¢(t) ma w punkcie ¢ lokalne
maksimum, co przeczy wlasnosciom funkcji c(t) w tym
przedziale. Podstawiajac teraz t = t5 w (6) dostajemy
(zauwazmy, ze H(ts) = 0):

(7) F(ts) = 0é(ts) — myé(ts) — prF(ts) =

= Qé(tg,) — ,uFF(tg,) <0,
gdyz V maleje dla ¢ > ¢35 dopoki F' > F, czyli zachodzi
v
= F(ts) 7 < 0.
@(ts). Skoro p(ts) =0, to
0= p(ts) _ Vi(ts) | Flts)
o(ts)  Vits)  F(ts)

oszacowanie —F(t5)

Teraz mozemy policzy¢ ¢

(8)




Korzystajac ze wzoru Leibniza i z (I.13(a)) mamy:
$p=VF+2VF+VE = (BV —~yp)F +2VE + VF.
Podstawiajac t = t5 i korzystajac z (8) otrzymujemy:
) = V()P (1) | 9+ 25505 | + Vi) Fles) =
=V (ts)F(t5) [F(t5) = F] + V(t5) F(t5).

Poniewaz V (t5) < 0, F(ts) > F, V(t5) > 01 F(t5) <0
(patrz (7)), mamy takze ¢(t5) < 0. Zatem ¢ ma lokalne
maksimum w 5, co jest niemozliwe w $wietle faktu, iz ¢
jest scisle malejaca na przedziale [t4,t5]. Zatem ¢ jest
malejaca dla t > t, dopoki F(t) > F. 0

7 przedstawionego powyzej dowodu wynika nastepujacy
wniosek.

Whiosek 3. Diat >t4 i F(t) > F zachodzi é(t) < 0.

Ostatecznie otrzymujemy nastepujaca wlasnosé funkcji
F(t).

Lemat 11. Dla kazdego t > t4 zachodzi F(t) > F* .

Dowdéd: Korzystajac z wniosku 3 dopoki F(t) > F
mamy ¢(t) < 0, co z kolei implikuje (patrz (1.13(b)))
(1) > ()
c(t) > —p(t).
1270 4
Stad na podstawie (I1.13(c)) otrzymujemy

(9)

F = oc(t) —mye(t) — pr [F(t) — F*] >

> £<p(t) — pp [F(t) — F*].
2%e]

Korzystajac z tej nieréwnosci otrzymujemy, ze dla
zadnego t > t4 nie jest spelniona réwnosé F(t) = F*.
Rzeczywiscie, zatézmy przeciwnie, ze t > t4 jest
pierwszym momentem po t4, gdzie réwnosé ta zachodzi.
Stad F'(f) < 0, ale korzystajac z (9) otrzymujemy, ze
F(t) > l%ga(ﬂ > 0, co koriczy dowod. 0

Podsumujemy wyniki tego rozdziatu w postaci
twierdzenia.

Twierdzenie 3. Jesli parametry uktadu (1.13) spetniajq
warunki L = ao — (uc + B)ny > 04 F* > F, to dla
kazdego Vo > 0 rozwigzanie uktadu (1.13) zbiega do stanu
stacjonarnego Xo = (0,0, F*).

Dowéd: Na podstawie wniosku 2 albo trajektoria

X(t) = (V(t),c(t), F(t)) zbiega do Xy wyktadniczo, albo
istnieje moment t3, taki ze F'(t3) = F™* oraz

F(ts +v) > F* dlav € (0,v1).

Musimy pokazaé, ze w drugim przypadku trajektoria

X (t) takze zbiega do punktu stacjonarnego X,. Na mocy
lematu 11 od pewnego momentu t4 (chodzi o t4 z lematu
9) zachodzi F(t) > F*. Z zatozenia F'* > F wynika, ze
V < 0. Wystarczy skorzysta¢ z rownania (I1.13(a))

i nieréwnosci F(t) > F. Zatem od momentu ¢, funkcja
V(t) jest malejaca i ograniczona z dotu przez 0, czyli
istnieje skornczona granica lim;—. 4o V(). Korzystamy
teraz z lematu 1.5 i dostajemy, ze X (¢) zbiega do punktu
stacjonarnego Xj. 0
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Pod koniec tego rozdzialu warto przypomnieé jeszcze raz
interpretacje biologiczna przyjetych zalozen. Po pierwsze
zalozyliSmy, ze organizm posiada silny uktad
odpornosciowy, co matematycznie opisujemy za pomoca
nierownosci ap > ny(uc + B) (L > 0). Oznacza ona, ze
antygen charakteryzuje sie duza immunogennoscia, czyli
organizm w trakcie reakcji odpornosciowej wytwarza
duzo komoérek plazmatycznych wyspecjalizowanych do
produkcji przeciwciat swoistych oraz ze komorki
plazmatyczne produkuja duzo tych przeciwcial.
Okreslenie ,,duzo” odnosimy tu do wspolczynnika
reproduktywnosci antygenu § wystepujacego po prawej
stronie zalozonej nieréwnosci oraz parametrow: uc, ktory
odpowiada za naturalna $miertelno$é¢ komorek
plazmatycznych i 1y, ktéry odzwierciedla rozpad
przeciwcial w wyniku oddzialywania z antygenem.

Z kolei nieréwnosé d = F — F* opisuje antygen
charakteryzujacy sie niezbyt duza reproduktywnoscia

w stosunku do poziomu fizjologicznego przeciwcial F™*.
Oznacza takze, ze w chwili wnikniecia antygenu do
zdrowego organizmu ukltad odpornosciowy rozpoczyna
poczatkowo skuteczng walke — poziom antygenu maleje
w pewnym prawostronnym otoczeniu zera ze wzgledu na
nieré6wnoé¢ d < 0.

Warunek L > 0 implikuje takze K = L + ny(8 > 0, czyli
wykluczyliSmy mozliwosé osiagniecia przez organizm
stanu choroby przewlektej, gdyz % = % < 0.

Teze twierdzenia 3 mozemy zinterpretowac

w nastepujacy sposéb — po pewnym czasie organizm
obroni sie przed dzialaniem antygenu, a ilo§¢ przeciwciat
i komorek plazmatycznych powréci do ich standow
fizjologicznych. Typowo albo liczebno$é antygenu stale
maleje dla ¢ > 0 (tak dzieje sie np. jesli poczatkowa
dawka nie przekracza pewnej wielkosci progowej, por.
[3]), albo osiaga w pewnej chwili poziom maksymalny

i nastepnie takze maleje, przy czym w obu przypadkach
zbiega do 0 przy t — oo, co w praktyce oznacza, ze od
pewnego momentu poziom antygenu w organizmie jest
zbyt maty, aby mozna go bylo zaobserwowaé.

5. Charakterystyki ukladu w przypadku
organizmu powracajacego do zdrowia

W tym rozdziale prze$ledzimy pewne charakterystyczne
wlasnosci zwigzane z dynamika przedstawiona
w poprzednim rozdziale.

Lemat 12. Niech ty bedzie momentem, w ktérym F(t)
przyjmuge maksimum lokalne ¢ F(t) > F*. Wtedy
zachodzi

HCHF

(10) L+ 2 F(ty)’

V(t4) <

Dowod: Poniewaz F(ty) = 0, wiec

oc(ta) = myp(ts) + pr[F(ts) — F7].



Rozniczkujac (1.13(c)) oraz (I1.13(b)) otrzymujemy:

(11) F(ta) = 0é(ta) = my(ta) =

= app(ts) — penye(ts) —

—1¢(ts) — popr|F(ts) — F*] >

> Kop(ta) —nyo(ts) — poprF(ts) =

= Ko(ta) =MV (ta) F(ta) — poprF(td) =

= F(ta){V(ta)[L + 1 F(ta)] — nepr}.
Poniewaz F(t;) <01 F(ty) > F*, to z (11) wynika
nieréwnos¢ (10). 0
Niech t4 bedzie momentem takim jak w powyzszym
lemacie, wtedy zachodzi F(t4) > F*, czyli:
“chr “cpr HCcHF

Vi(ty) < = = ,
(ta) L+m?F*  K-mw K+l

(B — ’Yﬁ%> < 0 w rozwazanym przypadku,

;007 _px S B
gdyz o =F >F_7.

. def
gdzie w =

Teraz zbadamy rodzaj zbiezno$ci rozwiazania uktadu
(I.13) do punktu Xy = (0,0, F*) w przypadku opisanym
przez warunki (1). Rozpatrzmy najpierw zachowanie

si¢ V. Oznaczmy przez f(t) = F(t) — F*(t). Wtedy
korzystajac z (1.15) dostajemy

eﬁ(t—t4)—’y ff; F(s)ds _

(12)  V(t) = V(ta)

Blt—ts)—~ {ft;(FfF*)derLl(F*fF)derﬁz Fds}

= V(t4)e
= V(tg)e 7t talldl™ Jiy e <
< V(ta)e10-tldl
poniewaz f(s) >01id <0.
Nastepnie zajmiemy sie rodzajem zbieznosci funkeji ¢(t).
Korzystajac z (1.19) i (12) mamy:
ct) = c(ty)e et 4
t
—i—awe_“ct/e“csV(s)ds - gV(t) +
Y ; Y
4

+gv(t4)6*uc(t*t4) <
Y

< C(t4)e*#0(t*t4) +
t

tate ™l + 567/“;75 / MoV (ty)e M s +
Y
ty

+2V(t4)e—ltc(t—t4) -
~y

— C(t4)6_”0(t_t4) +
1
pe + ﬁV(t4)
ol Vld| = pe

+ 2y (tg)enet=t),
Y

+a (e—/tc(t—t4) _ e—’Yldl(t—t4)) +

Zalozmy, ze po < pp < v|d|.
Przypomnijmy, ze w [3] rzeczywiste wartosci parametréow pc i pp

spelniaja nieréwnos$é przeciwna. W pracy tej zachowujemy oryginalna
nieréwno$é¢ z [30]. Szacowania dla nieréwnosci pc > pr sa analogiczne.
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Parametry puc, ur sa z reguly matymi liczbami, ktoére
odzwierciedlaja biologiczny fakt, iz cykl zycia komorek
plazmatycznych i przeciwcial jest relatywnie dtugi.
Mozemy teraz szacowaé dalej:

(13)
e(t) < [c(m) +2V(t) (ﬁ n 1)] emrelt—t)

_ Kjeholt=ta),

gdzie
K1 = e(ts) + %V(u) (M + 1) .

Vld| = pe

‘Whniosek 4. Funkcja c(t) zbiega do 0 nie wolniej niz
funkcja wyktadnicza e=Hct.

Mozemy teraz przesledzi¢ rodzaj zbieznosci funkeji F(t).
Dla f(t) = F(t) — F*(t) rownanie (I.13(c)) przybiera
postacé

f=o0c—mVE*—(mV +pr)f.

Catkujac powyzsze rownanie z zastosowaniem metody
uzmienniania stalej, otrzymujemy

ft) = flta)e™® +

AW /6A<s)(gc(5) — Y F*V (s))ds <

ty
¢
< fltg)e™2® —|—ge_A(t)/eA(S)c(s)ds,
ta

gdzie
t
def
A(t) = pp(t —ta) + m/V(S)dS = pp(t—ta) + W ().
tq
Z nierownosci (12) wynika, ze istnieje
lim;—, 0o W(t) o g < +00. Ponadto W (t) jest funkcja
rosnaca, zatem W (s) < W (t) dla s € (t4,t). Zatem
uwzgledniajac (13) otrzymujemy
¢
F(1) < F(t)e=AD 4 K ge=AD) / ) e (s—t0) g —
ty
= f(ta)e™ ) +
t
+ Ky e AW / (= t)F1YW () =i (s—t2) g <
ta
< flta)e O +

4 KlgeﬁuF(t*tz;) 1 [6(#F*#C)(t*t4) _ 1]
HF — HC
i ostatecznie dla uo < pup dostajemy
f(t) < f(t4>e—uc(t—t4) + ok e~ holt—ts) —
KF — HC

_ —uc(t—t
= Ksye pe( 4)’

gdzie Ky = f(t4) + M‘;’I_(;C. Zatem f(t) zbiega do 0

wyktadniczo, co najmniej tak szybko, jak e=#ct,




Na zakoriczenie tego rozdziatu sformulujemy nastepujace
pytania:

Problem A.

e Czy to prawda, ze pod warunkiem (1.19) V (¢) jest
zawsze wypukla dla t > ¢4, gdzie t4 odpowiada
pierwszemu maksimum F'(¢)?

e Czy to prawda, ze F(t) jest malejaca dla t > t47?

Zauwazmy, ze jeSli odpowiedZ na pytanie drugie jest
twierdzaca, to na pierwsze réwniez. Wynika to z
ponizszej nierownosci (patrz 1.13):

V() > V() [(8-1F @) —1F@)].

Sa to pytania otwarte, na ktore nie znamy jeszcze
odpowiedzi.

6. Organizm w stanie choroby chronicznej

W tym rozdziale zajmiemy sie przypadkiem, gdy
(i) L=ao—(B+pc)ny >0,

(i) F>F* < d>0.

Woéweczas punkt X nalezy do zbioru OF. Najpierw
udowodnimy lemat 13 analogiczny do lematu 6.

(14)

Lemat 13. Istnieje to > 0, takie ze F(tg) = F™*
i F(t) > F* w pewnym prawostronnym otoczeniu t.

Dowod: Dla t = 0 zachodzi F(0) = —1yp(0) < 0, zatem

F(t) jest malejaca dla pewnego prawostronnego otoczenia

punktu 0. Analogiczny dowdd jak dla lematu 6 dziata

w tym przypadku — wystarczy zamienié¢ d na F'(t) — F™*.
U

Mamy teraz dwie mozliwosci:

(1) F(t) < F dla kazdego t; B ~
(2) istnieje t; > to, takie ze F(t;) = F i F(t) > F dlat
z pewnego prawostronnego otoczenia t.

W przypadku (1) V(t) jest rosnaca dla ¢ > ¢o. Zatem
albo lim; o, V(t) = +00, albo limy o, V(t) = V < +o0.
Jesli V(t) — 400, to korzystajac z (3) wnioskujemy, ze
lim; o F(t) = 400, co przeczy temu, ze F' < F.

W przypadku (2) z (7) wnioskujemy, ze rozwiazanie
zbiega do X. Zatem mozna zastosowaé lematy 9, 10
oraz 11. Otrzymujemy stad nastepujacy wniosek.

Whiosek 5. Albo F(t) pozostaje w jednym z obszaréw

{F < F} lub {F > F} dla dostatecznie duzych t i wtedy
lim; o V(t) =V, czyli rozwigzanie zbiega do X, albo
F(t) oscyluje wokot F i V(t) moze nie zbiegaé do V w

tym przypadku.

Przy zalozeniach (14) prawdziwy jest nastepujacy lemat.

Lemat 14. Jesli zachodzq warunki (14), to uktad réwnan
(I.13) nie ma rozwigzan zbiegajacych do X, o ile Vi > 0.

Dowéd: Zalozmy przeciwnie, ze lim_, 1o, V(t) = 0.
Wtedy rozwiazanie zbiega do X = (0,0, F*), w B
szczegdlnodci limy, oo F(t) = F*. Z zalozenia F* < F
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i rownania (I.13(a)) wynika istnienie D > 0, takiego ze
V' > D od pewnego momentu. To jednak implikuje
lim;—, 1 oo V(t) = +00, co przeczy zalozeniu. 0

Teraz zbadamy, jakiego rodzaju jest punkt krytyczny
X = (V,¢, F). Macierz Jacobiego uktadu (I.13) ma
nastepujaca postac

f—aF 0 -V
J(V,c, F) = aF e aV
-mwE 0 —pr—mV
Stad
) 0 0 -V
JX)=| oF —pc aV
-mF o —pr—-mV

Roéwnanie charakterystyczne ma postac
w(A) = A* + a1\ + ag\ +az =0,
gdzie (por. (I.10) w podrozdziale 1.2.3)
a1 = po +pr+mV,

as = popr(l — &) —ny°VF,
az = YKV F = ~yducpr.

(15)

Jak juz wspominaliémy w podrozdziale 2.3, zgodnie

z kryterium Routha—Hurwitza (por. [15]), punkt X jest
lokalnie asymptotycznie stabilny, jesli a3 > 0, ag > 0

i ayjas > as. Zgodnie z definicja (15) wspotezynniki a;

i ag sa dodatnie przy zalozeniu (14)(ii), ale warunek

(16)
nie musi by¢ spelniony. Stosujac wzor (1.14) mozemy
przeksztalcié as do nastepujacej postaci

1 m?
= 1-d( =+ 1],
o= -a( 7))

Poniewaz K € (81, +0), to

as € (pepr(l — %),Mc,up(l - %)) Ponadto d € (0, F),
zatem as € (—pcpr, pcpr). Widmo punktowe spJ(X)
zawsze zawiera ujemng liczbe rzeczywista, (poniewaz
w(0) = a3 > 0), dwie pozostale wartosci moga by¢
rzeczywiste lub zespolone. Warunek stabilnosei (16)
przybiera postaé

(17)  (pe +pr+mV) [1 - d(% + ﬁ)} > 7d.

aias > as

K

Dla d = 0 nieréwnosé¢ (17) jest rownowazna

pe + pr +nyV > 0, czyli jest spetniona. Z ciagtej
zaleznosci od parametru d wynika, ze takze dla d > 0
bliskich 0 nier6wnogé ta zachodzi. Z kolei dla d = F
wzor (15) implikuje as = —ny2V F < 0. Stad
nierownosc (16) jest falszywa i (17) nie zachodzi. Zatem
nie zachodzi réwniez dla d bliskich F.

Mozna takze sprawdzi¢, ze (17) jest nieréwnoscia
kwadratowsa ze wzgledu na d z nieujemnym
wspotczynnikiem przy d?, zatem istnieje doktadnie jedna
wartosé dy, taka ze dla 0 < d < dj, niero6wnosé¢ (17) jest
speliona, natomiast dla dj, < d < F spelniona jest
nieréwno$¢ przeciwna. Zatem dla ustalonych pozostatych
parametréw mozna wyznaczy¢ krytyczna wartosé
poziomu przeciwcial F};, przy ktoérej nastepuje zmiana
stabilnosci punktu X.



Zalozmy teraz, ze organizm jest bardzo silny, co wyraza
sie za pomocg duzych warto$ci wspotczynnikow « i g.
Jesli przyjmiemy ap — +o00, to K — +o0, V — 0

i nierownos¢ (17) przeksztalca si¢ do postaci (por.
podrozdzial 2.3)

(nc ﬂw)(l - ;i) > vd.

Nawet w tym przypadku, jesli wezmiemy d ~ 0, warunek
(18) zachodzi, a dla d ~ F jest on nieprawdziwy Za to
wiemy, iz zawsze zachodzi a2 = (e + pr)(1 — —) >0,
czyli wielomian w(A) nie ma zadnego rzeczywistego
dodatniego pierwiastka. Zatem w tym przypadku

z niestabilnogci X wynika, ze dwie wartosci wlasne
jakobianu J(X) znajduja sie w prawej potplaszczyznie
zespolonej A > 0 (pomijamy przypadek gdy pierwiastki
sa czysto urojone, gdyz wtedy nie sa spelnione zalozenia
twierdzenia o linearyzacji, por. np. [17]).

(18)

Lemat 15. Zatoimy, ze spetnione sq warunki (14).
Wtedy jesli X jest asymptotycznie stabilny, to wszystkie
rozwigzania uktadu (1.13) sq ograniczone.

Dowdd: 7 wniosku 5 wynika, ze wystarczy rozpatrzyé
przypadek, gdy F(t) oscyluje wokoél F. Oznaczmy przez
t? momenty, kiedy F(t) wchodzi do obszaru {F < F}

i przez t momenty, gdy opuszcza ten obszar. Pokazemy,
ze ciag (V(tg)) jest ograniczony.

Rozwazmy zachowanie sie funkcji F'i V' w przedziale
(¢t ,t5]. Zauwazmy, ze wewnatrz tego przedziatu mamy
F(t) > F > F*, ponadto F(t77!) = F(t") = F, zatem F
przyjmuje w pewnym punkcie t* € (¢77,7) maksimum,
ktore jest jednoczesnie maksimum lokalnym. Spelnione
sa wiec odpowiednie zalozenia, by méc zastosowaé
nieréwnosé (10) dla punktu ¢*. Z réwnania (I.13(a))

i nieréwnosci F(t) > F dostajemy dla t € [t7 ", 7]
nierownosé¢ V(t) < 0, czyli V(t) < V(t*) dla ¢ € [t*,t5].
W szczegolnosei V(t5) < V(%) < I’(‘fi%

Teraz mamy dwa przypadki

1. Ciag (7 —t}) jest ograniczony.

2. Ciag (7 — t{}) nie jest ograniczony.

Przypadek 1. Istnieje liczba M, taka ze dla
n=1,2,3... zachodzi t} — t§ < M. Zatem ze wzoru
(I.15), dla t € [t§, 7] mamy:

V(t) S V(e ) < v(tn)ePM.

Korzystamy teraz z ograniczonosci ciagu (V (t3))

i dostajemy, ze V (¢) jest funkcja ograniczona dla ¢ > 0,
zatem z (1.19) i (I1.20) wynika, ze c(t) 1 F(t) tez sa
ograniczone.

Przypadek 2. W punktach ¢ mamy F(t}) <0,
poniewaz funkcja przechodzi z obszaru {F > F } do
{F < F}. Zatem z (1.13(c)) otrzymujemy

0> F(ty) = oclty) —mV (t§)F — up(F — F*),

co w $wietle tego, ze ciag (V(t})) jest ograniczony
implikuje, ze z ciagow (V(t7)) i (¢(t})) mozna wybraé
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podciagi zbiezne. Bez straty ogélnosci rozumowania
mozemy zalozyé, ze:

Vv, vy —V, e,

te D s 0.

c(ty) — ¢,

Uktad (I.13) jest autonomiczny, zatem mozemy ustali¢
pewien moment ¢y > 0 i rozpatrywac warunki
poczatkowe (Vy,, ¢y, F) i (V,é, F). Rozwiazanie

X(t; V,é, F) uktadu (I.13), ktore przechodzi przez
(V, ¢, F) musi pozosta¢ w {F < F'} dla kazdego t.
Istotnie, rozwigzania przechodzace przez (V,,, c,, ') nie
moga wej$¢ do obszaru {F <F } przed momentem
to + 17 — ty. Niech t* bedzie momentem, w ktorym po
raz pierwszy rozwiazanie przechodzace przez (V ¢, F)
wchodzi do obszaru {F > F} Ustalmy € > 0.
Korzystajac z ciaglej zaleznosci rozwigzan od warunkow
poczatkowych (por. np. [26]) wiemy, Ze rozwiazania
z warunkami poczatkowymi (V;,, ¢, F') znajda sie przed
momentem t* 4+ € w obszarze {F > F } dla dostatecznie
duzych n, ale tg +t7 — tj — oo. Istnieje wiec takie ny,
ze tg + t”o —t0° > t* + € i rozwiazanie X (¢; Vi, Cng, F)
wejdzie do obszaru {F > F } przed momentem
to +61° — t5°. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, iz
rozwiazanie X (t; V, ¢, F) ukladu (1.13) musi pozostaé
A {F <F }

W rozwigzaniu X (t;V, &, F) = (V(t),c(t), F(t))
wspOlrzedna V' (t) jest rosnaca dla ¢ > to. Zatem albo
lim V (t) = 400, co jest niemozliwe (patrz dowod
lematu 14) albo lim V' (t) = V i korzystajac z lematu 1.5
otrzymujemy, ze X (t; V,é, F) zbiega do X. Z zalozenia
punkt X jest asymptotycznie stabilny, zatem Jesh

(Vs €, F) jest dostatecznie blisko (V, &, F), t

rozwigzanie X (t; V,,, ¢, F) takze zbiega do X Zatem
(I.13) nie ma rozwiazan nieograniczonych. 0

Lemat 16. Zaldimy, ze spetnione sq zatozenia (14)

i spJ(X) zawiera dwie liczby zespolone (sprzezone),

z dodatniq czeScig rzeczywistq. Wtedy kazde rozwigzanie
uktadu (1.13) jest ograniczone.

Dowo6d: Znowu wystarczy zajaé sie rozwiazaniami
uktadu (1.13) oscylujacymi wokét F. Oznaczmy przez t2
momenty, kiedy rozwiazanie wchodzi do obszaru

{F <F } i przez t7 momenty, gdy ten obszar opuszcza.
Uzywajac tego samego argumentu co w dowodzie lematu
15 dowodzimy, ze (V (t(})) jest ciagiem ograniczonym,
zatem takze ciag (c(tf})) jest ograniczony. Zal6zmy teraz,
ze istnieje nieograniczone rozwiazanie X (¢;0; Vp, 0, F™*)
uktadu (I.13), gdzie w szczegdlnosci

X (0;0;Vy,0, F*) = (Vp, 0, F*). Skoro X (t;0; Vo, 0, F*)
jest nieograniczone, to istnieje ciag (t7% — t5*)
zbiegajacy do nieskonczonosci. Oznaczajac Vi = V(¢(%),
cx = c(ty™), Vie = V(1Y) tx = 7% — 5%, bez straty
og6lnosci mozemy zalozyé, ze:

VK—>V

tak jak w dowodzie lematu 15. Ustalamy moment ¢ > 0
1 rozpatrujemy rozwigzania X (t;to; Vi, e, F)
i X(t;t0;V,¢, F). Dla kazdego zwartego przedziatu I

cxg — ¢ tg — +oo Vi — 400,



mamy zbieznoé¢ jednostajna
X (t;to; Vie, exe, F) =, X (tito; V, 6, F).

Skoro X (t;to; Vi, ¢k, F) znajduje sie w obszarze
{F < F} dla t € (to,tx), to rozwiazanie X (t;to; V,é, F)
jest w tym obszarze dla kazdego t > ty. Zatem
limX(t;tO;V,é,F') =X.
Przy zalozeniach lematu 16 punkt X jest hiperbolicznym
punktem krytycznym uktadu (1.13), czyli X (¢;to; V,e, F)
zawiera si¢ w stabilnej podrozmaitosci W*(X) punktu
X. Zgodnie z twierdzeniem Hadamarda-Perrona (por.
np. [17] lub [29]) istnieje niestabilna podrozmaitosé
W*(X) punktu X oraz TxW*(X) jest podprzestrzenia
niezmiennicza rozpieta na wektorach wlasnych
odpowiadajacych dwoém zespolonym warto$ciom
wlasnym z dodatnia czescia rzeczywista.

Pole wektorowe na W*(X) jest gtadko zbiezne do pola
wektorowego czesci liniowej uktadu (1.13) ograniczonego
do niezmienniczej plaszczyzny wyznaczonej przez
zespolone wartoéci wlasne, zatem trajektorie sa spiralami
logarytmicznymi otaczajacymi punkt X w W*(X), gdyz
czesel rzeczywiste tych wartosci wlasnych sa dodatnie.
Spirale te oddalaja sie od punktu X z zalozenia

o niestabilnosci X.

Zgodnie z twierdzeniem Grobmana-Hartmana (por. [17],
[29]) istnieje pewne otoczenie U punktu X, takie ze
potok generowany przez (1.13) w U jest topologicznie
rownowazny potokowi generowanemu przez czesé liniows,
prawej strony ukladu (I.13) w pewnym otoczeniu O

w R3. Zatem przy niewielkiej modyfikacji otoczenia U
mozemy przedstawic je w postaci U = {ly,q € Uy}, gdzie
Up jest otoczeniem X w W*(X) i1, sa
jednowymiarowymi wigzkami odpowiadajacymi
przeciwnym kierunkom w zlinearyzowanym uktadzie.
Plaszczyzna Q def {F = F} = T @ nie jest styczna do
W*(X) w punkcie X. Gdyby bowiem tak byto, to
plaszczyzna @ bylaby niezmiennicza dla
zlinearyzowanego ukladu (bylaby zawarta w Tx W% (X)),
ale podstawiajac F' = F do (1.13)(a) mamy zawsze

V =0, co daje V = V. Dlatego wlasnie Q jest
transwersalna do W*(X) w punkcie X. Niech
I'=QNW%X)NU. Krzywa T jest rzutem na prosta
QNTxW*(X) w przestrzeni W*(X) poprzez
wyktadnicze mapowanie.

Ustalmy teraz r» > 0 i wezmy K tak duze, zeby
rozwiazanie X (t) = X (t;to; Vi, cx, F) byto
dostatecznie blisko W*(X) dla t z przedziatu (to,t'), tak
aby Xk (t') e UN{F < F} oraz

dist(X g ('), W*(X)) < ¢ , gdzie ¢ jest male, a dist
oznacza odlegtosé. Punkt X g (t') przybiera postac:
Xkt = (I4(s), q0), gdzie go € Uy, a s jest parametrem
w wiazce ly,. Zauwazmy, ze t' < tg. Dla ¢t >t/ mamy
Xae(t '3 X1 (t)) = (a0(t), Loty (5(6))), gelzie qo(t) jest
spirala w W"(X) otaczajaca X, Iy ) (s(t)) jest
wspolrzedna w wiazce. W czasie 7 krotszym niz 7 (ktory
zalezy tylko od uktadu (I.13)) go(t) robi pelten obrot
dookota punktu X, czyli kat pomiedzy qo(t) i qo(t + 7)
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jest rowny 27 1 0 < 7 < 79. Niech teraz t” > t’ bedzie
momentem, gdy dist(qo(t”), X) =r. Albo ty <t i
wtedy dist(X g (tx), X) < diam U (gdzie diam U jest
érednica zbioru U), a to implikuje Vi < V + diam U,
albo tx > t”, ale wtedy dla 0 < £ < 7 < 79 punkt

qo(t" + &) jest po drugiej stronie krzywej I' (poniewaz
qo(t) dla t” < t < ¢’ + 7 robi peten obrét (27) wokét X),
co z kolei daje nam, ze qo(t” + §) € {F > F'}. Dobierajac
dostatecznie male § (w zaleznosci od r) otrzymujemy, ze
punkt Xg (¢ + & t'; Xk (') nalezy do obszaru {F > F'},
zatem tx < t” + £. Zatem znowu

dist(Xx (tx), X) < diam U, co daje Vi, < V + diam U

i dostajemy sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze Vi — +00.

Punkt X przy zalozeniach lematu 16 jest niestabilny

i tatwo mozna skonstruowaé odpowiedni uktad, taki ze
nier6wnos¢ (18) nie jest prawdziwa i dobraé¢ ap na tyle
duze, zeby rowniez nieréwnosé (17) byla nieprawdziwa.
Skonstruowany ukltad jest wtasnie typu opisanego

w lemacie (16).

Problem B. Czy to prawda, ze przy zalozeniach (14)
kazda trajektoria uktadu (I.13) jest ograniczona?

Pytanie to pozostaje otwarte dla takich parametrow, dla
ktorych uktad ma dwie rzeczywiste albo dwie czysto
urojone wartosci wtasne.

Uzywajac argumentéw przedstawionych w dowodach
lematéw 15 1 16 mozemy teraz dowiesé

Lemat 17. Niech parametry uktadu (1.13) spetniajg
warunki (14). Niech ponadto albo X bedzie
asymptotycznie stabilny, albo sp J(X) zawiera dwie liczby
zespolone z dodatniq czesciq rzeczywistq. Wtedy dla
kazdego rozwigzania X (t) = (V(t),c(t), F(t)) uktadu
(I.13) z Vi > 0 istnieje § > 0, taka ze dla kazdego t > 0
zachodzi V(t) = 0. 0

Powyzszy lemat oznacza, ze funkcja V(t) jest oddzielona
od 0.

Lemat 18. Zatdzmy, Ze warunki (14) sq spetnione.
Wtedy dla kazdego rozwigzania X (t) = (V(¢), c(t), F(t))
uktadu (1.13), takiego ze funkcja V(t) jest ograniczona
1 oddzielona od 0, rozwigzania majg wartosci Srednie

Dowod: Funkcja V(t) jest oddzielona od 0, zatem
mozemy zapisa¢ rownanie (I1.13(a)) w postaci
14

— =3 —uF
Vﬁu

i scalkowaé je w przedziale [0,t]. Wtedy
¢

an—anozﬁt—v/ds.
0



Dzielac powyzsze rownanie przez t i przechodzac do
granicy t — +o0o (zauwazmy, ze V(t) jest ograniczona
i oddzielona od 0) otrzymujemy

(19) lim /V = b =V.
t—+4oo ¢ ¥

Catkujac (1.13)(b) w

c(t) = Oé/tw(s)ds - Mc/tc(s)d&
0 0

t

(20) %]c =22 [ens va,
0

ot
0

przedmale [0,¢] otrzymujemy
a stad

gdzie lim;_, 4 €1(t) = 0. Z kolei catkujac (1.13)(c)
dostajemy

(21) F(t)—F*=Q/ ds—m/tw )ds—
0

0
t
— /LF/F(S>dS + MFF*t

0
i na koricu catkujac (I.13) (a) mamy
t

s)ds — /gp(s)ds.

Dzielac (21) 1 (22) przez t oraz podstawiajac (20) i (22)
do (21) otrzymujemy

(22) ~Vo=8 /

t t
K1 1
eﬂﬂZ———/w®M&wm;/F®M&HmFﬁ

pe t
0 0

gdzie lim;_, ;o €2(t) = 0. Zatem z (19) wynika, ze

. 1
@) g [ e

¢
uch I / _ poprFT
t—»—i—oo K
0
_ d
K K
Podstawiajac (23) do (20) i (22), a potem przechodzac

do granicy t — oo dostajemy

lim 1/c(s)ds _ @ ponrd _aprpd c
t—4oo t Hne K K ’
7 uchd pcprd -
1 F — — = .
e 1 / kP VO

Podsumowame tego rozdziatu stanowi nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 4. Zaldzmy, ze parametry uktadu (1.13)
spetniajq warunki co > (uc + B)ny i F > F*. Ponadto,
jezeli punkt X jest asymptotycznie stabilny lub sp J(X)
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zawiera dwie liczby zespolone z dodatniqg czeSciq
rzeczywistq, to kazda trajektoria Vy > 0 jest ograniczona,
jej wspotrzedna V jest oddzielona od 0 oraz jej Srednie
czasowe zbiegajg do X.

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze jesli uktad
odpornosciowy jest silny (duze wartosci « i p), ale
wystepuje niedobor przeciwciat (F* < F), to organizm
nie moze zwalczy¢ choroby. Jednakze w wiekszosci
przypadkéw ja kontroluje, gdyz rozwiazanie oscyluje
wokél stanu stacjonarnego odpowiadajacego chorobie
przewlektej. W takiej sytuacji konieczna jest oczywiscie
interwencja zewnetrzna, aby organizmowi udato sie
pokonaé¢ antygen.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiliémy model Marczuka odpowiedzi
odpornosciowej organizmu. W poprzedniej czesci
artykulu omoéwilismy pokrétce konstrukcje modelu oraz
jego podstawowe wlasnosci w ogdlnym przypadku.

Zasadniczg cze$¢ pracy stanowi analiza modelu Marczuka
w przypadku, gdy uktad odpornosciowy jest bardzo
wydajny, czyli produkcja komoérek plazmatycznych
(wspolcezynnik «) oraz przeciwcial (wspolezynnik p) jest
bardzo wysoka, natomiast wspo6tczynniki opisujace
predkosé negatywnych dla organizmu przemian, czyli
wspoélczynnik reprodukeji antygenu (3, stosunek
obrazujacy ile przeciwcial ginie przy niszczeniu jednego
antygenu 7 i wspélczynnik $miertelnosci komoérek
plazmatycznych pc sa niewielkie. Zapisujemy to

w postaci jednego parametru L = ap — (uc + 8)17,
zatem w naszych rozwazaniach L jest dodatnie,

w niektoérych przypadkach duze. Dodatkowo zakladamy,
ze czas reakcji organizmu na infekcje jest pomijalny
(czyli 7 = 0), co czyni organizm jeszcze silniejszym
wobec infekcji bakteryjnej.

Zaktadajac, ze poczatkowy poziom przeciwcial F'*
przekracza prog I (rozdzialy 4 i 5), mozemy
zaobserwowaé, ze bez wzgledu na poczatkowy poziom
antygenu V), choroba przebiega tak samo: zageszczenie
antygenu rosnie do wartosci maksymalnej, a potem
wykladniczo spada do 0. Jest to zachowanie zgodne

z oczekiwaniami wobec zdrowego organizmu.

W rzeczywistosci tego typu zachowanie mozemy
obserwowaé¢ do pewnej progowej wartosci V.

Jesli jednak ' > F*, nawet przy bardzo duzych
warto$ciach parametru L > 1 (rozdzial 6), przebieg
choroby jest zupekie inny. Infekcja nie zanika (zadne
rozwiazanie nie zbiega do Xj) i albo organizm przechodzi
w stan choroby przewleklej (zbiega do X), albo
rozwiazanie oscyluje wokoél tego stanu. Wartosci srednie
rozwigzania ustalaja sie na poziomie X. Takie
zachowanie mozemy zaobserwowaé¢ w przypadku
niektorych choréb, np. malarii.

Istnienie rozwiazain oscylujacych zostalo przeoczone
w [20]: w tabeli 1 (strona 82) ta mozliwosé nie jest
wymieniona.



Do wtlasciwosci modelu Marczuka nalezy fakt, ze jesli
infekcja zanika, wtedy caly uktad wraca do stanu X,
czyli C' do C*, F do F*. W przypadku wielu choréb
sytuacja jest zgola inna. Na przyktad dla odry, po
infekcji organizm uzyskuje odpornosé na cate zycie

(z wyjatkiem bardzo rzadkich przypadkow). Z tego
wynika, ze model Marczuka nie moze by¢ stosowany
przy modelowaniu wszystkich infekcji bakteryjnych.
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