Twierdzenie o pelnosci — abstrakcja, czy konkret?

Ax; :p—(q—0p)
Ax3 :p—pVgq
Axg :pAgq—p
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Czy jest co$ bardziej konkretnego niz patyk? No moze guz nim nabity na naszej
glowie przez kolege w dziecinistwie. Tak, czy owak, przyjrzyjmy mu sie blizej:

Poniewaz ma by¢ abstrakcyjnie, wyabstrahujmy ksztalt konkretnego patyka,
nadajac przy okazji nazwy jego koncowkom:

0

I c6z my tu widzimy? To oczywiste: dwuelementowa krate, bedaca przy okazji
algebra Boole’a, powszechnie zwang Bs. Takie ,dwa w jednym”. No i po co to
komu? O tym za chwile. Teraz odrobing konkretéw. Pamietamy z liceum, co
to sa tautologie. Ot, takie formuly zdaniowe, w ktorych — gdy za poszczegolne
zmienne wstawimy wartosci ,,0” (falsz) i ,1” (prawda) — dostaniemy zawsze ,,1”
(prawda). Mniejsza teraz o zastosowania tego rodzaju formul (ludzie rozumni
wiedza, ze stanowia one podstawe wszelkich poprawnych rozumowan). To

co wazne, to to, ze owo ,wstawianie” zer i jedynek w miejsce zmiennych, to
nic innego jak definiowanie pewnego homomorfizmu z tzw. algebry formut
zdaniowych w nasza Bs (abstrakcja?). P6jdZzmy dalej. Chwila refleksji pozwala
nam dostrzec, ze jesli tautologia jest pewna formula « oraz pewna implikacja
o poprzedniku «, to jej nastepnik tez jest tautologia (tzw. regula odrywania).
Zapiszmy to schematycznie:

a, a— f3
B

Wiegcej, jesli w tautologii za zmienne podstawimy (byle konsekwentnie)
jakiekolwiek formuly zdaniowe, to w wyniku otrzymamy znowu tautologie
(regula podstawiania):

, gdzie a, 8 to formuly zdaniowe.

%, gdzie a to formuta zdaniowa, h — homomorfizm algebry formul w siebie.
Pokazemy w tym artykule, ze istnieje skoficzona ilo$é formul (konkret),

z ktérych korzystajac jedynie z powyzszych dwu regul wywies¢ mozna wszystkie
tautologie. Oczywiscie za pomoca tych regut nie da si¢ z tautologii dostac
czegokolwiek innego niz tautologia. To co jednak istotne, to to, ze, jak za chwile
zobaczymy, kazdg tautologie mozna uzyskaé¢ w ten sposob !!

Niech Ax oznacza nastepujacy zbiér formul zdaniowych

Axy :(p—=(q—s) = ((p—a)— (p—5))
Axy, :q—pVqg Ax; :(p—s)—((@—s)—(pVag—s)
Ax; :pAq—p Axg :(s—p)—((s—q) —(s—pAq))

Axg :(p &= q) = (p—q) Axp:(p & q)—~(@—p) Axu:(p—q)—((a—p)—(p = q))

Axi5:p— (-p—q)

Axqs: (p — —|p) — —p Axyy:—p—p

Oczywiscie wszystkie one sa tautologiami. Niech dalej Cn*(X) oznacza te

i tylko te formuly zdaniowe, ktore wywie$¢ mozna ze zbioru X oraz Ax za
pomoca reguly odrywania i podstawiania oraz niech Cn(X’) oznacza dokladnie
te formuly zdaniowe, ktére wywie$¢ mozna ze zbioru X oraz sb(Ax) tylko

za pomocy reguly odrywania (Sb(y) jest zbiorem wszystkich podstawien

za zmienne formul ze zbioru V). Okazuje si¢, ze Cn*(X) = Cn(sb(X)). Innymi
stowy moéwiac, zawsze wywod z X mozna przeprowadzi¢ w ten sposéb, ze
najpierw stosuje sie regule podstawiania, a potem odrywania.
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Niech X bedzie zbiorem formul zdaniowych. Zdefiniujmy relacje réwnowaznosci
Lindenbauma wzgledem X miedzy formulami zdaniowymi nastepujaco:

a=x f « a < [eCn(X), gdzie a, to formuly.
Relacja ta okazuje sie by¢ relacjag réwnowaznosciowa. Wiecej, w zbiorze
ilorazowym, mozna w naturalny sposéb wprowadzi¢ strukture algebry
(abstrakcja?). Mianowicie jesli « i 8 sa formulami, to definiujemy

a/XNBIX = (anp)/Xoraza/X UB/X = (aV ()X,
gdzie d /X jest klasa abstrakeji formuly d wzgledem relacji =x. Oczywiscie
nalezaloby jeszcze udowodnié, ze definicje te sa poprawne, ale to akurat jest
prawda. Okazuje sie, ze otrzymana struktura jest algebra Boole’a (konkret?),
Cn(X) za$ jest jej najwigkszym elementem oraz, ze porzadek w tej algebrze
wyznaczony jest przez implikacje. Tzn.

a/X <fB/X « a— (e Cn(X),

dla dowolnych dwu formut « i 5. Algebre te nazywa sie algebrg Lindenbauma dla
zbioru X. Oznaczymy ja sobie jako £y.

Przy uzyciu Lematu Kuratowskiego-Zorna dowodzi sie, ze w kazdej algebrze
Boole istnieja tzw. filtry maksymalne, zwane inaczej ultrafiltrami. Tzn. takie
domkniete na /177 wlasciwe podzbiory monotoniczne (tj. spelniajace warunek:
jeSlia € Fib>a, tobe F), ktdre juz same nie sa zawarte w innym filtrze.
Wiecej, przy wyborze ultrafiltra mozemy nieco pomarudzié¢: majac rézny od
jedynki (czyli jej elementu najwickszego) element algebry zawsze mozemy
domagaé sie, aby dany filtr tego elementu nie zawieral.

Filtry w algebrach Boole’a (a doktadniej w kratach — algebry Boole’a sa
szczegOlnymi przypadkami krat) pelnia podobna rolg, jak grupy normalne
w grupach czy idealy w pierécieniach — mozna za ich pomoca definiowaé
kongruencje, a potem przez te ostatnie dzieli¢. W przypadku filtra
maksymalnego, ilorazowa algebra okazuje sie by¢ izomorficzna z algebra
dwuelementowa — dokladnie ta, od ktérej te opowies¢ zaczelismy.

I co teraz?

Powiedzmy, ze pewna formuta d nie daje sic udowodnié ze zbioru zalozen X.
Wéwezas klasa A = d /X jest rézna od jedynki algebry £x, ktérym jak
pamietamy jest Cn(X). Istnieje zatem ultrafiltr F w £x omijajacy klase A.
Wéwezas jednak w algebrze ilorazowej £y /F klasa A/F jest zerem tej algebry.
Niech teraz () bedzie tym oczywistym izomorfizmem algebry £x/F na Bo
((F) =1, (A) =0). Zauwazmy wéwczas, ze odwzorowanie o — ((a/X) /.7:) "
jest homomorfizmem algebry formut w Bs. Poniewaz formuly ze zbioru & sa
w Cn(X), wiec klasa kazdej z nich, to dokladnie Cn(X), ktére jest jedynka
algebry £y. Poniewaz jedynka algebry jest w kazdym filtrze, wynika stad, ze
wartoécig formut z X’ na jest zawsze 1. Natomiast wartodcig d jest 0.

Tak wiec pokazalidmy, ze jesli formuta nie ma dowodu d z pewnego zbioru
zalozen, to istnieje warto$ciowanie zmiennych (homomorfizm algebry formut
w By — abstrakcja?), ktére wszystkim formulom tego zbioru przypisuje
warto$¢ 1, a formule d wartoé¢ 0, albo kontraponujac: jesli formula d jest
prawdziwa ilekroc tylko prawdziwe sq formuly z X, to d daje sie udowodnic¢

ze zbioru X (tzw. silne twierdzenie o pelnosci). Na odwrét zawsze byé musi.
W szczegblnym przypadku, gdy X jest pusty, dostajemy tzw. stabe twierdzenie
o petnosci: Kazda tautologia ma dowdd.

W ten oto sposéb, wychodzac od konkretu (dwuelementowej algebry Boole’a),
poprzez abstrakcje (algebra Lindenbauma, ultrafiltry, algebra ilorazowa),
wrociliSmy do konkretu — twierdzenia o pelnosci.

Czy aby na pewno?
Grzegorzewice — Sosnowiec, Sierpien 2008
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