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W matematycznej terminologii pojawiaja sie rézne, czasem bardzo dziwne
okreslenia, ktore niespecjalistom zupelnie sie z matematyka nie kojarza. Osoba
niewtajemniczona ze zdziwieniem przeczyta o ciatach, pierscieniach, wiazkach,
snopach, tancuchach, drzewach, katastrofach, raczkach i. .. chirurgiach.

Chirurgia w naturalny sposéb kojarzy si¢ z medycyna. Matematycy rowniez
oswoili ten termin i zar6wno w jezyku angielskim (surgery) jak i w polskim
funkcjonuje on jako opis pewnych konstrukeji w topologii. Nie ma ogdlnej
definicji chirurgii, gdyz r6zne metody okresla si¢ tym terminem. Jednak
wszystkie chirurgie wigza sie (nomen omen) z operacjami na zbiorach réznego
typu. Najczesciej takich operacji dokonuje sie na rozmaitosciach, obiektach
lokalnie wygladajacych jak zwykla przestrzen R", ktére zrobily ogromna kariere
w matematyce XX wieku.

Gdy rozpoczynal sie¢ XX wiek nie istniala jeszcze precyzyjna definicja pojecia
rozmaitos$ci. Cho¢ idea jednego z najwazniejszych poje¢ matematycznych
zostala przedstawiona przez Riemanna w jego wykladzie habilitacyjnym

w 1854 roku, to musialo uptynaé sporo czasu, zanim uswiadomiono sobie,

ze rozmaitosci sa bardzo uzyteczne nie tylko w matematyce i moga stanowic
modele dla wielu teorii fizycznych. Do konca XIX wieku i na poczatku XX tylko
nieliczni matematycy po$wiecali pojeciu rozmaitosci wiecej uwagi. Wér6éd nich
byli C. Jordan, A. Mobius, W. Dyck, F. Klein i H. Poincaré. Wlaénie Henri
Poincaré jako pierwszy precyzyjnie zdefiniowal rozmaitosci i w cyklu szeéciu
fundamentalnych prac (Analysis situs i pie¢ dodatkéw) badal ich wlasnosci
tworzac niezbedny algebraiczny aparat i dajac w ten sposéb poczatek topologii
algebraicznej. Oprocz rozmaitosci dowolnego wymiaru, traktowanych jednak
jako podzbiory pewnej przestrzeni euklidesowej, Poincaré studiowal tez bardziej
szczegblne przypadki, w tym rozmaitosci tréjwymiarowe.

Rozmaitosci tréjwymiarowe, nazywane krotko — cho¢ nieelegancko —
3-rozmaitodciami, stanowia wdzigczny obiekt badan, gdyz sa bliskie intuicji

i pewne techniki wykorzystane do badania powierzchni moga by¢ zastosowane
w przypadku tréjwymiarowym. Ponadto, po ogloszeniu przez Markowa

w 1958 roku twierdzenia o nieistnieniu ogélnej klasyfikacji rozmaitosci

cztero- 1 wyzej wymiarowych, tylko rodzina 3-rozmaitosci mogla sie jeszcze
poddac probie klasyfikacji. Specjalisci z nadzieja atakowali ten problem,

ktoéry jednak okazal sie¢ bardzo trudny, co tym bardziej przyciagato nowych
poszukiwaczy twardych problemoéw. Z poczatku wydawato sie, ze sukces

jest na wyciagniecie reki. Walter von Dyck, pionier w tej dziedzinie, jeszcze
pod koniec XIX wieku (w 1888 roku) zapowiedzial program sklasyfikowania
»przestrzeni tréjwymiarowych”. Przypuszczal, czego jednak nie udowodnit,

ze kazda 3-rozmaito$¢ mozna otrzymacé przez sklejenie wzdtuz brzegu dwéch
kul z uchami. Przypuszczenie Dycka uzasadnil dla rozmaitosci posiadajacych
triangulacje duniski matematyk Paul Heegaard (por. [3]). Mniej wiecej w tym
samym czasie Henri Poincaré napisal cykl fundamentalnych prac poswigconych
topologii, gdzie w szczegdlnosci zajal sie rozmaitoéciami tréjwymiarowymi

i przedstawil wiele sposobéw ich konstrukeji (Dodatek V do Analysis Situs).
Pojawily sie przy okazji powazne problemy z rozréznianiem 3-rozmaitosci

z dokladnoscia do homeomorfizmu, gdyz opisane metody algebraiczne, doskonale
sprawdzajace si¢ dla powierzchni, okazaly sie za malo czule w wyzszych
wymiarach. Najlepszym przykladem jest hipoteza Poincarégo pozwalajaca na
topologiczna charakteryzacje sfery. Matematycy znalezli wiele réznych metod
opisu 3-rozmaitosci i sklasyfikowali sporo ciekawych rodzin tych rozmaitosci.

Ciekawy sposéb konstrukeji rozmaitoéci tréjwymiarowych pochodzi od Maxa
Dehna i obecnie nazywany jest chirurgia Dehna. Przypomnijmy na czym polega.
Wyobrazmy sobie sfer¢ tréjwymiarowa (oznaczmy ja tradycyjnie S3), a w niej
umieszczony wezel, czyli obiekt homeomorficzny z okregiem. Tworzymy teraz

18



Rys. 1

wokdl wezta otoczke w ksztalcie pelnej rurki. Topologicznie takie otoczenie
jest homeomorficzne z pelnym torusem. Wybierzmy na tym torusie jeden

z potudnikéw. Jedli usuniemy torus ze sfery, to mozna pokazaé, ze pozostalosé
tez jest pelnym torusem (z brzegiem lub bez w zaleznosci od tego, czy
wytniemy torus otwarty, czy nie). Wklejamy nastepnie torus ponownie, ale tak,
zeby poltudnik przeszedl na krzywa zamknieta lezaca na powierzchni torusa

i obiegajaca go p razy poludnikowo i ¢ razy réownoleznikowo.

Zanim przedstawimy bardziej formalna definicje chirurgii Dehna przypomnimy
kilka poje¢. Przez rozmaitosé tréjwymiarowa bedziemy rozumieé spdjna
przestrzen topologiczna, ktora oznaczymy M, lokalnie homeomorficzna

7 przestrzenia tréjwymiarows R3. Zatozymy dodatkowo, ze przestrzen M

jest zwarta — mowimy wtedy, ze jest to rozmaitos¢ zamknieta. Rozwaza sie
czesto rozmaitoéci z brzegiem; wtedy lokalny homeomorfizm jest na R? lub

na domknieta pétprzestrzen w R?. Gdy punkt ma otoczenie homeomorficzne

z domknieta poélprzestrzenia, to powiemy, ze punkt lezy na brzegu rozmaitosci.
Whnetrzem 3-rozmaitoéci M nazwiemy zbior punktéw z M, ktére nie leza na
brzegu. Wnetrze oznaczymy podobnie jak w topologii int M. O ile zamknietych
3-rozmaitosci bez brzegu nie da si¢ zanurzy¢ (czyli zobaczy¢) w przestrzeni
tréojwymiarowej, o tyle rozmaitosci z brzegiem sa dostepne naszej intuicji,

jak na przyklad kula lub pelny torus. Brzegiem kuli jest naturalnie sfera S2,

a brzegiem pelnego torusa klasyczny torus S' x S!.

Splot L jest to suma mnogosciowa Ly U Ly U. ..U Ly rozlacznych wezléw (czyli
zwyklych krzywych zamknietych, homeomorficznych z okregiem). Skladowe L;
nazywane sa ogniwami splotu L.

Teraz, bardziej konkretnie i jednoczeénie ogdlnie, chirurgie mozemy opisaé
nastepujaco.

Niech beda dane

a) tréjwymiarowa rozmaito$¢ M (moze by¢ z brzegiem),

b) splot L = Ly ULy U...U Ly zawarty we wnetrzu rozmaitosci M,

¢) domkniete rozlaczne otoczenia tubularne N; dla kazdego L;, czyli rurki
homeomorficzne z pelnymi torusami otaczajace ogniwa splotu L, réwniez
zawarte we wnetrzu M,

d) wybrane krzywe J; na brzegu kazdego N;

Konstruujemy nowg rozmaitos$é tréjwymiarows M’

— 7z M usuwamy wnetrza otoczen tubularnych N;, czyli w pierwszym kroku
bierzemy M \ (int Ny U...int Ny),

— nastepnie wklejamy ponownie, ale juz pelne otoczenia N; w ten sposéb, ze
potudnik m; na brzegu NN, zostanie przeksztatcony na wyrézniona krzywa J;;
wklejenie to odbywa sie za pomoca homeomorfizméw h; : ON; — IN;,
ktore wlasnie przeksztalcaja potudniki na wskazane krzywe — ich sklejenie
oznaczamy przez h.

W skrocie zapisujemy

M’ = (M\ (it Ny U int Ny)) [] (ot Ny U int M)
k
Mozna pokazaé, ze konstrukcja M’ nie zalezy od h — tj. typ topologiczny M’ nie
zalezy od homeomorfizmu sklejajacego, byleby poludniki zostaly przeksztalcone
na odpowiednie krzywe.

O rozmaitosci M’ méwimy, ze powstata w wyniku zastosowania chirurgii

Dehna na rozmaitosci M wzdluz (albo wzgledem) splotu L zgodnie

z instrukcjami c)-d). Najczesciej chirurgie wykonujemy na S lub R?, krzywymi
wyréznionymi L; sa zorientowane (czyli z wybranym obiegiem) wezly dajace sie
umiesci¢ na torusie p; razy obiegajace potudnik i ¢; razy obiegajace rownoleznik.
Wtedy z kazdym ogniwem L; wiaze sie liczbe r; = +p;/q; dopuszczajac r; =0
lub r; = co. Liczby r; nazywamy wspélczynnikami chirurgii. Zakladamy przy
tym, ze liczby p; oraz g; sa wzglednie pierwsze.
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Chirurgie przedstawiamy schematycznie na diagramie. Jest to po prostu rysunek
wezta, wzgledem ktérego dokonujemy chirurgii z dopisanym wspotczynnikiem
pokazujacym, jak sie¢ ma zachowaé potudnik przy ponownym wklejaniu torusa.

Na przyktad diagram na rysunku 2a przedstawia chirurgie wzgledem wezta
typu ,tréjlistnik”, a wspoélezynnik 1/2 oznacza, ze potudnik przejdzie na

wezel obiegajacy torus dwa razy ,réwnoleznikowo” i raz ,,poludnikowo”.
Rysunek 2b opisuje chirurgie wzdluz wezla trywialnego (wycinamy i wklejamy
zwykly niezawezlony torus), a potudnik skleja sie z wezlem typu (7,3) na
torusie. WspomnieliSmy, ze rozwaza si¢ jeszcze dwa specjalne przypadki, gdy
wspoélczynnik chirurgii jest rowny oo oraz 0. Na rysunku 2c mamy taki diagram.
Licznik i mianownik sa wzglednie pierwsze, a gdy wspolczynnik jest réwny

00, to mianownik umownie réwny jest 0. Zatem licznik musi byé¢ réwny =+1,

bo najwiekszy wspélny dzielnik jest wiaénie rowny 1. Oznacza to, ze potudnik
przeksztalcany jest na siebie, co najwyzej ze zmiana znaku, a to z kolei oznacza,
ze chirurgia ze wspoélczynnikiem oo nic nie zmienia. W drugim przypadku, gdy
wspélczynnik jest réwny 0, jak to ma miejsce na przykltad na rys 2d, z tych
samych powodéw co poprzednio licznik jest réwny 0, a mianownik +1. Prosta
analiza sytuacji pokazuje, ze w tym przypadku mamy do czynienia ze sklejaniem
dwdch pelnych toruséw tak, ze potudnik sklejamy z poludnikiem. W wyniku
dostaniemy dobrze znana rozmaitosé S x St (por. [3]). Przyktady 2e i 2f cho¢
przedstawiaja dwa rézne diagramy, to w wyniku daja ten sam obiekt — sfere
homologiczna (por. [4]).

Chirurgie Dehna pozwalaja na sprowadzenie badania 3-rozmaitoéci do analizy
wezlow 1 splotow, a wiec na przejscie od studiowania obiektéw mimo wszystko
abstrakcyjnych do bardziej uchwytnych intuicyjnie. Sa jednak powazne
trudnosci, gdyz, jak pokazuja przyklady, dana 3-rozmaitosé moze by¢ opisana
za pomocya chirurgii na nieskoniczenie wiele sposobéw. Na przyklad diagramy na
rysunku 3a przedstawiaja sfere S2, a na rys. 3b — §% x S*.

Znaczenie chirurgii Dehna wzrosto dzigki udowodnieniu przez Lickorisha

i niezaleznie przez Wallace’a twierdzenia, ze w zasadzie kazda rozmaitosé
tréjwymiarowa mozna otrzymac wladnie za pomocs chirurgii Dehna. Doktadniej
prawdziwe jest:

Twierdzenie (Lickorish [2], Wallace)

Kazda zamknieta 3-rozmaitosé orientowalna moze byc¢ otrzymana przez
zastosowanie chirurgii Dehna wzdluz pewnego splotu L. Ponadto splot mozna
dobraé tak, ze wszystkie wspdlczynniki chirurgii dla ogniw bedg rowne +1, a kazde
z ogniw nie bedzie zaweZlone.

Orientowalno$¢ rozmaitosci mozna okresli¢ w ten sposéb, ze otoczenie tubularne
dowolnego wezla w rozmaitosci jest homeomorficzne z pelnym torusem (gdyz

w przeciwnym przypadku mogloby by¢ homeomorficzne z tréjwymiarowa
butelka Kleina).

W dowodzie twierdzenia podstawowsa role odgrywaja homeomorfizmy
powierzchni nazywane twistami (albo skreceniami) Dehna. Max Dehn
zdefiniowal twisty mniej wiecej okoto 1920 roku, jednak definicji nie opublikowal.
Twistami zainteresowal sie niemal p6t wieku pézniej Lickorish, dlatego

w literaturze mozna spotkaé termin ,twisty Lickorisha”. Twist wyglada
nastepujaco.

Wyobrazmy sobie krzywa zamknieta ¢ na powierzchni, utwoérzmy wokél niej
otoczenie pierécieniowe N.. Wytnijmy teraz ten pierscien N, z powierzchni

i przekreé¢my brzeg tak, by wskazany punkt z brzegu wykonal pelny obrot.

A nastepnie wklejamy pierécien z powrotem do powierzchni; punkty brzegu
sklejaja sie tak, jak byly ,rozdzielone”.

Jedli na okregach ograniczajacych pierscien wybieramy po jednym punkcie ,na
przeciw” (na rys. 4 sa to punkty A i B), ktére laczymy krzywa transwersalna
do ¢, to krzywa ta przy twiscie obiegnie pierscien dookola przy niezmienionych
koncach.
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Rys. 5

Mimo iz powierzchnie rozcinamy i ponownie sklejamy, opisane przeksztalcenie
jest homeomorfizmem. Zauwazmy, ze poza wybranym pierécieniem twist jest
przeksztalceniem identycznosciowym.

Lickorish udowodnit bardzo uzyteczne twierdzenie dotyczace twistéw
i homeomorfizméw powierzchni, ktére odgrywa kluczowa role w dowodzie
twierdzenia o chirurgiach.

Twierdzenie (o twistach [2])

Niech M bedzie zamknietqg powierzchnig homeomorficzng ze sferq z doklejong
pewng liczbg rgczek (inaczej: takim ywielokrotnym” torusem), wtedy kazdy
homeomorfizm powierzchni M na siebie zachowujgcy orientacje jest izotopijny
ze ztozeniem twistow wzdluz kanonicznych” krzywych na powierzchni
przedstawionych na rys. 5.

Zeby nie mnozy¢ definicji zaznaczymy tylko, ze izotopijno$é odwzorowan oznacza
pewng bardzo regularng deformacje prowadzaca od jednego odwzorowania do
drugiego i jest uogdlnieniem deformacji petli. Odwzorowania izotopijne w wielu
sytuacjach traktuje si¢ za niemal identyczne. Krzywe w powyzszym twierdzeniu
nie rozspajaja (nie dziela) powierzchni i wyznaczaja jej typ topologiczny.
Twierdzenie to pozwala na zastepowanie bardziej skomplikowanych chirurgii
prostszymi bez zmiany wyniku.

Idea dowodu jest bardzo geometryczna. Najpierw stwierdzamy, ze jedli zwykle
krzywe zamkniete maja jeden punkt wspdlny, to, z doktadnoscia do izotopii,
za pomocg odpowiednio dobranego twistu mozna przeksztalci¢ jedna krzywa
na druga. Nastepnie, manipulujac wlasnie twistami, pokazuje sig, jak zmieniaé¢
polozenie krzywych zamknigtych wzgledem ,,potudnikéw”, czyli uwalniaé¢ od
przecie¢ lub doprowadzaé tylko do jednego przecigcia. Wreszcie sprawdzamy,
ktoére krzywe mozna zdjaé z raczek i jak przeksztalci¢ je na ,potudniki” lub
inne krzywe kanoniczne. Szczegdty, troche techniczne, bardzo tadnie sa opisane
w ksiazce Stillwella [5]. Przy okazji, dobierajac odpowiednio twisty mozna na
przyklad pokazaé, ze diagramy na rysunkach 2e i 2f sa rownowazne.

Gdy wiemy juz, jak radzi¢ sobie z krzywymi na wielokrotnym torusie, to mozna
przejé¢ do dowodu zasadniczego twierdzenia o chirurgiach wykorzystujac

fakt, ze 3-rozmaito$é mozna rozlozyé na dwie kule z raczkami (rozklad
Heegaarda), a nastepnie na przyklad wykorzystaé¢ indukeje ze wzgledu na
genus, czyli minimalna liczbe raczek (dziur w torusie) w rozkladzie rozmaitosci

(por. 3], [4], [5])-

Chirurgie Dehna probowano wykorzysta¢ do obalenia hipotezy Poincarégo,
bo, jak nietrudno sie¢ domysleé, obok usilnych préb udowodnienia tej hipotezy,
poszukiwano rowniez kontrprzyktadéw. Préby takie nasility sie pod koniec

lat szesédziesiatych XX wieku, gdy klasyczna hipoteza zdecydowanie opierala
si¢ atakom najtezszych umystéw matematycznych. Jednym z sugerujacych
poszukiwanie kontrprzyktadéw byl R.H. Bing. Sformulowal on dla weztéw
pewna wlasnos$é nazywana powszechnie wlasnosciag P.

Wezel ma wlasnosé P, gdy kazda nietrywialna chirurgia wzgledem tego wezta
prowadzi do konstrukcji rozmaitosci niejednospojne;.

Jednospdjnosé rozmaitoéci oznacza, ze dowolna petla w niej zawarta, moze by¢
w tej rozmaitosci Sciggnieta do punktu. Przypomnijmy, ze klasyczna hipoteza
Poincarégo glosi, iz zamknieta, zwarta i jednosp6jna rozmaitos¢ trojwymiarowa
jest homeomorficzna z S3. Gdyby udato sie znalezé nietrywialny wezet dajacy
w wyniku chirurgii rozmaito$¢ jednosp6jng — a wiec nie posiadajacy wtasnosci P
— to mieliby$Smy kandydata na kontrprzyktad do hipotezy Poincarégo. Nie
trzeba ttumaczyé, ze wezel trywialny nie ma wtasnosci P i byl to jedyny
przyklad wezla bez tej wlasnosci. Na poczatku lat siedemdziesiatych Bing

oraz Martin sformutowali hipoteze, ze kazdy wezet w S2 nieréwnowazny

z trywialnym — czyli nie dajacy si¢ rozplata¢ — ma wlasnosé¢ P. Udowodniono,
ze wiele bardzo waznych rodzin wezléw wlasnoé¢ P ma. Ogélna hipoteza
jednak sie nie poddawata. Przypuszczano pomimo tego, ze metody dowodu lub
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obalenia hipotezy beda zblizone do tych jakie wykorzystywano przy dowodzeniu
twierdzen o chirurgiach Dehna.

Nie tak dawno, bo w 2004 roku Peter Kronheimer z Harvard University
i Tomasz Mrowka z MIT opublikowali — w sumie nie tak dluga, bo liczaca
15 stron — prace, w ktorej w koncu udowodnili hipoteze Binga—Martina.

Kluczowa role odgrywa twierdzenie, ktore wyglada do$¢ niewinnie, jak na
mozliwosci teorii.

Twierdzenie (Kronheimer, Mrowka [1])

Jesli 3-rozmaitosé M jest otrzymana za pomocq chirurgii o wspélczynniku +1
wzgledem wezla K, to istnieje nietrywialny homomorfizm grupy m (M)

w grupe SO(3).

Grupa SO(3) — specjalna grupa ortogonalna — jest interpretowana jako

grupa obrotéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Natomiast m1 (M) oznacza

grupe podstawowsa rozmaitosci M, czyli, ogdlnie i nieco nieprecyzyjnie,

grupe generowana przez typy petli ze wzgledu na sposéb Sciagania ich do
punktu. Nietrywialno$é homomorfizmu oznacza, ze m (M) tez nie jest grupa
trywialna, a wiec istnieja w M petle nie dajace sie $ciagnaé¢ do punktu, co

z kolei gwarantuje niejednospdjnos¢ rozmaitosci. Rozstrzyga to definitywnie
hipoteze Binga—Martina. Zaskakujaco skomplikowane, wbrew przypuszczeniom,
sg narzedzia uzyte do dowodu hipotezy; konkretny problem zostal rozwiazany za
pomocg wysoce abstrakcyjnych $rodkéw.

Przytoczmy za autorami najwazniejsze fakty i twierdzenia wykorzystane
w dowodzie.

— Twierdzenie Taubesa o niezerowaniu sie niezmiennikéw Seiberga—Wittena dla
symplektycznych 4-rozmaitosci.
— Twierdzenie Gabai o istnieniu napietych foliacji na 3-rozmaitosciach
z niezerowymi liczbami Bettiego.
— Konstrukcja Eliashberga-Thurstona struktury kontaktowej z foliacji.
— Tréjkat doktadny Floera dla instantonowych homologii Floera.
— Rezultat Eliashberga o wklestych wypelnieniach kontaktowych 3-rozmaitosci.
— Staba wersja hipotezy Wittena o niezmiennikach Seiberga—Wittena
i Donaldsona dla gtadkich rozmaitosci czterowymiarowych.

Takich, przyprawiajacych o zawrdt glowy, érodkéw trzeba bylo uzyé, zeby
pokazad, iz jedynym weztem nie posiadajacym wlasnosci P jest wezel trywialny.
Tym samym ostatecznie stwierdzono, ze chirurgie Dehna nie moga prowadzi¢ do
kontrprzyktadu do hipotezy Poincarégo. Gdy Kronheimer i Mrowka publikowali
swoja prace znane juz byly stynne preprinty Grishy Perelmana zawierajace
miedzy innymi dowdd hipotezy Poincarégo. Nie umniejsza to jednak znaczenia
ich wynikéw. Wiecej dowiadujemy sie o chirurgiach Dehna i weztach w S3.

Na przyktad okazalo sie, ze wezly sa jednoznacznie wyznaczone przez swoje
dopetnienia w §2. Przy okazji, nie pierwszy raz zreszta, przekonujemy sie, jak
w zadziwiajacy sposéb tacza sie i przenikaja wysoce abstrakcyjne twierdzenia

i techniki dajac bardzo konkretne i intuicyjnie przekonujace rezultaty.
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