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Twierdzenie Kakutaniego
Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

W wielu sytuacjach spolecznych, ekonomicznych dokonujemy

wyboréw uwzgledniajac wybrane oddziatywania zewnetrzne. Modele
matematyczne tego typu zachowan (konfliktow lub wspolpracy) nazywamy
grami. Charakteryzuja je nastepujace cechy:

e wynik gry nie zalezy jedynie od decyzji pojedynczego gracza, lecz jest
okreslony przez uklad decyzji wszystkich uczestnikow gry,

e decyzje poszczegdlnych graczy sa niezalezne i nie wiedza oni, jakich
wyboréw dokonali pozostali uczestnicy gry (o efekcie swoich decyzji dowiaduja
sie po pewnym czasie).

Systematyczna analize tego typu modeli rozpoczeto w latach dwudziestych
ubiegtego wieku.

W modelu matematycznym opis postepowania gracza w kazdej sytuacji, jaka
dopuszcza gra, nazywamy strategiq. W grze n-osobowej (n > 2) punktem
réwnowagi nazywamy taki uklad n strategii (po jednej wybranej przez kazdego
gracza), ze kazda z nich jest najlepsza odpowiedzia na strategie wybrane przez
pozostalych graczy. Zasadnicze problemy teorii gier kryja sie w nastepujacych
pytaniach:

e czy w danej grze istnieja punkty rownowagi?
e jaka strategie powinien wybra¢ kazdy z graczy i jak ja wyznaczyc¢?

Okazalo sie, ze u podstaw badan nad tymi problemami lezy twierdzenie
Kakutaniego o punktach statych.

Shizuo Kakutani urodzit si¢ w 1911 roku w Osace (Japonia). Ukonczyt Tohoku
University, a doktorat z matematyki uzyskal na Uniwersytecie w Princeton
(1941). Pracowal w Illinois State University, a nastepnie w Yale University
(1949-1982). Interesowal sie¢ teorig prawdopodobienstwa, teorig ergodyczng
i analiza funkcjonalng. Zmart w 2004 r. w New Haven (Connecticut, USA).

Jego najbardziej znanym wynikiem jest twierdzenie, ktore z jednej strony
stato sie podstawowym narzedziem teorii gier, a z drugiej strony dato poczatek
badaniom nad punktami stalymi odwzorowan wielowartosciowych.

Sprobujemy przyblizyé wynik Kakutaniego w prostym przypadku i wskazaé jego
konsekwencje.

Relacja, polegajaca na przyporzadkowaniu kazdemu cztowiekowi zbioru
wszystkich jego znajomych, jest przyktadem odwzorowania wielowartosciowego
okreslonego na zbiorze mieszkaricow Ziemi. Podobnie, przyporzadkowanie kazdej
funkeji catkowalnej f zbioru [ f = {F + c¢: c € R}, gdzie F' = f, jest
przeksztalceniem wielowartosciowym.

Definicja 1. Niech X # @, za$ 2% oznacza zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru X. Przeksztalcenie T : X — 2% nazywamy
wielowartosciowym, jesli kazdemu x € X przyporzadkowany jest niepusty
zbior T'(x) C X. (Znane ze szkoly funkcje f: X — X sa ich szczegdlnym
przypadkiem.)

Definicja 2. Element xg € X nazywamy punktem stalym odwzorowania
wielowartosciowego T, gdy jest on zawarty w swoim obrazie, tj. xo € T'(zg).
Pojecia te zilustrujemy nastepujacym przyktadem:

Przyklad 1. Niech X = [0, 1] i okreslamy przeksztalcenie T : X — 2% wzorem
Tlx) =[1— 5,1 3], 2 €[0,1]. Wowezas, T(0) = {1}, T(3) =13 8],

T(1) = [z, 3] (rys. 1).

Analizujac sytuacje przedstawiong na rysunku bez trudu zauwazamy, ze dla

przeksztalcenia T kazdy punkt @ € [2, 2] jest jego punktem stalym, np.
ro=3eT(3)=[33. 0
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Przeksztalcenia wielowarto$ciowe odgrywaja istotna role w réwnaniach
rozniczkowych, teorii optymalizacji, teorii sterowania, matematycznej teorii gier,
dla ktorej staly sie naturalnym jezykiem opisu wystepujacych tam zjawisk.
Szczegdlnego waloru uzytkowego nabrata teoria punktow stalych przeksztalcen
wielowartosciowych. Do jej wynikéw zaczeto sie odwotywaé w ekonomii,
zarzadzaniu, psychologii, socjologii.

Badania nad punktami stalymi przeksztatcenn wielowartosciowych zapoczatkowal
S. Kakutani w 1941 roku. Wskazal on nowy kierunek mozliwych uogolnier
klasycznego twierdzenia Brouwera o punkcie stalym. Wykazanie rezultatu
Kakutaniego w prostym przypadku nie jest szczegodlnie trudne.

Twierdzenie 1 (przypadek szczegolny twierdzenia Kakutaniego) Kazde
przeksztatcenie wielowartosciowe T - [0,1] — 219U takie, ze T(x) jest zbiorem
niepustym, wypuktym, domknietym w [0,1] x [0,1] dla kazdego x € [0,1], ma
punkt staty.

Dowdd. Niech ag = 0, by = 1 oraz pg € T(ap), go € T(by). Rekurencyjnie
tworzymy cztery ciagi punktow (a;, b;, pi, ¢;), ktorych elementy spelniaja
warunki:

pi = a;,

Punkty ag, bg, po, qo sa poprawnie wybrane. Zal6zmy, ze wybraliémy juz punkty
ak, bk, Pk, Qk, k = 0, ktore spelniaja warunki (1) — (6). Opiszemy jak mozna
wybra¢ punkty a1, Ok+1; Pht1, Ght1-

Niech m = %(ak + bk> S [0, 1].

Przypadek 1. Jesli istnieje r € T'(m) takie, ze r > m, to przyjmujemy:
ap+1 = M, bpr1 = bg, Pr+1 =7, @k+1 = qx- Tak wybrane punkty spelniaja
warunki (1) — (6). W szczegolnoscei:

(ad (3)) pry1 =71 € T(m)=T(ars1),
(ad (4)) qrgr = qr € T(bg) = T(br+1),
(ad (5)) prt1 =7 = m = ap41,
(ad (6)) qr+1 = qr < by = brg1-

Przypadek 2. W przeciwnym wypadku, poniewaz T'(m) # &, wiec istnieje

s € T(m) takie, ze s < m. Przyjmujemy wowczas:

Gj+1 = Ak, Dpr1 = S, Pk+1 = Pk» Qk+1 = S. Rowniez w tym wypadku latwo mozna
sprawdzi¢, ze spelniaja one warunki (1) — (6).

Mamy zatem indukcyjnie wygenerowany ciag (a;, b;, pi, ¢i)i>o0. Poniewaz ,kostka”
[0,1] x [0,1] x [0,1] x [0, 1] jest zbiorem domknietym i ograniczonym,

wiec twierdzenie Bolzano—Weierstrassa gwarantuje istnienie w tym ciagu
podciagu zbieznego

(aij ) bz] apij ) QZ]) L) (a*v b*vp*a q*) € [07 1]4
Z zalozenia kazdy zbior T'(x) jest domkniety (w zbiorze [0, 1] x [0, 1]),
wiec p* € T(a*), ¢* € T(b*). Z warunkow (5) i (6) mamy: p* > a*, ¢* < b*,
a z warunku (2) wynika, ze a* = b*.
Niech z = a*. Wtedy,
¢ <z<pip eT(z)iq" €T (x).
Jezeli p* = ¢*, to x = p* 1 oczywiscie x € T'(x).

Jezeli ¢*, p*, to wobec wypuklosci zbioru T'(z) i przedstawienia

T = pﬁ__qqi -+ (1 - pﬁ__qqi) - ¢*, mamy x € T(z), co koriczy uzasadnienie. [

Ogolniejsza wersja tego twierdzenia jest nastepujaca:
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Twierdzenie 2 (S. Kakutani, 1941) Niech X bedzie niepustym, domknietym,
ograniczonym, wypuktym podzbiorem R™ (n > 1), T : X — 2% bedzie
przeksztatceniem wielowartosciowym na X takim, ze T(x) jest zbiorem
niepustym, wypuktym i {(x,y) : y € T(x)} jest zbiorem domknietym (tj. jesli
Tpn— WX, yp €T () i yn — ¥y, toy € T(x)) dla kazdego x € X. Wtedy
przeksztatcenie T ma punkt staty. U

Zauwazmy, ze wszystkie zalozenia tego twierdzenia sg istotne. W szczegédlnosci
niezbedna jest wypuklosé zbioréow T'(z). Ilustruje to nastepujacy przyklad
nawigzujacy do twierdzenia 1.

Przyktad 2. Dla przeksztatcenia T : [0,1] — 2191 opisanego wzorem

[ rz 3 1
1——, - 1 -
2,4], dla z € {0,2>,

13 1
T(ZL')— {Z,Z}, dlal’—i,
11

T 1
- — = dl =1
_47 2 2} ) a’ x E <27 } )
zbior T(%) = {%, %} nie jest wypukly i przeksztalcenie T' nie ma punktu stalego.
O

Shizuo Kakutani odkryl omawiane twierdzenie pracujac nad uproszczeniem
dowodu twierdzenia minimaksowego Johna von Neumanna.

Niech M C R" bedzie niepustym, domknietym, ograniczonym, wypuklym
zbiorem strategii gracza P, a N C R" niepustym, domknietym, ograniczonym,
wypuklym zbiorem strategii gracza ). Funkcja rzeczywista f(z,y) zdefiniowana
dla wszystkich x € M, y € N, liniowa ze wzgledu na kazda zmienna, jest zwana
funkcjqg wyptaty. Obaj gracze znaja funkcje f, zbiory M, N, a gra polega na
wybraniu przez gracza P strategii @ € M, przez gracza () strategii y € N, przy
czym gracze P i @) nie wiedza o wyborze przeciwnika. Rozstrzygniecie gry
nastepuje po jednoczesnym ujawnieniu przez graczy swoich wyboréw i wyptacie
zgodnie z zadang funkcja f.

Jezeli gracz P chce zmaksymalizowac funkcje f(x,y) wybierajac x € M,

a gracz () zminimalizowa¢ funkcje f(x,y) wybierajac y € N (cele graczy P i Q
s przeciwstawne, kazdy z nich dazy do zwyciestwa) to powstaje pytanie: czy
istnieje para strategii (X,Y") taka, ze

(*) f(x,Y) < f(X,Y) < f(X,y) dla kazdego x € M, y € N.

Gdyby taka strategia istniala, to zaden z graczy P i @) nie bylby zainteresowany
jej zmiang (bo na jednostronnej zmianie nic by nie zyskal, a mogiby stracié).
Relacje (*) mozemy zapisa¢ nastepujaco

Kk X,Y) = mi X,y) = ,Y).

(se) f(X,Y) {félfvlf( y) = max f(z,Y)

Zatem (X,Y) jest punktem stalym (o ile taki punkt istnieje) przeksztalcenia
zdefiniowanego nastepujaco:

dla kazdego y, gracz P wybiera x(y) (wybor ten nie musi byé jednoznaczny)
takie, ze

(sox) f(2(y),y) = max f(z,y)

zeM

i dla kazdego z, gracz @ wybiera y(x) (wyboér ten nie musi by¢ jednoznaczny)
takie, ze

(o) f(z,y(z)) = min f(z,y).
yeEN
Tak opisane przeksztalcenie wielowartosciowe T : M x N — 2M>N dane wzorem

(z,y) — {(z(y),y(x)) : spelione sa warunki (skk) 1 (skkx)}

spelnia zalozenia twierdzenia Kakutaniego. W szczegdlnosci, liniowosé funkeji f
ze wzgledu na kazda zmienna gwarantuje, ze zbior T'(z,y) jest wypukty. Istnieje
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zatem punkt staly (X,Y") przeksztalcenia T, czyli para strategii (X,Y)
spelniajacych warunek (xx), a wiec i warunek (x).

Strategie (X,Y") speliajace warunek (x) zwane sa réwnowagq Nasha rozwazanej
gry.
Dowiedlismy w ten sposéb prostej wersji fundamentalnego twierdzenia teorii gier:

Twierdzenie 3. Jezeli M ¢ N sqg niepustymi, domknietymsi, ograniczonymi,
wypuktymi podzbiorami skonczenie wymiarowych przestrzeni euklidesowych

i f: M x N — R jest funkcjg liniowg ze wzgledu na kazdg zmienng, to istnieje
punkt (X,Y) € M x N taki, ze spelniony jest warunek

fX)Y) = lr}éi]rvlf(X,y) = max f(z,Y).

Whiosek 1 (twierdzenie minimaksowe von Neumanna, 1928). Przy zalozZeniach
twierdzenia 3 istnieje punkt (X,Y) € M x N taki, ze

f(X,Y) = min{max f(z,)} = max{min f(z,y)}.

Dowdd. Niech g(x) = minyen f(z,y), My) = maxzenr f(z,y). Dla wszystkich
(x,y) € M x N,

9(z) < fz,y) < h(y),
wiec

< mi .
max g(z) < min h(y)

Na podstawie twierdzenia 3 istnieje punkt (X,Y) € M x N taki, ze
9(X) = f(X,Y) =n(Y),

wiec

max g(z) > g(X) = f(X,Y) = h(Y) > min h(y) > max g(z),

skad wynika teza. [J

Istnieje wiele powodoéw, dla ktérych nawet w grach dwuosobowych strategia
minimaksowa moze nie by¢ najlepsza z mozliwych. Jednym z nich sa emocje
graczy (uczucia, zaufanie, podejrzliwosé, lojalnosé, nielojalnosé, strach), ktore
nieodlacznie nam towarzysza i maja wplyw na podejmowane przez nas decyzje.
Dobrze jest to widoczne w sytuacjach wyzwalajacych duze emocje, np. na
gietdzie, gdy panuje na niej bessa. Woéwcezas wielu inwestoré6w podejmuje swoje
decyzje nie pod wplywem analizy wynikéw poszczegolnych spotek, a pod
wplywem emocji, czy zachowan innych graczy.

Jednak w wielu sytuacjach strategia minimaksowa pozwala zachowaé
zadowalajacy poziom bezpieczeristwa rozgrywki i stanowi punkt wyjscia do
dalszych poszukiwan. Sytuacje te zilustrujemy nastepujacym przykladem.

Przyklad 3 (dylemat wieznia, 1950). Dwaj gangsterzy, nazwijmy ich: gracz I
oraz gracz 11, zostali zatrzymani przez policje podczas napadu na bank. Policja
o kazdym z nich ma wiedze operacyjna na temat przestepstw, jakich sie
dopuscili, lecz nie moze uzyskaé¢ wystarczajacych dowodéw dla sadu. Prokurator
zatrzymal ich w osobnych celach (gracze nie moga ze soba wspolpracowad!)

i ztozyl kazdemu z nich identyczna oferte:

1° jesli przyznasz sie do winy i oskarzysz drugiego zatrzymanego, wtedy jako
$swiadek koronny wyjdziesz na wolnosé, a on dostanie 10 lat,

2° jesli ty sie przyznasz i on sie przyzna, to §wiadek koronny nie jest nam
potrzebny, ale zwazywszy na wspotprace, kazdy z was dostanie po 6 lat,

3° jesli ty sie nie przyznasz, a on ciebie oskarzy, to ty dostaniesz 10 lat, a on
wyjdzie na wolnosé,

4° jesli obaj sie nie przyznacie, to kazdy z was dostanie po dwa lata za napad na
bank.

Okreslimy teraz dla gracza I funkcje wyplaty, ktora przedstawimy w postaci
tablicy (macierzy). Kazda komorka bedzie okreslala, o ile lat krocej bedzie
przebywaé¢ w wiezieniu gracz I, gdy obaj gracze beda podejmowaé wszystkie
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mozliwe decyzje. Poniewaz kazdy z graczy ma dwie mozliwosci: NW (nie
podejmuje wspoélpracy), W (podejmuje wspolprace), wiec tabela ma nastepujaca
postac:

G II
racz NW | W
Gracz 1
NW 8 0
W 10 4

Dla gracza II tabela wyptaty jest macierza transponowana.

Patrzac na tabele, widzimy od razu, ze bez wzgledu na to, co wybierze gracz II,
gracz I powinien wybraé strategie podjecia wspotpracy, gdyz w kazdym
przypadku osiaga wieksze korzysci niz gracz II. Taki sam wynik otrzymamy
stosujac wskazanie zawarte w twierdzeniu minimaksowym. Szukamy

punktéw siodtowych (o ile takie istnieja), w ktérych w wierszu przyjmowana jest
warto$é najmiejsza, a jednoczesnie w kolumnie warto$¢ najwicksza (rys. 2).

W przypadku rozwazanego dylematu wieznia sugeruje to, ze optymalna strategia,
dla obydwu graczy jest podjecie wspotpracy z prokuratorem (W, W) — kazdy
gangster dostaje 6 lat wiezienia (kazdy zyskuje 4 lata wolnosci). Podjecie takiej
decyzji nie jest jednak dla gracza bezproblemowe — pociaga za soba utrate
honoru (gangster staje sie ,kapusiem”) i naraza go, lub jego najblizsze otoczenie,
na odwet.

W zmodyfikowanym modelu tej gry, gdy gangsterzy moga ze soba
wspolpracowac, korzystniejsza jest dla nich strategia (NW,NW) — kazdy

z gangsterow dostanie tylko 2 lata wiezienia (kazdy zyskuje 8 lat wolnosci).
Problem tkwi w tym, ze ta strategia wymaga od obydwu graczy wzajemnego
zaufania, co jako czynnik emocjonalny moze by¢ trudne do uzyskania i w ocenie
kazdego gracza moze by¢ obarczone zbyt duzym ryzykiem.

Zaprezentowany przyklad i jego analiza sa istotne, gdyz wiele typowych sytuacji
spolecznych ma strukture ,dylematu wieznia” (np. konflikty w grupie przyjaciot,
konkurencja cenowa sklepow, wyscig zbrojen). Pokazuje on jednoczesnie, jak
duze sprzeczosci tkwig pomiedzy interesami indywidualnymi, a interesem
grupowym.

Czy kiedys$ bedziemy potrafili powiedzie¢, jakie zachowanie jest racjonalne i czy
matematyka moze by¢ w takiej ocenie pomocna?
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