Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XL Szkole Matematyki Pogladowej,
Matematyczne Obrazki, styczen 2008.
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Bable, moda i inni

Anna ZYLICZ, Warszawa

Postawiony przed konieczno$cia przeanalizowania jakiego$ szeregu czasowego (tj.
sekwencji informacji o jednym zjawisku, uporzadkowanych w czasie) ekonomista
probowal bedzie zwykle dopasowaé¢ do obserwowanej Sciezki rozwoju badanej
zmiennej wlasciwy model teoretyczny. Dobrze dobrany i skalibrowany model
teoretyczny pozwala bowiem nie tylko na rzetelne opisanie rzeczywistosci, ale
réwniez na dokonywanie prognoz przyszlych wartosci rozwazanego zjawiska (na
przyktad: prognoz stopy bezrobocia, zapotrzebowania rynkowego na jakis
produkt czy gieldowej ceny akcji). Dobranie (lub wrecz stworzenie) wlasciwej
teorii bywa czasem niezwykle skomplikowane, ale w przewazajacej czesci
przypadkéw nie na tym konczy sie najtrudniejsza praca. W rzeczywistosci

w gospodarce rzadko kiedy mamy bowiem do czynienia z procesami ,idealnymi”,
w ktorych na warto$é danej zmiennej nie maja wplywu zadne losowe zjawiska ani
(tymczasowe) odstepstwa od regul. W praktyce zawsze ekonomista-praktyk
narazony jest na to, ze badany przez niego szereg zawieral bedzie obserwacje,
ktére mniej lub bardziej odstaja od zakladanego (teoretycznie prawdziwego)
schematu. Male, losowe zaburzenia nie stanowia przy obecnym rozwoju technik
badawczych duzego problemu. Jednak gdy zaburzenie jest wicksze, albo
systematyczne, sprawia zwykle wiecej kltopotéw. Dwém typom takich odstepstw:
obserwacjom nietypowym i bgblom spekulacyjnym warto przyjrzec sie blizej;
poswiecono im wiele miejsca w literaturze przedmiotu.

Obserwacje nietypowe to (wedlug jednej z wielu przyjmowanych definicji) takie,
ktére nie odpowiadaja ,,0gélnej prawidtowosci” i/lub zdecydowanie odstaja
wielkoscia od reszty obserwacji. Oczywiscie, zeby stwierdzié¢, czy jaka$ obserwacja
jest nietypowa, nalezy najpierw okresli¢, co jest ta ,,ogolna prawidtowoscia’,

i jakie od niej odstepstwo uznamy za niepokojace. Wylapanie z szeregu
czasowego takich ,dewiantow” jest tylez trudne, co wazne, gdyz poprawne
zidentyfikowanie takich obserwacji pozwala uniknaé¢ groznych putapek.

Konsekwencje niefrasobliwego uwzgledniania w modelu
obserwacji nietypowych dobrze ilustruje nastepujacy
przyklad. Wyobrazmy sobie, ze obserwujemy dwie zmienne: ¢
(np. czas, liczony w dniach) i p (np. cena metra
kwadratowego w coraz bardziej popularnej i modnej
lokalizacji). Przypu$émy, ze w ,idealnej” gospodarce relacja
miedzy tymi zmiennymi ksztaltuje sie w nastepujacy sposéb:

(1) p=c+at,

gdzie c jest stala (w praktyce nieznana a priori badaczowi,
np. rzeczywistym kosztem wybudowania metra kwadratowego
mieszkania), tak jak i parametr a. Taka postaé¢ modelu (1)
oznacza, ze cena rosnie liniowo; jesli dodatkowo o = 1, to

w takim samym tempie, jak uplywa czas (cena wykazuje
liniowy trend rosnacy). Wyobrazmy sobie teraz, ze w ciagu
200 dni od poczatku sprzedazy na rynku sprawdziliémy cene
cztery razy u wybranego dewelopera. Zaobserwowane
wartoéci cen oznaczone sg jako punkty A, B, C, D na
wykresie 1 obok.

0 100

Rys. 1. Wplyw obserwacji nietypowych na
regresje liniowa

200 Jesli wiemy (np. tak jak w tym przypadku, z zakladanej

teorii), ze relacja miedzy zmiennymi ¢ i p jest liniowa,

mozemy dopasowaé do zebranych czterech obserwacji model
typu (1), tj. na podstawie danych wyznaczy¢ ,najbardziej pasujace” wartosci
parametréw c i a. Najproéciej zadanie to mozna wykonaé przeprowadzajac
regresje liniowa (tj. dopasowujac do danych prosta, ktéra najlepiej opisuje miedzy
nimi zaleznosé tego typu). W naszym przypadku, dopasowanie takiej proste;
metoda najmniejszych kwadratéw (tj. tak, zeby zminimalizowaé¢ sume kwadratéw
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odchylen wartosci obserwacji od prostej) pozwala na stwierdzenie, ze relacja
miedzy zmiennymi ¢ i p ksztaltuje sie w nastepujacy sposob: p = 2,94 + 0, 98t
(zaznaczona na rysunku ciagla linia), a wspdlczynnik korelacji zmiennych p i ¢
wynosi r = 0,998. Oznacza to, ze model liniowy jest prawie idealnie dopasowany,
gdyz wspdbdlezynnik korelacji co do modutu przyjmuje wartosci miedzy 0 a 1, gdzie
0 oznacza brak zaleznosci liniowej, a 1 — doskonalg zaleznosé liniowa. Oczywiscie
w praktyce nie mozna sie spodziewaé, ze model bedzie idealnie wyjaéniat
obserwowane zjawisko, gdyz w otaczajacej nas rzeczywistosci zawsze mamy do
czynienia z malymi losowymi zaburzeniami (sprzedawca zapomnial zmienié
etykiety z cenami z poprzedniego dnia, potrzebowal dodatkowego zarobku, wiec
marginalnie zwiekszyl cene, mial dobry humor i oglosil promocje itd.).

Przypus$émy teraz, ze mamy do dyspozycji piata obserwacje (oznaczona na
wykresie jako punkt X) — np. pochodzaca od innego dewelopera, albo podana
przez nowoprzyjetego do pracy, niezorientowanego sprzedawce, albo tez
niechlujnie (omylkowo) zapisana, albo wynikajaca z jakiego$ eksperymentu
zarzadu. Jesli nie uwzglednimy tego, ze dodatkowa obserwacja ta jest nietypowa,
i przeprowadzimy jak poprzednio analize regresji liniowej metoda najmniejszych
kwadratéw, ale dla wszystkich pieciu obserwacji, wyniki beda nastepujace:
najlepiej do danych dopasowana jest prosta p = 66,10 + 0,57¢ (na rysunku linia
przerywana), przy wspotczynniku korelacji » = 0,592. Oznacza to, ze, po
pierwsze, model liniowy jest stabo dopasowany do danych, wiec mozna by byto
wysnu¢ bledny wniosek, ze teoria nie sprawdza sie w praktyce; po wtore,
gdybysmy probowali na tej podstawie wyciaga¢ wnioski na temat kosztu budowy
metra kwadratowego mieszkania (tj. stalej ¢ w modelu), to pomyliliby$my sie

o rzad wielko$ci; po trzecie, poniewaz wszystkie parametry opisujace zaleznosé
wyestymowane sa blednie, niepoprawnie prognozowalibySmy cene, jakiej mozemy
sie spodziewaé¢ w przyszlosci. A wiec wystepowanie w danych jakiejkolwiek
obserwacji nietypowej — wynikajacej z bledu w zapisie, pochodzacej z innej
struktury, czy zwiazanej z jakim$ innym, losowym zaburzeniem — moze
prowadzi¢ do btednych wnioskéw i prognoz, co oczywiscie moze niesé ze sobg
powazne konsekwencje (takze finansowe).

Wiemy juz wiec, ze z istnienia obserwacji nietypowych musimy sobie zdawaé
sprawe, by méc poprawnie modelowaé procesy gospodarcze. Jednak jak mozna
takie obserwacje wykrywaé¢? W analizie szeregéw czasowych przeprowadzanej
zwykle podczas modelowania tego typu zjawisk (np. takiej, jaka w Polsce
przeprowadza si¢ w Narodowym Banku Polskim analizujac zwiazki wzrostu
gospodarczego, stop procentowych, inflacji i innych zmiennych
makroekonomicznych) wyrdznia si¢ zwykle cztery podstawowe rodzaje obserwacji
nietypowych:

1. Addytywne obserwacje jednorazowe (AQO, ang. additive outlier)
2. Obserwacje innowacyjne (10, ang. innovative outlier)

3. Zmiany przejéciowe (TC, ang. temporary change)

4. Przesuniecie poziomu (LS, ang. level shift)

Rysunek 2 przedstawia wplyw obserwacji nietypowych poszczegdlnych rodzajéw
w modelu: nietypowa jednorazowa obserwacja addytywna powoduje, ze
zaburzenie (duzy blad, odstepstwo od prawidlowosci) widoczne jest w modelu

w jednym okresie; obserwacja innowacyjna i obserwacja przej$ciowa maja
wygasajacy w czasie wplyw, przy czym wplyw obserwacji innowacyjnej zwiazany
jest Scisle ze struktura zaleznosci szeregu czasowego; przesuniecie poziomu
powoduje za$ trwale zwigkszenie btedu w modelu.

Wykrywanie obserwacji z ustalonego katalogu rodzajow nietypowosci
przeprowadza sie zwykle w nastepujacy sposéb: do stricte teoretycznej zaleznosci
dodaje sie zmienne, ktére maja uchwyci¢ wystepowanie obserwacji nietypowych,
po kolei dla kazdej obserwacji (dla kazdej wartosci zmiennej ¢) i dla kazdego typu
obserwacji. Estymuje sie z osobna kazdy z powstalych w ten sposéb modeli, by
stwierdzié¢, czy w ktéryms$ przypadku dodanie dodatkowej zmiennej nie poprawia
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addytywna jednorazowa innowacyjha

zmiana przejSciowa przesuniecie poziomu

Rys. 2. Bledy w modelach wywotane obserwacjami nietypowymi réznych rodzaj??w

modelu (w sposéb znaczacy). Jesli mozemy zidentyfikowaé jakies obserwacje
nietypowe (identyfikujac zmienne, ktére po dodaniu poprawiaja model), to
wybieramy najbardziej istotna z nich, korygujemy i powtarzamy cala procedure,
az nie bedzie juz istotnych parametréw przy zmiennych oznaczajacych
jakiekolwiek obserwacje nietypowe. ., Korekte” nietypowej obserwacji mozna
przeprowadzi¢ na bardzo wiele sposobéw, np. zmieniajac jej wage w estymacji,
»przycinajac”’ do wartosci teoretycznej czy wyrzucajac w ogble z modelu.

W omawianym przyktadzie procedura przeprowadzona bylaby tak: do
podstawowego modelu (1) dodawane bylyby zmienne 22(t) dla T przyjmujacego
(wszystkie pieé¢) wartodci zmiennej ¢, a o oznaczajacego typy obserwacji
nietypowych (o = AO, IO, TC, LS), przemnozone przez (nieznana a priori) stala
w, oznaczajaca site wpltywu obserwacji. Estymowane byloby wiec po kolei
dwadzieécia modeli postaci

p=c+at+wzl

W szczegdlnosci — jako jeden z dwudziestki pomocniczych — estymowany byltby
model z nietypowa jednorazows zmiang addytywna w punkcie X:

1 t=8

0 wp.p.
W naszym przypadku okazuje sie, ze taki model daje najlepsze (takie samo jak
wyjéciowy model dla czterech obserwacji) dopasowanie ze wszystkich dwudziestu
jeden rozwazanych modeli, z istotnym (tj. zdecydowanie rézniacym sie od zera)
parametrem stojacym przy zmiennej opisujacej nietypowa obserwacje typu
addytywnego w czasie 7 = 8:

p=c+at+wg(t), wktérym zmienna 2§ (t) ma postaé 24 (t) =

p=2,9440,98t + 175,122 (¢).

W zwiazku z tym, badajacy zjawisko ekonomista powiedziatby, ze dodatkowa
(piata) obserwacja jest jednorazowa addytywna obserwacja nietypowa,

i postepowal dalej w zgodzie z przyjetymi zasadami estymacji
(najprawdopodobniej, w tym przypadku zdecydowalby sie na wyrzucenie
obserwacji z rozwazanego zbioru danych, jako pochodzacej z zupelnie ,jinnej
bajki”). Powtérzenie opisanej procedury dla zbioru czterech (podstawowych)
obserwacji nie powoduje juz zidentyfikowania zadnej kolejnej jako odstepstwa.

Przypusémy jednak, ze zamiast obserwowaé¢ wygasajacy wplyw jakich$
zewnetrznych bodZcéw na badang zmienng, ekonomista obserwuje zjawisko wrecz
przeciwne, a mianowicie ,wybuchania”’ szeregu czasowego. Oznaczaé to moze, ze
w badanym procesie ukryty jest bgbel spekulacyjny.
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Tak jak i w przypadku obserwacji nietypowych, ogélna definicja
babli spekulacyjnych nie istnieje. Intuicyjnie, pojecie to odnosi sie
do takich proceséw, jak holenderska histeria tulipanowa
(obserwowana w latach 1634-1637, kiedy ceny pojedynczych cebulek
urosty do niebotycznych wielkosci — rzedu wartosci domu

w Amsterdamie — by spa$é praktycznie do zera) czy krach gieldowy
obserwowany w Stanach Zjednoczonych w 1929 roku (po
kilkuletnim okresie nabierajacego tempa wzrostu, w ciggu dwdch
tygodni wartos¢ indeksu spadta o okoto 35%), czyli proceséw
charakteryzujacych sie wystapieniem gwaltownego zalamania cen
poprzedzonego dluzszym okresem intensywnego wzrostu (rys. 3).
Najczesciej przyjmowana przez ekonomistow formalna definicja
babla spekulacyjnego to odstepstwo od przyjetego modelu
fundamentalnego, czyli modelu podstawowego, uwzgledniajacego
wszystkie istotne z punktu widzenia przyjetej teorii zmienne.

1925-01- 02
1925-01- 02
1927-01-02

1ezd-01- 02

1921-01-02
19220102
19230102

Rys. 3. Indeks gietdy nowojorskiej Dow
Jones w latach 1921-1929

Wynika to z probabilistycznego
twierdzenia, ze warto$é¢ oczekiwana
warunkowej warto$ci oczekiwanej pewnej
zmiennej jest warto$cig oczekiwang tej
zmiennej, o ile tylko zbiér warunkéw jest
»porzadny”.

Warunek transwersalnosci jest czesto
stosowang reguly przy wyznaczaniu
rozwigzan réwnan Eulera (a wlasnie

z takim mamy do czynienia w przypadku
modelu rynkéw efektywnych),
pozwalajaca zawezié¢ klase rozwazanych
rozwiazan.

1928-01-02

Oczywiscie nie chcieliby$Smy nazywaé bablem kazdego odstepstwa od
takiego modelu — oprécz maltych, czysto losowych zaburzen
wystepuja tez przeciez, jak juz wiemy, ,zwykle” obserwacje
nietypowe; babel spelnia¢ wiec musi kilka dodatkowych zalozen.

1923-01- 02

Przypus$émy, ze ceny na badanym rynku ksztaltuja sie zgodnie
z zadana (teoria) funkcja f wedlug wzoru

bt = f(xv t)v
gdzie t — czas, p; — cena w chwili ¢, a  — zestaw zmiennych obserwowanych lub
przewidzianych, ktére wedlug przyjetej teorii maja wplyw na p; (np. opéznione
lub przyszte oczekiwane wartosci p;). Mozna wéwcezas zadaé pytanie, czy dla
ustalonych wartosci zmiennych z, innych niz ceny, proces {p:} jest wyznaczony
jednoznacznie przez f7 Jesli tak, to nie mozemy mie¢ do czynienia z bablem
spekulacyjnym, a wszelkie odstepstwa od modelu obserwowane w rzeczywistosci
maja inny charakter (np. zaburzenia losowe, czy obserwacje nietypowe). Jednak
jesli proces {p:} nie jest wyznaczony jednoznacznie, to jest mozliwosé
wystepowania babla jako odstepstwa od modelu fundamentalnego (,wlasciwej”
Sciezki procesu).

W standardowym modelu rynkéw efektywnych (stosowanym na przykiad do
wyznaczania cen akcji gieldowych) zaklada sie, ze ceny na rynku ksztaltowane sa
zgodnie ze wzorem

(2) pe = YEi(pi1 + deya),

gdzie d;4+1 — dywidenda wyptacana w chwili t + 1, 0 < v < 1 — staly czynnik
dyskontujacy, F; — warunkowa warto$é oczekiwana (pod warunkiem zbioru
informacji dostepnego w chwili ¢; tu: zawierajacego informacje o strukturze
modelu i obecnych i przeszlych wartosciach rozwazanych szeregdéw czasowych);

a wiec warto$¢ aktywu w chwili ¢ jest zdyskontowana spodziewang wartoscia
akcji w chwili ¢t + 1, powiekszong o spodziewana dywidende.

Przepisujac réwnanie (2) dla ¢t + 1 i podstawiajac do réwnania dla ¢, otrzymujemy
Pt = YE(YEt+1(pee2 + dita) + ditr).
Korzystajac teraz z prawa iterowanych oczekiwan (najlepsza prognoza przyszlej
prognozy wartosci jakiej$ zmiennej jest obecna prognoza tej zmiennej), a $cisle:
Ey(Eetj(@ejar)) = Er(Tegjrr),
dla dowolnej zmiennej x i nieujemnych j i k, dostajemy:
Pt = 7 Et(pr42) + V2 Er(divo) + vEi(dis1).
Dalej, postepujac analogicznie, dostajemy

P = Z V' Ey(diyi) + nlingo V" Er(Ptsn)-
i=1

Przy dodatkowym warunku transwersalnosci

3)
19

Jim 4" Ey(pr4n) =0



rozwigzanie jest jedno i zadane jest wzorem

pl =Y V'Eildiy).

i=1

W analizie ekonomicznej, takiej jak prezentowana tutaj, warunek
transwersalnosci jest konsekwencja przyjecia zalozenia, ze rynek daje sie
opisywac za pomoca analizy problemu maksymalizacyjnego dla kompetentnego,
reprezentatywnego i nieskonczenie dlugo zyjacego inwestora. Nieskonczenie dtugo
zyjacy inwestor moze bowiem przyjaé¢ nastepujaca (nieobciazona zadnym
ryzykiem zwigzanym z fluktuacjami cen gieldowych) strategie: kupi¢ akcje

i nigdy jej nie sprzedawaé, tzn. trzymaé ja w nieskonczonosé i czerpaé zyski
wylacznie z tytulu dywidend (wéwcezas spodziewany zysk to p{ , zdyskontowany
strumient dywidend). Inwestorowi zyjacemu wiecznie powyzsza strategia bedzie
sie oplacala, jedli tylko ptf > p. Gdyby cena rynkowa p; byla nizsza od wartosci
ptf , to nadwyzka popytu na akcje spowodowalaby wzrost p;; analogicznie, gdyby
pr > p{ , to nadwyzka podazy spowodowaltaby obnizke ceny akcji. W zwiazku

z tym, jesli inwestorzy zyja nieskonczenie dlugo, a rynek jest w réwnowadze, to
cena p; nie moze odbiega¢ od wartosci fundamentalne;j.

Jednak gdy od rozwiazania réwnania (2) nie wymaga si¢ spelnienia warunku (3)
— a niespelnienie tego warunku nie musi wcale oznacza¢ nieracjonalnosci
inwestorow gietdowych — to dowolny proces speliajacy warunki

Pt = P{ + be,
(4) Ey(bis1) =10,
spelia wyjsciowy model rynku. Sktadnik b, ceny, czyli odstepstwo od modelu

fundamentalnego, moze by¢ bablem spekulacyjnym!

Najprostszym przyktadem babla spekulacyjnego jest babel deterministyczny,
wyrazony wzorem by = byy~?, dla by > 0. Nietrudno stwierdzi¢, ze spetnia on
warunek (4), jest réwniez stosunkowo latwy do wykrycia w praktyce. Jedyny
szkopul polega na tym, ze proces ten rosnie wyktadniczo w nieskonczono$c. . .,
a z takimi przypadkami w praktyce ekonomisci nie maja do czynienia.

Przyktadem bardziej ,zyciowego” babla jest babel pekajacy okresowo:

bi_1—b
U prawdopodobienistwem 7,
ﬂ't’}/
by = s
——— z prawdopodobienstwem 1 — 7y,
(1 —m)y

dla pewnej wartosci b > 0 (racjonalny babel okresowy, po peknieciu, nie moze
przyjaé wartosei 0, gdyz wtedy z (4) i faktu, ze babel spekulacyjny nie moze byé
ujemny — oznaczaloby to bowiem, ze inwestorzy moga oczekiwac, ze na gietdzie
w ktéryms momencie ceny spadna ponizej zera — juz zawsze musiatby by¢
réwny 0). Babel ten nie jest juz wprawdzie deterministyczny, ani nie rosnie

w nieskonczonosé, ale kolejne wzrosty babla zwiazane sa zawsze z taka sama
$ciezka.

Juz na pierwszy rzut oka widaé, ze na bablach spekulacyjnych inwestorzy moga
niezle zarabiaé¢ (ale oczywiscie tylko ci, ktérzy wiedza, kiedy jest najwlasciwszy
moment do wycofania si¢ z rynku!), wiec literatura przedmiotu rozwija sie bardzo
dynamicznie. Pogon za coraz bardziej elastycznym modelem babla prowadzi do
rozwazania coraz bardziej skomplikowanych postaci funkcyjnych, ktére niosg ze
soba caly szereg problemdw metodologicznych, sa coraz trudniejsze do
zaimplementowania i wykrywania w praktyce. Przykladem moze by¢ babel

b — Y b jesli by < a

LT G+ iy 0 (b — v0))up esli by > a,
gdzie § i o sa nieujemnymi parametrami spetniajacymi 0 < § < v~ 1o (warunek
nalozony jest po to, by babel mial szanse wzrastac), u; sa niezaleznymi
nieujemnymi zmiennymi losowymi o identycznych rozkladach spetniajacymi
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Eiuirq =1, zas$ 6, jest procesem Bernoulliego (kolejne wartosci to wyniki prob
w schemacie Bernoulliego), niezaleznym od u, o prawdopodobienistwie sukcesu
w jednej prébie réwnym 7.

Proces taki opisuje babel, ktéry roénie ze érednim tempem ~~! do czasu, az
przekroczy warto$é¢ «a; od tego momentu babel ro$nie szybciej, bo w tempie
~~Ir~1, ale w kazdym okresie z prawdopodobienistwem 1 — 7 zalamuje sie, by
spas¢ do poziomu 4, po czym sytuacja powtarza sie. W przypadku takiego babla,
w przeciwienstwie do zwyklego babla pekajacego okresowo, za kazdym razem
przebieg moze byé¢ zupelie inny, a to ze wzgledu na obecnosé zmiennej

losowej u;. Za pomoca parametrow «, ¢ i 0 mozna sterowaé czestoécig wybuchow
babli, érednim czasem ich trwania i skala zjawiska. Jednak stwierdzenie za
pomoca ekonometrycznej analizy, czy tego typu mechanizm wystepuje

w praktyce, graniczy z niemozliwoscia. . .

Babel deterministyczny Babel pekajacy okresowo Babel stochastyczny
Rys. 4 Przyktady realizacji réznych proceséw babli
Nic wiec dziwnego, ze doniesienia poszczegdlnych autorow na temat
wystepowania réznego rodzaju babli na réznych rynkach (w szczegdlnosci, na

gieldzie Nowojorskiej, czy Warszawskiej Gieldzie Papieréw Wartosciowych) sa ze
sobg sprzeczne. Ale gdyby tak udato si¢ wlasciwie przewidzieé przyszlosé. . .
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