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Streszczenie. W artykule przedstawiony zostal model odpowiedzi
odpornosciowe]j organizmu w kontakcie z antygenem (bakteria), znany jako
model Marczuka. W analizie matematycznej modelu skoncentrowano sie na
przypadku bardzo silnego uktadu odpornosciowego, ktory charakteryzuje sie
szybka produkcja przeciwcial i natychmiastows reakcja na infekcje. Zaktada sie
takze, ze uszkodzenie organu narazonego na infekcje jest niewielkie i nie ma
wplywu na zachodzace procesy. Wowczas model opisuje sie za pomoca, trzech
rownan rézniczkowych zwyczajnych. Udowodniono, ze przy dostatecznie duzym
poczatkowym zageszczeniu przeciwcial (powyzej pewnej wartosci progowej)
wszystkie rozwiazania uktadu zbiegaja do stanu stacjonarnego, ktory
odzwierciedla sytuacje zdrowego organizmu. Jesli poczatkowe zageszczenie jest
nizsze od progu, to kazde nietrywialne rozwiazanie albo zmierza do stanu
stacjonarnego odzwierciedlajacego chorobe przewlekta, albo jest ograniczone

i oscyluje wokot tego stanu.

Ze wzgledu na znaczna objetosé tekstu artykul zostal podzielony na dwie czesci: cze$é¢ pierwsza poswiecona jest
analizie modelu, cze$¢ druga (M-S-N 42) koncentruje sie na przypadku organizmu powracajacego do zdrowia.

1. Wprowadzenie

Uktad odpornosciowy jest jednym z najbardziej
skomplikowanych, a jednoczesnie najwazniejszych
uktadow decydujacych o prawidtowym funkcjonowaniu
organizmu. Poznajemy jego funkcjonowanie coraz lepiej,
ale w dalszym ciagu nie mozna powiedzie¢, ze kazda
reakcje odpornosciowa da sie opisa¢ z dowolng
doktadnoscia. Matematyczne modelowanie tak
skomplikowanej struktury moze budzi¢ watpliwosci.
Najczesciej spodziewamy sie, ze modele precyzyjnie
odzwierciedlajace tego typu procesy powinny by¢é
odpowiednio rozbudowane. Nalezy jednak zdawaé sobie
sprawe z tego, ze zbytnio rozbudowane modele rzadko
mozna przeanalizowaé stosujac znany formalizm
matematyczny, a zatem nie mozna z nich wysnué
dostatecznie wiarygodnych wnioskéw. Przeprowadzenie
symulacji numerycznych stanowi tylko sugestie dotyczaca
zachowania rozwiazan, ale nie dowodzi takich zachowan.
Trzeba takze podkreslié, ze proponowany model nie moze
by¢ zbytnio uproszczony i powinien odzwierciedlaé
podstawowe cechy danego zjawiska.

W 1980 roku Guri I. Marczuk opublikowal ksiazke

Witasciwie G. I. Marchuk wedlug polskiej transkrypcji rosyjskiego
nazwiska, ale w artykule bedziemy uzywacé¢ wersji spolszczonej.

o matematycznym modelowaniu odpowiedzi
odpornosciowej [19], gdzie wprowadzil r6zne wersje
swojego modelu, ktérego role w zastosowaniach
matematyki w immunologii mozemy poréwnaé do roli
modelu Lotki-Volterry w klasycznej ekologii
matematycznej. Wyniki doswiadczalne dla pewnych
chor6b okazaly sie bardzo podobne do teoretycznych
wynikéw uzyskanych na podstawie modelu Marczuka.
Prosty model odpowiedzi odpornosciowej, o ktérym
bedzie mowa w tym artykule i ktory bedziemy nazywaé
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modelem Marczuka, zostal zaproponowany nieco
wezesniej, w 1975 roku w [18], ale dopiero publikacja [19]
pozwolita na zapoznanie sie z nim nieco szerszemu
kregowi czytelnikéw, w tym takze polskim naukowcom.
W pozniejszych latach ukazaly sie takze tlumaczenia tej
ksiazki na jezyk angielski [20] i polski [21]. Marczuk
przez wiele lat byl przewodniczacym Akademii Nauk
ZSSR, co nie uchronito go przed zachorowaniem na
zo6ttaczke zakazna. Dtugi pobyt w szpitalu urozmaicalt
sobie poznawaniem mechanizméw immunologicznych.
W rezultacie doprowadzilo to do powstania modelu
reakcji odpornosciowej i zaowocowalo wieloma pracami
naukowymi w tej dziedzinie (por. [23, 24| oraz [21, 22]

i zawarta tam bibliografie).

Kilka lat p6zniej Marczuk przedstawil swéj model

i opowiedziat jego historie w trakcie wyktadu na
Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW.
Zarowno sam model, jak i mozliwosci jego zastosowania,
zafascynowaly jednego z pionieréw polskiej
biomatematyki, prof. Wiestawa Szlenka (por. [6]).

Gloéwnym celem tej pracy jest przedstawienie wynikow
zamieszczonych w nieopublikowanym artykule

W. Szlenka [30]. Dotycza one opisu dynamiki modelu
Marczuka w szczegdlnym przypadku — gdy uktad
odpornosciowy jest bardzo silny i reaguje na infekcje bez
opOznienia. Podkresli¢é nalezy, ze ostatnie zatozenie ma
sens z matematycznego punktu widzenia, natomiast

w rzeczywistosci opdznienie reakcji odpornosciowe;j

w stosunku do pojawienia sie antygenu w organizmie
wystepuje zawsze, ale nie zawsze ma duzy wplyw na
dynamike uktadu. Brak lub niewielkie op6znienie
mozemy zalozyé w sytuacji antygenu rozpoznawanego
przez organizm. Reakcja nastepuje w ciagu paru godzin
i zwykle mozna jej opdznienie w modelu zaniedbaé.

W poréwnaniu do kilku dni w przypadku nieznanego



antygenu, stanowi wartos¢ istotnie niewielka. Wyniki
pracy pozwalaja na lepsze zrozumienie dynamiki modelu
oraz analize sytuacji, w ktérych rézni sie on od
rzeczywistosci (wiadomo, ze dla wielu infekeji
bakteryjnych model Marczuka niezbyt dobrze
odzwierciedla zachodzace zmiany — przykladem moze
by¢ odra).

2. Prezentacja modelu Marczuka

W tym rozdziale zajmiemy sie oméwieniem konstrukeji
prostego modelu odpowiedzi odpornosciowej
zaproponowanego przez G. I. Marczuka ([18]-[22], por.
takze [14]). Przedstawimy takze podstawowe wtasnosci,
udowodnione gtownie przez L. N. Belykha w [3| i G. L.
Marczuka w [18] - [22]. Dodajmy, ze zesp6! Marczuka nie
zajmowal sie badaniem globalnych wtasnosci uktadu.
Prace nad taka analiza rozpoczal W. Szlenk (ale swoich
rezultatow nie opublikowal), a nastepnie byty one
kontynuowane przez U. Forys (por. [5, 8], [10]-[13]).
Model doczekatl sie takze réznego typu uogélniern —
oprocz rozbudowanych modeli infekcji wirusowej
proponowanych przez Marczuka i jego zespol (por.

[21, 22] i bibliografie tamze), takze innych, nieco
prostszych (por. np. [1, 2, 7, 9]).

2.1. Konstrukcja modelu

Reakcja odpornosciowa nastepuje w organizmie

w wyniku wnikniecia do niego obcego czynnika, ktory
nazywamy antygenem. W przypadku prostego modelu
Marczuka antygenem sa bakterie, poniewaz np. wirusy
wywoluja znacznie bardziej skomplikowane reakcje, ktore
wymagaja bardziej skomplikowanego opisu
matematycznego. Mozemy takze spotkaé innego typu
antygeny, jak np. trucizny, jady, szczepionki, ktére
stanowia antygeny zewnetrzne, ale takze antygeny
wewnetrzne, ktore w sytuacji dobrego funkcjonowania
ukltadu odpornosciowego nie powinny by¢ traktowane jak
antygen, ale uposledzenie dzialania tego uktadu prowadzi
do wywolania reakcji odpornosciowej w odpowiedzi na
czynnik, ktory faktycznie antygenem nie jest. Z podobna
sytuacja mamy do czynienia w przypadku alergii.

Pojawienie sie antygenu wywotuje ciag skomplikowanych
reakcji, ktore w efekcie doprowadzaja do rozpoznania
antygenu i uruchomienia produkcji przeciwcial swoistych
(czyli takich, ktore sa wyspecjalizowane w zwalczaniu
danego typu antygenu) przez komorki plazmatyczne.

W rzeczywisto$ci opisywane reakcje sa znacznie bardziej
skomplikowane. Opis przedstawiony w tym artykule pochodzi z prac
Marczuka i stanowi skrétowe uzasadnienie réwnan modelu.

Mechanizmem uruchamiajacym te kaskade jest powstanie
tzw. kompleksu VT, czyli przyltaczenie do antygenu
przeciwcialta prezentujacego. Stad w modelu zaktada sie,
ze produkcja komérek plazmatycznych zalezy od liczby
potaczeni antygen—przeciwcialto, ale wystepuje opdznienie
miedzy powstaniem takiego polaczenia a powstaniem
nowych komorek plazmatycznych, wyspecjalizowanych do
produkcji swoistych przeciwcial.
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Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

e V(t) — zageszczenie populacji bakterii (antygenu)
w organizmie w chwili ¢,

e (C(t) — zageszczenie komorek plazmatycznych
w chwili ¢,

e F(t) — stezenie przeciwcial w chwili ¢.

Zauwazmy, ze antygeny i komérki plazmatyczne stanowia w tym

przypadku populacje komoérkowe i dlatego méwimy o ich zageszczeniu,
natomiast przeciwciala sa biatkami.

Roéwnanie opisujace dynamike antygenu jest w modelu
Marczuka takie samo, jak pierwsze réwnanie klasycznego
modelu Lotki - Volerry (por. np. [25]). Zaklada sie, ze
bakterie rozmnazaja sie za stalym wspotczynnikiem
reprodukcji £ i gina w wyniku reakcji odpornosciowych,
czyli wiazania z przeciwciatami, proporcjonalnie do liczby
tych wiazan (ze wspotczynnikiem proporcjonalnosci -,
ktory odzwierciedla prawdopodobienistwo zwiazania
antygenu z przeciwciatem i site ich reakcji). Stad

V(t) = BV (t) = V(D F ().

Z kolei przeciwciala ging w wyniku wiazania z antygenem
i w procesie naturalnej degradacji. Jak juz
wspominaliémy, sa one produkowane przez komorki
plazmatyczne w stalym tempie o. Otrzymujemy wiec
rOwnanie

E(t) = oC(t) =mV () F(t) — prF(t),
gdzie 1) opisuje, jaka czes$¢ zwiazanych przeciwcial ginie
w wyniku reakcji odpornosciowych, a u;l odzwierciedla
$redni czas przetrwania przeciwciala.

Produkcja komoérek plazmatycznych, uruchamiana przez
powstanie komplekséow VT, rozpoczyna sie z pewnym
stalym opéznieniem 7 w stosunku do mechanizmu
uruchamiajacego. Précz tego w organizmie utrzymuje sie
staty fizjologiczny poziom przeciwcial C*, poniewaz
zalozyliSmy, ze organizm zna dany antygen. Wobec tego
w przypadku braku antygenu, jesli wystapi odchylenie od
poziomu fizjologicznego, to nastepuje samoczynne
wyréwnanie, co opisujemy za pomoca réwnania

C(t) = pc(C* — C(1)),

gdzie ual oznacza $rednig dtugos$é zycia komorki
plazmatycznej. Wtedy

C(t)=C*+ (Cyp — C*) exp(—pct) — C* przy t — oo.
Natomiast gdy antygen wystepuje w organizmie,
powyzsze roOwnanie zastepujemy nastepujacym

Ct)y=aV(t—T1)F(t—7) — pc(C(t) — C),

przy czym « jest wspolczynnikiem immunogennosci
antygenu odzwierciedlajacym site odpowiedzi
odpornosciowej na dany antygen.

W oryginalnym modelu wystepuje dodatkowa zmienna
opisujaca stopien uszkodzenia organu zaatakowanego
przez antygen. Przypomnijmy, ze Marczuk budowal swoj
model z mysla o z6ttaczce i stopniu uszkodzenia watroby
w wyniku tej choroby. Jesli M oznacza charakterystyke
(mase lub powierzchnie) zdrowego organu, natomiast



M (t) — zdrowa czesé organu uszkodzonego w wyniku
dziatania antygenu, to definiujemy
M — M(t)
=
zatem zmienna m € [0, 1] opisuje stosunek czesci
uszkodzonej do calosci i m = 0 w przypadku organu
zdrowego oraz m = 1 w przypadku organu catkowicie
zniszczonego. Dynamike m(t) opisujemy za pomoca
prostego réwnania liniowego

m(t) = oV (t) — umm(t) dla m(t) <1,
gdzie o odzwierciedla zdolnosé antygenu do niszczenia

zainfekowanego organu, natomiast p,,! oznacza $redni
czas regeneracji tego organu.

m(t)

Wielko$¢ m(t) wplywa na dziatanie uktadu
odpornosciowego w taki sposob, ze zmniejsza jego
zdolnosé do produkeji komoérek plazmatycznych, zatem
zamiast wspdlczynnika immunogennosci « rozpatrujemy
w modelu czterowymiarowym wspoétczynnik a&(m), gdzie
&(m) jest nierosnaca funkcjg zmiennej m, £(0) =1

i¢(1)=0.

Ostatecznie model Marczuka uktadu odpornosciowego
w przypadku infekcji bakteryjnej opisujemy uktadem
czterech rownan rézniczkowych z opdznieniem postaci

V(t) = (B —~F()V (1),
C(t) = ag(m(O)V(t = 7)F(t —7)=

_:U/C(C(t) - C*)a
F(t) = oC(t) = (pr +mV (1) F(t),
m(t) = oV (t) — pmm(t) dla m(t) < 1.
W wiekszosci przypadkéw istnieje pewna progowa
wielkosé m*, do ktérej m nie wplywa znaczaco na reakcje
odpornosciowa i mozna zatozy¢, ze {(m) =1 dla
m < m*. Podstawowa analize stabilnosci w przypadku
m > m* przeprowadzil Belykh w [3] i jest ona podobna
do analizy dla m < m*, tylko bardziej skomplikowana
obliczeniowo. Zaréwno w tym artykule, jak i w innych
pracach dotyczacych globalnej analizy modelu Marczuka
(por. [10]-[13]), zaktada si¢, ze m < m* 1 przy tym
zalozeniu model redukuje si¢ do trzech réwnan
rézniczkowych z opdznieniem. Ponadto zaktadamy, ze
reakcja obronna organizmu jest natychmiastowa (7 = 0).
Po uwzglednieniu zalozeni uktad (1) mozna sprowadzié¢ do
nastepujacego ukltadu réwnan réwnan rézniczkowych
zwyczajnych:

(1)

V= (8-~F)V,
C =aVF — uc(C —C),
F=0C— (up+mV)F

z warunkami poczatkowymi:

(2)

_oc”
pE
Zauwazmy, ze przy C'= C* i V = 0 z trzeciego réwnania

uktadu (2) dostajemy F* jako stan stacjonarny uktadu

i jednoczesnie poziom fizjologiczny przeciwcial.
Ostatecznie (0, C*, F*) jest stanem stacjonarnym ukltadu
odpowiadajacym zdrowemu organizmowi, zatem

V(0)=Vy >0, C(0)=C*>0, F(0)=F"
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zdefiniowany warunek poczatkowy odpowiada zarazeniu
zdrowego organizmu pewna dawka antygenu V.

2.2. Podstawowe wlasnosci ukladu (1)

Zanim przejdziemy do globalnej analizy uktadu (2)
przedstawimy podstawowe wlasnosci uktadu wyjsciowego
(1), por. [3] i [19]-[21] oraz [14].

Uktad (1) jest uktadem réwnan z op6znionym
argumentem, zatem jako warunek poczatkowy nalezy
zada¢ funkcje okreslona na odcinku [—7, 0] o wartosciach
w (RT)3 x [0,1] (o wspohrzednych V (¢), C(t), F(t),
m(t)). Poniewaz tylko wspotrzedne V (¢) i F'(t) wystepuja
z opOZnionym argumentem, wiec mozemy sie ograniczy¢
do okreslenia ich wartosci na przedziale [—, 0],
natomiast dla C' i m zada¢ tylko wartosci Cy 1 my, ale
nalezy pamietaé, ze z formalnego punktu widzenia
potrzebne sg wszystkie cztery funkcje.

Istnienie, jednoznaczno$¢ i nieujemnosé rozwiazan dla
nieujemnego warunku poczatkowego mozemy wykazaé
stosujac tzw. metode krokéw (por. np. [16]). Metoda ta
opiera si¢ na zasadzie indukcji matematycznej i pozwala
zastosowaé znane techniki dotyczace rownan
rozniczkowych zwyczajnych. Zauwazmy, ze jesli zadamy
funkcje poczatkowe VO(s), FO(s) : [-7,0] — RT, to dla
t € [0, 7] uklad (1) sprowadza si¢ do niejednorodnego
uktadu rrz postaci

V(t) = (B —~yF )V (1),

3) C:’(t) = af(m(t))Go(t) — pc(C(t) — C),
F(t) = oC(t) — (ur +mV (1) F(t),

m(t) = oV (t) — pmm(t) dla m(t) < 1.

gdzie Go(t) = VO(t — 7)F°(t — 7) jest znana funkcja,
gdyz dla t € [0, 7] argument ¢ — 7 € [—,0]. Poniewaz
funkcje opisujace wspohrzedne prawej strony uktadu (3)
sg wielomianami kwadratowym wzgledem V', C, F, m,
zatem sa klasy C! (faktycznie C*), co oznacza, ze
spelniaja zatozenia twierdzen o lokalnym istnieniu

i jednoznaczno$ci rozwiazan réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, por. np. [26]. Istnieje zatem odcinek

[0,7) C [0, 7], na ktorym mamy jednoznaczne rozwiazanie
uktadu.

Pokazemy teraz, ze istniejace rozwiazanie jest nieujemne.
Zauwazmy, ze pierwsze rownanie ukladu (3) mozemy
zapisa¢ w rOwnowaznej postaci catkowej

. t
b =8-aF = |y| = [(8-Fs)ds =
0
t

= Vit)=W exp(ﬁt — /WF(s)ds)
0
z czego wynika, ze wspolrzedna V (¢) jest nieujemna dla
Vo 2 0, co wiecej, V(t) > 0 dla Vo > 0. Zatem
z matematycznego punktu widzenia wyzdrowienie moze
wystapié tylko asymptotycznie, natomiast w praktyce
zageszczenie antygenu nizsze od czulosci urzadzen



pomiarowych jest niewykrywalne i takie zageszczenia
uznajemy za roOwnowazne wyzdrowieniu.

Przy zalozeniu £(m) = 1 drugie réwnanie uktadu (3) jest
réwnaniem liniowym niejednorodnym, ktére mozemy
rozwiaza¢ stosujac metode uzmienniania stalej (por. np.
[26]). Otrzymujemy

C(t) = C* + (Co — C”) exp(—pct)+

+ [ Go(s)exp (—puc(t — s)) ds,
/

przy czym przy zalozeniu nieujemnosci warunku
poczatkowego G(s) > 0 oraz ze wzgledu na nier6wnosé
C* + (Co — C*)exp(—puct) =

= C*(1 — exp(—pct)) + Coexp(—pct) > 0
dla t > 0, dostajemy C(t) > 0 dla ¢ € [0, 7]. Zauwazmy
tez, ze w tym przypadku wspolrzedna C jest
zdefiniowana za pomoca powyzszego wzoru na calym
przedziale [0, 7]. W ogdlnym przypadku, gdy £(m) < 1,
mozemy oszacowaé wartosé pochodnej C' z dohu przez
—ncC(t) i wywnioskowadé, ze rozwiazanie spelnia
nastepujaca nierdwnosé

C>—pucC = C(t) = Cyexp(—puct).
Zatem C(t) > 0 dla Cy > 0. Zauwazmy takze, ze jesli
Cy = C*, to z powyzszych nieréwnosci wynika, ze
C(t) > C* dla dowolnego t > 0. Dokladnie w taki sam
sposob pokazujemy nieujemnosé m(t).

Jesli wiemy juz, ze C(t) > 0 dla t € [0,%), to podobnie
mozemy oszacowaé pochodna F' i znalezé oszacowanie
t

P> Foesp(~ V(o) + ar)sis)
0
z czego ponownie wynika, ze F(t) > 0 dla Fy > 0.

Pokazemy teraz, ze z nieujemnosci rozwigzan wynika ich
istnienie na calym przedziale [0, 7]. W tym celu
oszacujemy nasze rozwiazania z gory. Dla pierwszej
zmiennej mamy

V<PV = V() < Voexp(Bt),
zatem wzrost V (¢) jest co najwyzej wyktadniczy, czyli

V(t) jest ograniczona na kazdym przedziale
ograniczonym.

Z kolei dla zmiennej C(t) zachodzi
¢

c <aGy = C(t) <Gy +OL/G0(S)d5,
0
czyli C(t) jest rowniez ograniczona na kazdym
podprzedziale odcinka [0, 7].

Z ograniczonosci C(t) i V(t) tatwo wnioskujemy
ograniczonos$¢ F(t) 1 m(t). Skoro funkcje te sa
ograniczone, zatem ograniczone sg takze ich pochodne
(jako funkcje ciagte na zbiorach zwartych), czyli
rozwigzanie mozna przedtuzyé biorac jako nowy warunek
poczatkowy granice lim,_ ;- (V (¢),C(¢), F(t),m(t))
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(istnienie granicy tatwo wynika z ograniczonosci
pochodnej) oraz punkt ¢ i stosujac twierdzenie o istnieniu
rozwigzan. Wobec dowolnosci ¢ wnioskujemy, ze
rozwiazanie istnieje na calym odcinku [0, 7].

Stosujac metode krokéw zaktadamy teraz, ze istnieje
nieujemne rozwiazanie uktadu (1) na odcinku

[(n — 1)1, n7] i powtarzajac powyzsze rozumowanie
wykazujemy istnienie nieujemnego rozwiazania na
kolejnym odcinku [n7, (n + 1)7]. Na mocy zasady
indukcji matematycznej jednoznaczne, nieujemne
rozwiazanie ukladu (1) istnieje dla dowolnego ¢ > 0.

2.3. Stany stacjonarne

Kolejny krok w analizie uktadu réwnan rézniczkowych
stanowi znalezienie stanéw stacjonarnych i zbadanie ich
stabilnosci. W tym celu przyréwnujemy do zera prawa
strone uktadu i rozwiazujemy nastepujacy ukltad réwnan
algebraicznych:

0= (8—F)V,
0=a&(mVF - puc(C -
0=0C—(ur +mV)F,
0=0V — fty,m.

) ° = C"),

Oczywiscie aby rozwiazaé¢ uktad (4), musimy znaé
konkretna posta¢ funkcji €. Przypomnijmy jednak, ze dla
m < m* zalozyliSmy, ze {(m) = 1 i poszukamy stanow
stacjonarnych spelniajacych te zaleznosé. Dodatkowo
przy m < m* ostatnie rownanie nie wplywa na pozostale,
zatem badanie mozemy ograniczy¢ do uktadu trzech
rownan, a nastepnie sprawdzi¢ zachowanie ostatniej
zmienne;j.

Jak juz wezesniej zauwazylismy, uklad (4) ma
rozwigzanie opisujace stan zdrowia, czyli V =0, C = C*,
F = F* i oczywiscie m = 0. Rozwiazanie to (a wlasciwie
jego pierwsze trzy wspolrzedne) oznaczymy X;.

Jesli V' # 0, to z pierwszego rownania ukladu (4) wynika,
ze F = % Wstawiajac te zaleznosé do drugiego

i trzeciego réwnania mozemy obliczy¢ pozostate
wspoélrzedne tego punktu stacjonarnego:

— pe(ppf—v0C*) - appf— 1y ucC*
V= . C = .
Blao —nypc) y(ovo — nypc)

Stan stacjonarny X, = (V, F, C') odzwierciedla chorobe
przewlekla, oczywiscie pod warunkiem, ze wszystkie jego
wspotrzedne sa dodatnie. Wspotrzedne V' i C mozemy
przepisa¢ w nieco innej postaci

pr(aBo =y’ pcF*)

7o popr(B—vF*) L
o(ao —nypc)

Blao —mypc)

z czego wynika, ze V > 0 jesli spelniony jest jeden
z dwoch warunkow

A. B>~F*iap>nyuc albo
B. B<~yF*iap <nyuc.



Zauwazmy dalej, ze przy warunku A mamy:

(5)  aBo—mPucF* > yF*(ao—nypc) > 0,
zatem C' > 0, przy warunku B nier6wnos¢ (5) zmienia
znak, ale znak zmienia takze mianownik C', zatem takze
C > 0. Widzimy zatem, ze warunki A, B sa warunkami
koniecznymi i dostatecznymi istnienia dodatniego stanu
stacjonarnego. Zauwazmy takze, ze w tym przypadku
m ==V >0oraz V < Emm*. Ostatnia niero6wnosé
oznacza, ze warto$¢ stacjonarna V nie moze byé zbyt
duza w rozwazanym przypadku. W [3] mowi sie o lekkiej
chorobie przewleklej, natomiast gdy m > m* —
o ciezkiej.
Badajac lokalna stabilnosé rozwiazan stacjonarnych
uktadéw z opoZznionym argumentem postepujemy
podobnie, jak w przypadku bez op6znienia. Zaczynamy
od zamiany zmiennych prowadzacej to tego, ze stan
stacjonarny przesuwa si¢ do punktu (0,0, 0). Niech
(V,C, F) oznacza stan stacjonarny. Zdefiniujmy nowe
zmienne: v =V -V, ¢c=C—-C, f=F — F. Wtedy:
o(t) = (8= vF =~ f()v(t) =V f(1),
ét) =a(Vf(t—1)+ Fo(t — 1)+

Fo(t =7)f(t = 7)) = poct),
f(t) = ec(t) — prf(t)—

iy (Fult) + V(1) + (0) (1))
Nastepnie linearyzujemy uktad (6) wokot punktu (0,0, 0)
zakladajac, ze |v(t)| < e, |c(t)] <e, |f(t)| <edlat >0
i wtedy sktadniki wyzszego rzedu, czyli w naszym
przypadku v(t) f(t) i v(t — 7) f(t — T) szacuja si¢ przez £2,
co mozemy pominaé. Po zlinearyzowaniu uklad (6)
przyjmuje postac
o(t) = (B—~F)o(t) =V f(t),
¢(t) = a(Vf({t—7)+ Fo(t — 7)) — poc(t),
f(t) = oc(t) — pr f(t) —my(Fo(t) + V f(1)).
W kolejnym kroku poszukujemy nietrywialnych
wyktadniczych rozwiazan uktadu (7), czyli

(v(t), c(t), f(t)) = (vo, co, fo) exp(At), A # 0. Z uktadu (7)
otrzymujemy nastepujace zaleznosci

(8)
0= (=A+8—7vF)vo =V fo,
0 = aFuvgexp(—A7) + oV foexp(—=A7) — (ue + o,
0 = —1pyFvo + 0co — (Y V + ir + A) fo-

(6)

(7)

Uktad (8) ma nietrywialne rozwiazania, jesli

(9)

B—~yF =\ 0 -V
det | aFexp(=A7) —pc —A oV exp(—Ar) =0.
Al o —mV —pr—X

Twierdzenie o linearyzacji gwarantuje, ze jesli wartosci
wlasne, czyli rozwiazania rownania (8) maja czesci
rzeczywiste ujemne, to rozwiaznie (0,0, 0) uktadu (6) jest
asymptotycznie stabilne, natomiast jesli istnieje wartosé
wlasna o czesci rzeczywistej dodatniej, to rozwiazanie
jest niestabilne.
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Przejdziemy teraz do zbadania wartosci wlasnych dla
poszczegbdlnych standéw stacjonarnych. Zaczniemy od X;.
Wtedy macierz uktadu jest dolnietrojkatna i réwnanie
(8) przyjmuje postaé

(B =7F = N(pe + N (mV + pr +A) = 0.
Zatem wartosci wlasne sg rowne: \y = 3 — yF™*,
Ao = —pic, A3 = —(1YV + up), zatem sa rzeczywiste
i wszystkie sa ujemne pod warunkiem § < vF*. Widzimy
wiec, ze warunkiem dostatecznym asymptotycznej
stabilno$ci rozwiazania X; jest spelnienie nieréwnosci
8 < vF™*, co oznacza niewielka reproduktywnosé
antygenu [ w stosunku do poziomu fizjologicznego
przeciwcial F*. Natomiast jesli 3 > vF™*, to X; jest
niestabilne.

Badajac stabilno$¢ rozwiagzania Xo otrzymujemy (por.
np. [14] albo [21]) nastepujace rownanie

charakterystyczne
W(A) =X +aX? + b\ —d+ (f — g)\) exp(— A7),
gdzie

a=pc+pr+mMV, b= pc(pr +mV) —npyV
d=nypuchV, g=aoV, f=pg.
Funkcje W () nazywamy pseudowielomianem

charakterystycznym i od jej wlasnosci zalezy znak czesci
rzeczywistych wartosci wlasnych.

(10)

W przypadku rrz funkcja charakterystyczna jest wielomianem stopnia
réownego wymiarowi uktadu. W przypadku réwnan z opdéznieniem
dyskretnym (czyli ze stalym opéznieniem, ewentualnie skonczona liczba
stalych opo6znien) funkcja ta staje si¢ kombinacja liniowa wielomianow
i funkcji wykladniczych, co nazywamy pseudowielomianem.

Niestety dla 7 > 0 pseudowielomian ma nieskoriczenie
wiele pierwiastkdéw, co utrudnia jego analize
(przypomnijmy, ze dla wielomianéw mozemy skorzystac
np. z kryt. Routha—Hurwitza, por. np. [15]). Skorzystamy
z metody zaproponowanej w [3] i wykorzystamy
kryterium Michajlowa (ponownie jak w przypadku
modelu Marczuka proponujemy spolszczona pisownie
nazwiska Mikhailov). Ponizej przedstawimy jedna

z prostszych wersji tego kryterium w zastosowaniu do
uktadéw z pojedynczym opdznieniem dyskretnym.

Lemat 1. Niech pseudowielomian charakterystyczny ma
postac
W(A) = P(A) + Q(X) exp(AT).

Jesli deg P(\) > deg Q(N\) @ P(\) nie ma wartosci
wtasnych na osi urojonej, to wszystkie pierwiastki
pseudowielomianu W () lezg w lewej pélptaszczyznie
zespolonej, jesli przyrost argumentu wektora W (iw) przy
w rosngeym od 0 do +oo wynosi 5 deg P.

W przypadku analizowanym w tej pracy, jesli
rozwigzanie jest stabilne dla 7 = 0, to z ciagtej zaleznosci
od parametréw (opdznienie w pewnych przypadkach
moze by¢ traktowane jak parametr, od ktorego dynamika
zalezy w sposob ciagty, ale nie zawsze — o czym nalezy
pamietaé, por. np. [4]) wynika, ze albo rozwiazanie jest
stabilne dla wszystkich 7 > 0, albo istnieje krytyczna
wartosé parametru 7., dla ktérej moze nastapié
destabilizacja.



Zarowno kryterium Michajlowa, jak i analiza
przedstawiona w [13] pokazuja, ze w tym przypadku
istnieje dokladnie jedna wartosé krytyczna 7. > 0
(oczywiscie w przypadku stabilnosei dla 7 = 0), przy
ktorej moze nastapié¢ zmiana stabilnosci. Dla 7 = 0
mozemy zbadaé stabilnosé punktu X5 za pomoca
kryterium Routha - Hurwitza. Otrzymujemy stad
warunek konieczny stabilnosci dla 7 > 0 w postaci
0<f—d<alb—yg).
Z nieréwnosci f —d > 0 wynika, ze ap > nyuc, zatem
stabilno$¢ stanu Xo przy 7 > 0 jest mozliwa tylko
w przypadku spelnienia warunku A. Natomiast wczesniej
sprawdziliémy, ze w przypadku B, gdy 8 < vF™*, mamy
lokalng stabilno$é punktu Xj.

W [3], na podstawie kryterium Michajtowa, zostato
udowodnione nastepujace twierdzenie dotyczace
stabilnosci rozwiazania X (twierdzenie to mozna
rowniez znalezé¢ w [20, 21])

Twierdzenie 1. Zatézmy zZe uct < 1 oraz

—d
(1) !
a—gr
Wtedy stan stacjonarny Xo = (V,C, F) jest lokalnie
asymptotycznie stabilny.

0<

<b—g— fr.

Twierdzenie 1 zadaje warunki wystarczajace stabilnosci
rozwiazania Xy przy ustalonych parametrach. Warunki
te powoduja, ze hodograf Michajtowa ma ksztalt
przedstawiony na rys. 1. Mozna jednak te warunki nieco
ostabié.

F-1,5

Rys. 1. Hodograf Michajlowa dla parametréw: a = f = 1,
d=g=717=0.5,b=2.

Twierdzenie 2. Zaldéimy, ze a — g7 > fTTz oraz
spetnione sq zatozenia (11) poprzedniego Twierdzenia.
Wtedy stan stacjonarny Xo = (V,C, F) jest lokalnie
asymptotycznie stabilny.

Mozna pokazaé, ze jesli ucm < 1, to a — g1 > %2, zatem
jesli spelnione sa nieréwnosci (11), to z Twierdzenia 2
wynika stabilno$é¢ rozwiazania X,. Zatem przy pcr < 1
Twierdzenie 1 jest prostym wnioskiem z Twierdzenia 2.
Oczywiscie przy uct > 1 zatozenia Twierdzenia 2 takze
moga by¢ spelnione i wtedy rozwiazanie X5 jest stabilne,
co wiecej — hodograf Michajlowa moze mieé¢ taka sama
postaé jak na rys. 1. Zatem zalozenia Twierdzenia 1 nie
sa warunkami koniecznymi ani stabilno$ci rozwiazania
X5, ani tez odpowiedniego ksztaltu hodografu

Michajtowa, stanowig tylko warunki dostateczne.
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Przejdziemy teraz do przeanalizowania pewnego
specjalnego przypadku, gdy o — oo (lub réwnowaznie
ap — 00), czyli sytuacji organizmu bardzo odpornego.

Po przeprowadzeniu odpowiednich oszacowan i przejsciu
do granicy ap — oo otrzymujemy

-1
1

(12) —) .

e + pF

Zauwazmy takze, ze dla 7 = 0 nieréwnos¢ ta oznacza, ze

8 —~vF* < pue + pp, co wynika z kryterium

Routha-Hurwitza.

O<ﬂ—fyF*<<T+

3. Podstawowe wlasnosci uktadu (2)

Przejdziemy teraz do zasadniczej czesci naszej analizy
przy 7 = 0. Zaré6wno w tym, jak i w nastepnych
rozdziatach zajmiemy sie badaniem przebiegu rozwiazan
uktadu (2). Bedziemy sie opiera¢ na nieopublikowanej
pracy W. Szlenka [30].

W celu uproszczenia notacji wprowadzimy dodatkowe
oznaczenia:

c=C—-C* ¢=VF, F=

= |

Wtedy uklad (2) przybiera postaé:

(@) V = (B=~F)V =BV =79,
(13) (b) ¢ = ap — pce,

(c) F'=oc—mnyp — pp(F — F*).
Uktad (13) ma dwa stany stacjonarne: Xo = (0,0, ')
i X =(V,¢ F) we wspotrzednych (V, ¢, F'). Odpowiednie
wspolrzedne rozwiazania chronicznego zapisujemy teraz
w postaci:

—_,UCMFCZ ,_Oé,uFd =
(14) V_ KF , C= K ) F_

p
’y?

gdzied =F — F*, K = ap — nyuc-
Warto zauwazy¢, ze w [20], strona 52, wzor na € jest niepoprawny.

W poprzednim rozdziale pokazalismy, ze uktad

rownari (1) nie wyprowadza rozwigzan poza zbior
{V=0,c20,F >0,m >0}, tj. jesli dla pewnego ty
znajdzie sie w tym zbiorze, to w nim pozostanie dla

t >ty (por. takze lemat 4). Zatem uklad réwnan (13)
rowniez nie wyprowadza rozwigzan poza zbior

Ot ={V >0,c>0,F > 0}. Stan stacjonarny X zawsze
nalezy do O%, a stan chroniczny X € Ot < 4 > 0.

Calkujac rownanie (13(a)) w przedziale [to, t] dostajemy

s)ds

(15) V(8) = V(tg)eP 1) Jig T

Zaktadajac, ze znamy ¢(s), rozwiazanie (13(b)) w tym
samym przedziale zadane jest wzorem

¢
(16)  c(t) = c(tg)e Hetto) 4 aefﬂct/e“csgo(s) ds.

to



Dla ty = 0 mamy

(17)

—ae uct/eucs
0

Pokazemy teraz, ze funkcja ¢(t) moze by¢ wyrazona za
pomoca tylko funkcji V(t). Zauwazmy, ze zaleznosé (15)
implikuje

p(t) = V(to)e” e “F(s)

- V(to)eﬁ(tto)( )dt { [ F s)d5:|

Pomnézmy lewa i prawa strone rownania (18) przez e#cs
i scatkujmy w przedziale (¢o,t)

(18) — f:o F(s)d

t

[ eresits) s =

to
N [
— V(ty)e Bto| _= / (Nc-i-ﬁ)s e !
(Eo)e ( 7) ds

} ds.
to
Catkujac przez czesci otrzymujemy

l)/ (nc+B)s @ [—Vf F(ﬁ)dﬁ]d _
¥ ds

0

V (tg) e Pto <

) (_ % ) [(eﬂcsv(s)mo (o +8) / — ds].

to

Stad
c(t) = cltg)erelt—to) 4

t
+% |:(Mc+ﬁ)e_ﬂct/ eucsv(s> ds—V(t)+V(t0)e_”C(t_t0):|,

to
a dla tp = 0 otrzymujemy
(19)

t

c(t) = %[(,uc-f-ﬂ)e”ct/e"CSV(s) ds—V(t)+Voe"Ct}

Rownanie (13(c)) jest rownaniem liniowym
niejednorodnym ze wzgledu na funkcje F,
a odpowiadajace mu réwnanie jednorodne ma postaé
F(t) = —ppF. Stosujac metode uzmienniania stalej
otrzymujemy

t t

F(t) = F*—f—ge‘“Ft/e“Fsc(s) ds—n’ye_”Ft/e”FS@(s) ds.

0 0
Przeprowadzajac rachunki podobne do tych, ktore
doprowadzily nas do wzoru (19), tylko zamieniajac uc
na pp, dostaniemy
t
F(t) = F* + ge 1rt / e!rie(s) ds+

0
t

+ pehrt |:€MFtV(t) — Vo — (ur + ﬁ)/e”FSV(s) ds],

0
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a po przeksztatceniu

(20) F(t)=F*+n(V(t) - Voe ") +

t t

+gert [enrects)yds (e + gl et [y ds
0 0

W nastepnej czesci tego rozdzialtu w sposéb formalny
udowodnimy istnienie i jednoznacznosé nieujemnych
rozwiazan uktadu (13).

Lemat 2. Istnieje jednoznaczne rozwigzanie

X)) = (t;V(t),c(t), F(t)) uktadu (13) z warunkiem
poczgtkowym Xy = (0; Vy, 0, F*). Ponadto wspdétrzedne
tego rozwigzania sq funkcjami analitycznyms.

Dowoéd: Uklad (13) mozemy zapisa¢ w postaci

X(t) = G(‘/? C, F)a gdZie G= (91792793)7 a funkcje gi S8
prawymi stronami odpowiednich réwnari uktadu (13). Do
udowodnienia istnienia jednoznacznego rozwigzania
wykorzystamy twierdzenie Picarda-Lindelofa (por. np.
[26]). Sprawdzimy, ze spelnione sa zalozenia tego
twierdzenia.

Ustalmy dwie liczby a,b > 0 i rozwazmy zbior
T =[0,a] xV, gdzie V ={X:||X — Xo| < b} CR%.

Zauwazmy, ze funkcja G(X) jest rozniczkowalna

w sposoOb ciagly jako funkcja zmiennych V¢, F'; wiec dla
dostatecznie matych a i b istnieja stale M, N > 0, takie
ze sup, ||G|| < M oraz sup,||G|| < N.

Trzeba jeszcze pokazaé, ze funkcja G(X) spelnia warunek
Lipschitza wzgledem X na zbiorze T'. Skorzystamy teraz
z twierdzenia o wartosci Sredniej dla funkeji G (por. np.
[28]). Niech 0 < 6 < 1. Mamy

IG(X1) — G(Xa)|| <
<G (X +6(Xy — X1))|| - | X2 — X4| <
< N[ X2 — X4,

czyli warunek Lipschitza jest spelniony ze stala N.
Zatem istnieje jednoznaczne rozwiazanie uktadu (13)

z warunkiem poczatkowym (0; Vp, 0, F'*) na przedziale
[0,a], gdzie & = min(a, &, &).

Z postaci prawej strony ukladu (13) wynika, ze
wspolrzedne rozwiazania X sa nieskoiiczenie wiele razy
rozniczkowalne, czyli sg analityczne. 0

Uwaga 1. W twierdzeniu (2) mozemy zamiast warunku
poczgtkowego Xy wzigé dowolny inny punkt (0; V,é, F)

1 wtedy takze bedzie istniato jednoznaczne rozwigzanie

uktadu (13).

Udowodnimy teraz, ze rozwiazania istnieja dla
wszystkich ¢t > 0.

Lemat 3. Rozwigzanie X (t) uktadu (13) z warunkiem
poczgtkowym (0; Vo, 0, F*) istnieje dla wszystkich t > 0.



Dowo6d: Niech funkcja G bedzie taka jak w lemacie (2).
Niech X (t) bedzie wysyconym rozwiazaniem ukladu (13)
okreslonym na odcinku [0, ) z warunkiem poczatkowym
Xo. Zauwazmy, ze funkcja G jest okreslona na calej
przestrzeni R3, wystarczy zatem pokazaé, ze gdy t — b,
to nie zachodzi X (t) — oco. Poniewaz funkcje V, ¢, F sa
ciagte, wiec na kazdym przedziale zwartym D C (0, b)
funkcje te sa ograniczone. Z postaci uktadu rownan (13)
wnioskujemy, ze funkcje V, ¢, F sa takze ograniczone.
Zatem kazda wspolrzedna X; rozwiazania X (t) jest na
przedziale zwartym D ograniczona z gory przez pewna
funkcje liniowa Ex, (t), dla ktorej zachodzi

limi—p Ex, (t) < co. W zwiazku z tym

limi—p X; < limy_p Ex, (t) # +00. Podobnie pokazujemy,
ze wspoOlrzedna X; nie moze spelniac¢ lim; ., X; = —o0.

Lemat 4. Jesli warunki poczgtkowe nalezg do OF, czyli
zachodzi

Vo=0, C*>0, F* >0,
to kazde rozwigzanie spetnia dla t >ty warunki
(21) V(t) >0,
(22) c(t) >0,
(23) F(t) > 0.
Dowod:

e Nieujemnos¢ V (t) wynika bezposrednio ze wzoru (15).
e Nieujemnosé c(t) i F(t) jest warunkowa, tzn.
nieréwnos¢ (22) jest prawdziwa, o ile F'(t) jest
nieujemna, a nier6wno$é (23) jest prawdziwa, o ile ¢(t)
jest nieujemna. Zatem trzeba rozwazy¢ obie funkcje
naraz. Zauwazmy, ze ¢(0) =01 F(0) = F* > 0 oraz
V(0) =V, > 0, dlatego zachodzi ¢(0) = aF™ > V5 > 0.
Zatem na pewnym odcinku (0,%) rozwiazania sa
dodatnie. Zalézmy, ze t jest pierwszym punktem,
w ktorym funkcje ¢(t) oraz F(t) przestaja by¢
dodatnie. Wtedy mamy trzy mozliwosci:
1. ¢(t) =01 F(t) > 0. Wtedy ¢(t) = aF (£)V(E) >0
i rozwiazanie ponownie staje sie dodatnie.
2. ¢(f) > 01 F(f) = 0. Wtedy F(t) = pc(t) + ppF* > 0
i rozwigzanie znéw staje sie dodatnie.
3. ¢c(t) =01 F(t) = 0. Wtedy ¢(t) = 0, ale
F(t) = ppF* > 0, zatem F(t) rosnie i wtedy
w prawostronnym otoczeniu ¢ mamy takze é(t) > 0,
zatem c(t) rowniez rosnie, czyli rozwiazanie znow
staje sie dodatnie. 0

W celu przeprowadzenia dalszej analizy potrzebujemy
informacji na temat zachowania si¢ wyrazenia

def ef“ctf;e"csV(s) ds

przy V(t) — 4oc.

B+ uc

Uwaga 2. Jezeli 0 < Frin < F(t) < Fgz <

1

1
Hc + ﬂ - ’YFmin, po+B=7Fmas
punktow skupienia E(t).

, to

przedziat stanowi zbior
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Dowdd: Zgodnie z regutyg de 'Hospitala mamy
Feevedsy, 1

eretV(t) " e + B —AF
o ile prawa strona istnieje. Uzywajac rozumowania

analogicznego do dowodu twierdzenia de I’Hospitala
(por. np. [27]), otrzymujemy

lim E(t) =

n—-+oo

1

n—-+o0o

W dalszej analizie bedziemy stosowali jeszcze jeden
bardzo wazny lemat.

Lemat 5. Jesli istnieje skoriczona granica
limg— 4oV (t) =V < +o0, to rozwigzanie uktadu (13)
zmierza do punktu stacjonarnego X° lub X.

Dowod: Najpierw pokazemy, ze funkcja c(t) zbiega do
¢ < 0o. W tym celu skorzystamy ze wzoru (19) i reguly
de "Hospitala

(nc + B) [y e*e*V(s) ds (uc + B) etV (t)

lim = lim =
t—oo erct t—o0 /,Lceltct
= 7(N0+ﬁ)‘~/:6< 00.

2%e]
Stoquqc teraz regulte de I’Hospitala do
pe HF f erFsc ( )ds otrzymujemy

tﬁoo eHFt t—oo g
Analogicznie dowodzimy, ze

n(pp + B)e rrt fot e’7V (s) ds ma skoriczona granice,
czyli korzystajac ze wzoru (20) otrzymujemy, ze istnieje
granica F(t) i F(t) — F. Zatem rozwiazanie

(V(t),c(t), F(t)) zbiega do punktu (V,¢, F) przy

t — +o00. Z postaci uktadu rownan (13) wynika, ze
istnieja tez granice funkcji V (t), é(t), F/(t) i musza byé
one rowne 0. Stad punkt (\7, c, F ) jest punktem
stacjonarnym. 0
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