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1. Opis gry

Zalézmy, iz udajemy sie¢ do (bardzo nietypowego) kasyna i naszym celem jest
zdobycie kapitalu A. Z pewnych technicznych przyczyn zalézmy, ze A > 2.
Przyjmujemy, iz na poczatku nasz kapital wynosi 0 i kasyno zgadza sie udzielaé
nam nieskonczonego kredytu. W pojedynczej grze najpierw ustalamy dwie liczby
a < 0 < b (ktére moga by¢ rézne w réznych grach), a nastepnie maszyna losujaca
wybiera jedna z nich. Jesli jest to a — tracimy —a, natomiast gdy wylosowano b,
zyskujemy b. Dodatkowo przyjmujemy, ze kazda gra jest sprawiedliwa, tzn.
$rednia wygrana w kazdej grze wynosi 0. Oznacza to, iz prawdopodobienstwa
wylosowania liczb a, b wynosza b/(b — a), —a/(b — a), odpowiednio. Wreszcie,
zakladamy, ze wyniki kolejnych gier sa niezalezne oraz ze nie ma ograniczen na
liczbe gier. Oznaczmy przez S, nasz kapital po n-tej grze, a X,, — nasza wygrana

w n-tej grze, n =0, 1, 2, .... Tak wigc mamy

(1) So=0 oraz S,=X;+Xo+...+X,.

Bez zadnych dodatkowych ograniczen kasyno skazane jest na bankructwo, a my
na zwycigstwo. Istotnie, na przyktad w kazdej grze mozemy wzia¢ a = —1, b = 1;

wéwcezas nasz kapital jest modelowany poprzez symetryczne bladzenie losowe:
ciag (X,,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie

P(X, = -1) =P(X, =1) = 1/2. Jak wiadomo (por. [2]), takie bladzenie

z prawdopodobienstwem 1 dotrze kiedy$ do kazdej z géry ustalonej liczby
catkowitej. Zatem w szczegdlnosci nasz cel — poziom A — zostanie kiedy$
osiggniety.

Aby uniknaé tego niebezpieczenstwa, kasyno wprowadza pewne ograniczenia.
Kazdemu graczowi zostaje przydzielony pracownik kasyna, ktérego bedziemy
nazywaé szulerem. Osoba ta uczestniczy we wszystkich naszych grach na
nastepujacych warunkach: w kazdej grze, oprocz doboru liczb a, b musimy
zdecydowadé, czy szuler bedzie gra¢ razem z nami, czy tez przeciwko nam (tzn.
czy jego wygrana bedzie réwna naszej, czy tez bedzie przeciwna do naszej).
Kluczowym zalozeniem, narzuconym przez kasyno, jest, aby dla kazdego n
kapital szulera po n-tej grze (oznaczany dalej przez Y;,) byl zawarty w przedziale
[—1,1]. W szczegdlnosci oznacza to tez, iz szuler, posiadajac np. kapital 0,9, nie
godzi sie uczestniczy¢ w grze, w ktérej mogtby wygrac 0,2, gdyz jego kapital
przekroczylby dozwolony poziom. Dodatkowo przyjmujemy Yy = 0.

Powyzsze warunki mozna bardzo tatwo opisa¢ matematycznie. Dla kazdego

n=1,2, ..., n-ta gra wyznaczona jest przez trojke liczb a,, < 0, b,, > 0 oraz
en € {—1,1}: przyjmujemy, ze ¢, = 1, jesli szuler gra razem z nami oraz
en = —1, jesli gra przeciwko nam. Nasz kapital po n grach jest okreslony

réwnosciami (1), a kapital szulera wynosi
YE):O oraz Yn:€1X1+52X2+...+Ean,7’L:1,27....

Obserwujemy wiec proces (Sp,Y,) przyjmujacy wartosci w zbiorze R x [—1,1]
i naszym celem jest ,przeprowadzi¢” go do zbioru [\, 00) x [—1,1]. Scislej,
interesuje nas

supP(S, > A dla pewnego n),
gdzie supremum wziete jest po wszystkich ciagach tréjek ((ayn, by, er)). Ponadto,
rzecz jasna, interesuja nas te ciagi, ktére to supremum wybijaja (badz
asymptotycznie wybijaja): zawieraja one opis optymalne]j strategii.

2. Diagonalnie wklesta funkcja specjalna

Kluczem do rozwiazania powyzszego problemu jest rozwazenie ogoélniejszej
sytuacji, w ktérej nasz kapital poczatkowy wynosi s € R oraz Yy =y € [-1,1].
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Niech V : R x [-1,1] — R bedzie dana wzorem
V(s,5) = SupB(S, > A dla pewnego nl(So, Yo) = (5,9)),

gdzie, podobnie jak wyzej, supremum jest wziete po wszystkich ciggach tréojek
((an,bpn,en)). Funkeja V posiada wiele interesujacych wlasnosci. Sa one zebrane
W ponizszym lemacie.

Lemat 1. (i) V(s,—1) =V (s,1) =0 dla s < X;

(iil) V jest funkcjg diagonalnie wkleslq: dla ustalonego punktu (s,y) € R x [—1,1]
oraz € € {—1,1}, funkcja t — V(s +t,y + et) (okreslona dla takich t, Ze
y+et € [—1,1]) jest wklesla.

Dowdd: (i) Jest to jasne. Jesli kapital szulera wynosi —1 badZ 1, wéwczas nasz
pobyt w kasynie jest zakoniczony: jedynym (dopuszczalnym) ciagiem gier jest
ciag zerowy (0,0,+1), dla ktérego prawdopodobiefistwo osiagniecia kapitalu A
wynosi 0.

(i) Te nieréwnosci takze sa oczywiste. Lewe oszacowanie wynika natychmiast

z tego, iz prawdopodobienstwo jest liczba nie przekraczajaca 1, natomiast prawe
wynika z nastepujacej obserwacji: jesli s < A, to oczywidcie V > 0, jako
supremum z liczb nieujemnych, jesli zag s > A, to V = 1: wystarczy od razu
wycofaé sie z gry.

(iii) Ustalmy (s,y) € R i ustalmy ,dopuszczalna” gre, (ai,b1,e1). Niech, dla
ustalonego & > 0, Al = ((al, bl el)), A" = ((a”,b", ")) oznaczaja 6-optymalne

nyvnr<n n’ niTn

ciagi gier dla punktéw startowych (s + a,y + €1a), (s + b,y + £1b), odpowiednio.
Scidlej,

V(s+a,y+e1a) <P(S, > A dla pewnego n|(So, Yy) = (s +a,y +e1a)) + 6
oraz,

V(s+b,y+e1b) <P(S, > A dla pewnego n|(So, Yo) = (s + b,y + e1b)) + 6,
gdzie procesy (S,) wystepujace pod prawdopodobienstwami po prawych
stronach sa opisane przez ciagi A', A".

Woéweczas ,sklejamy” te strategie, w zaleznosci od tego, co sie stalo w pierwszej
grze. Formalnie,
(L ! jesli X =
(an7bn7€n) = (afil’ :}71’6?71) Je?I ' @
(a‘n717 bnfl’ Enfl) JeSh Xp = b7

n=2,3, .... Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite widzimy,
iz ten ciag gier daje prawdopodobienstwo sukcesu

P(S, > X dla pewnego n|(So,Yy) = (s + a,y + £1a))

bl — ax
+PB(S, > A dla pewnego n|(So, Yo) = (s + b,y +£10)) —— >
1 — d1
b _
>V(s+a,y+eia) L4 V(s+b,y+e1b) @ 20.kern2cm
by —ax b1 —ay

Ale z drugiej strony, strategia ta nie musi by¢ optymalna; stad dostajemy
oszacowanie
b1 —a

— 20.
by —ay

V(s,y) 2 V(s+a,y+eia) + V(s +b,y+e1b)

bl — a1
7 dowolnoéci 6 wnioskujemy, iz

by —ax

V(S,y)>V(5+a,y+€1a)bl_al +V(S+b,y+€1b)bl_a1,

a poniewaz ay, by sa dowolne — musza tylko spelmiaé¢ y + e1a1, y + 101 € [—1,1]
— powyzsza nierownosé¢ pocigga za soba diagonalna wklestosé funkeji V. O
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Okazuje sie, iz wérdéd wszystkich funkeji W : R x [—1, 1] spelniajacych warunki
(ii) i (iii) powyzszego lematu (z V zastapionym przez W) istnieje najmniejsza,
i jest nia funkcja V. Istotnie, niech W bedzie taka funkcja. Mamy, korzystajac
z (ii),

@) P(Sn > Al(S0,Y0) = (s,9)) = E(1qs, 22} 1(S0, Y0) = (5,9)) <

< E(W(Snyyn)|(SO7Y0) = (s,y)).

Teraz, poniewaz (Sp,Y,) = (Sn—1 + Xn, Y1 + €n,-1X,,), warunek (iii) oraz
nier6wnosé¢ Jensena pozwalaja nam napisaé

(3)  E(W(Sn, Yn)|(S0,Y0) = (s,9)) < E(W (Sn-1,Yn-1)[(S0, Y0) = (s,9)).
Tterujac te nier6wnosé, dostajemy
E(W (S, Yn)[(S0, Yo) = (s, y)) <E(W (S0, Y0)[(S0, Yo) = (s,9)) = W (s, y).

Stad
P(Sn > )\|(SO7YO) = (S7y)> < W(S7y)7

a zatem, zbiegajac z n — oo i bioragc supremum po wszystkich mozliwych grach,
dostajemy nieréwnosé¢ V < W.

Dostalismy wiec analityczne sformutowanie wyjsciowego problemu: wyznaczy¢
najmniejsza funkcje V spelniajaca warunki (ii) oraz (iii). Jak juz wiemy, spelnia
ona takze warunek (i).

3. Rozwigzanie

Zacznijmy od obserwacji, iz w przypadku ciagu optymalnych gier (o ile w ogdle
istnieja — ale tym sie na razie nie przejmujmy) powinnisémy otrzymaé¢ réwnosci
w (2) oraz (3). Pierwsze z tych oszacowan daje nam warunek V(s,y) =1 dla
s> A, y € [-1,1]. Drugie z nich niesie ze soba znacznie istotniejsza informacje.
Ro6wnoé¢ w nieréwnosci Jensena przy nietrywialnych wagach ma miejsce, gdy
funkcja jest liniowa. To prowadzi nas do nastepujacego wniosku.

Dla kazdego (s,y), co nagmniej jedna z funkcji
t—V(s+t,y+t), t—V(s+t,y—t)

jest lintowa w pewnym otoczeniu 0.

Ponadto zauwazmy, iz bezposrednio z definicji V' wynika, iz mamy

V(s,y) = V(s,—y): istotnie, w ciagu gier ,wybijajacych” supremum definiujace
V(s,y) wystarczy zmienié¢ znaki wszystkich e,,, aby otrzymaé ciag ,wybijajacy”
V(S7 _y)

W jaki sposob szukaé funkcji V7 Pewne intuicyjne rozwazania prowadza do
nastepujacych hipotez: niech ¢ bedzie (mala) liczba dodatnia.

1° Jesli proces (Sp, Yy) znajduje sie w punkcie (s,y), y >0, s+y <A —1, to
optymalna gra jest (y — 1,y, —1): wéwczas punkt (s,y) ,wedruje” badz do
punktu (s +y —1,1), badz do (s + y,0).

2° Jedli proces (S,,Y,) znajduje sie w punkcie (s,0), s < A, to optymalna gra
jest (—1,6,1), gdzie ¢ jest pewna ustalona mala liczba dodatnia. Wéwczas
punkt (s,0) ,wedruje” badZ do punktu (s — 1,—1), badz do (s + 6, ).

3° Jesli proces (S,,Y,) znajduje sie w punkcie (s,y), s+y > A —1,
s —y < A —1, to optymalng gra jest taka gra, w ktérej punkt (s,y) ,wedruje”
badz na prosta y = 1, badz na prosta x —y = A — 1.

4° Jedli proces (S, Y,,) znajduje sie w punkcie (s,y), s+y =A—1, to
optymalna gra jest taka gra, w ktérej punkt (s,y) ,wedruje” badZ do punktu
(A, 1), badz do punktu (A —2,—1).

5° Wreszcie, jesli proces (Sy, Y, ) znajduje sie¢ w punkcie (s,y), s —y > A —1
s < A, to optymalna gra jest taka gra, w ktorej punkt (s,y) ,wedruje” badz
na prostg x = A, badZ na prosta x —y = A — 1.

Powyzsze hipotezy pozwalaja wyznaczyé kandydata na funkcje V. Jest to funkcja
dana wzorem
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(1= [yl)estlvl=A+1/2
(I-[y)B+s+yl—A)
2(A—s—lyl+1)
1—(A—s)/2 jesi A =14 |y < s <A,

1 jesli s > .

jeslis < A—1—1yl,

jesli A —1—Jy| <s<A—=14]y|,
Vs, y) = J Yl lyl )

Aby zilustrowaé, w jaki sposéb dochodzimy do powyzszego wzoru, wezmy punkt
(s,y) taki, ze s <0, y > 0 i ustalmy (duza) liczbe catkowita dodatnia N. Niech

(4) §=A=1=s-y)/2N).
Ponadto, niech pg =1 — v,

1
Pan+1 = P2n * m7

dlan=0,1,..., N.

Pant+2 = Pant1 - (1 —0),

1)

Rys. 1. ,Sprzyjajaca’ trajektoria procesu ((Sp,Y,)): konczymy

w punkcie (A, 1).

Rys. 2. ,Niesprzyjajaca” trajektoria. Po szeSciu grach kapital szulera
wynosi —1.

Zauwazmy, iz gdy poruszamy sie wedlug zasad opisanych w hipotezach 1° oraz
2° powyzej, prawdopodobiefistwo tego, ze startujac z punktu (s,y) dojdziemy do
(A—1,0), wynosi pay (por. rys. 1irys 2.). Stosujac teraz hipoteze 4° widzimy, iz
dochodzimy do punktu (A, 1) z prawdopodobienstwem 1/2psp, co jest réwne

“Tyu _ )N (%)N

Wykorzystujac teraz réwnosé (4) i zbiegajac z § do 0, widzimy, iz
prawdopodobienstwo zbiega do V(s,y). Dla innych punktéw poczatkowych (s,y)
postepujemy analogicznie.

Aby dowiesé, ze V jest funkcja ktorej szukamy, wystarczy tylko wykazaé, iz
spelnia ona warunki (ii) i (iii) Lematu 1; istotnie, jej minimalno$é wynika

z faktu, iz zostala ona zbudowana w oparciu o konkretny ciag gier. Sprawdzenie
wklestodci funkeji t — V(s +t,y+t), t — V(s +t,y —t) pozostawiamy
Czytelnikowi.

Istnieje wiele innych ciekawych modyfikacji i uogoélnien powyzszego problemu. Na
przyktad, mozna wprowadzi¢ dodatkowe ograniczenie, iz kasyno udziela nam
kredytu dopoki nasze zadtuzenie nie przekroczy p. Innym wariantem jest reguta,
iz szuler, po dotarciu ze swoim kapitalem do poziomu +1, zgadza sie wyzerowaé
swoje konto w zamian za zmniejszenie naszego kapitalu o pewna wielkosé, itp.
Zainteresowanych Czytelnikéw odsytamy do pracy [1], ktéra traktuje

o nieréwnosciach dla pewnych szczegdlnych proceséw, martyngatow —
modelujacych gry sprawiedliwe. Z takimi grami mieliSmy do czynienia w tym
artykule.
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