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1. Wstep
W 1927 roku Bartel van der Waerden opublikowal nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1 (van der Waerden, [1]). Jesli zbiory By,...,B, tworzg
rozbicie 7, to jeden z tych zbioréw zawiera skoriczone postepy arytmetyczne
dowolnej dlugosci.

W tym samym roku George Birkhoff zaprezentowal obszerne dzielo [2] dotyczace
teorii uktadow dynamicznych, zawierajace miedzy innymi twierdzenie

o wielopowracaniu (Multiple Recurrence Theorem) méwiace, ze kazdy punkt
uktadu dynamicznego, w ktérym dziata d homeomorfizméw powraca pod
dzialaniem kazdego z nich dowolnie blisko swojego poczatkowego polozenia, przy
czym momenty powrotow sa wspolne dla wszystkich przeksztatcen
(sformutujemy to twierdzenie precyzyjnie w rozdziale 2). Dopiero w latach
siedemdziesigtych dwudziestego wieku zauwazono, ze te dwa przynalezace do
réznych dzialéw matematyki rezultaty sa blisko spokrewnione ([3]). Wiemy
obecnie, ze zwiazki miedzy kombinatoryka a teoria ukladéw dynamicznych

sa bardzo glebokie, a postep w jednej z dziedzin pocigga czesto rozwoj drugiej.
W niniejszej pracy dowiedziemy twierdzenia o wielopowracaniu i wywnioskujemy
zen twierdzenie van der Waerdena. W dowodzie twierdzenia Birkhoffa bedziemy
odwotywa¢ sie do przekonujacej ilustracji. W ogdlnych zarysach dowdd jest taki,
jak w [3] i [4]. Zainteresowanym ta tematyka zdecydowanie polecam

znakomita ksiazke Furstenberga [5]. Godnym uwagi zrédlem informacji jest tez
strona internetowa Terrence’a Tao [6].

2. Co warto wiedzieé¢ o ukladach dynamicznych?

W klasycznym ujeciu uktad dynamiczny to para (X, T), gdzie X jest zwarta
przestrzenig metryczna, a T: X — X homeomorfizmem. Bada sie ewolucje takich
uktadéw, tzn. zachowanie kolejnych iterat 7", n € Z. Dla nas szczegdblnie wazne
bedzie zjawisko powracania. Powiemy, ze punkt = € X jest powracajgcy, gdy dla
kazdego otoczenia U tego punktu istnieje taka liczba naturalna n, ze T"x € U.
Innymi stowy, = jest powracajacy, gdy mozna znalez¢ $ciSle rosnacy ciag liczb
naturalnych (ny), dla ktérego T™ zbiega do x, gdy k — oo. Okazuje sig, ze

w kazdym ukladzie dynamicznym istnieje przynajmniej jeden punkt powracajacy
(dowéd na razie pominiemy, gdyz mamy w planie uzasadnienie ogdlniejszego
twierdzenia). Czesto wygodnie jest rozwazaé uklad ,oszczedniejszy” niz dany
(X,T). Przypuéémy, ze nasza przestrzen X jest suma rozlaczng dwéch okregéw,
a T dziala na kazdym z nich przez obrét (dopuszczamy sytuacje, w ktérej katy
obrotu sa inne dla kazdego z okregéw). Jest jasne, Ze nie ma zadnych interakcji
miedzy punktami z réznych okregéw, mozna wiec badaé kazdy okrag osobno,
jako oddzielny uktad dynamiczny. W tym celu wprowadzamy definicje podzbioru
niezmienniczego, jako domknietego niepustego podzbioru F' przestrzeni X
speliajacego TF C F. W naszym przyktadzie kazdy z okregdéw jest
niezmienniczy, choé¢ jesli ktérys z obrotéw jest okresowy, mozna wyréznié
mniejsze podzbiory niezmiennicze. Powiemy, ze M C X jest podzbiorem
minimalnym, gdy jest niezmienniczy i nie zawiera wtasciwych podzbioréow
niezmienniczych. (W naszym przykladzie, jedli na kazdym z okregdéw dziala obrét
nieokresowy, tzn. o kat niewspélmierny z 7, to uktad ma dwa podzbiory
minimalne.) Jedli uklad jest jedynym swoim podzbiorem niezmienniczym, to
moéwimy, ze jest to ukliad minimalny. Kazdy uktad dynamiczny zawiera podzbior
minimalny. Mozna tego dowieé¢ wykorzystujac lemat Kuratowskiego-Zorna dla
rodziny niezmienniczych podzbioréw ukltadu uporzadkowanej przez relacje
zawierania. Zatem twierdzenia dotyczace istnienia (np. punktéw powracajacych)
mozna formutowaé dla ukladéw minimalnych.
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Inng charakteryzacje ukladéw minimalnych mozna wystowi¢ w jezyku orbit.
Orbita to zbiér O(x) = {T"x: n € Z}. Zauwazmy, ze domkniecie orbity jest
podzbiorem niezmienniczym. Korzystajac z tego faktu, nie jest trudno uzasadnié
ponizsze stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.1. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. wklad (X, T) jest minimalny;

2. kazda orbita O(z) jest gesta w X;

3. dla kazdego zbioru otwartego U C X 1istnieje liczba naturalna N, dla ktorej
x=UYx,mu.

Klasyczna teorie uktadéw dynamicznych mozna na rézne sposoby uogélniaé (np.
ostabiajac zalozenia dotyczace przestrzeni X lub rozwazajac nieodwracalne
przeksztalcenia ciagle). Nas bedzie interesowal przypadek, w ktérym na X dziala
d komutujacych homeomorfizméw 17, ..., Ty. Idac dalej, mozna rozwazaé
dzialanie grupy G na X — wéwczas z kazdym elementem g € G zwiazany jest
homeomorfizm ¢y, przy czym zachodzy zwiazki pgn = @40 0n, g1 = <p;1,

e = id (gdzie e oznacza element neutralny grupy G). W przypadku klasycznego
ukladu (X, T) méwimy o dzialaniu grupy Z, a w przypadku d komutujacych
homeomorfizméw o dziataniu Z<.

W interesujacej nas sytuacji powiemy, ze F' C X jest niezmienniczy, gdy

T;F C F dla kazdego i = 1,...,d, a jest minimalny, gdy jest niezmienniczy i nie
zawiera wlasciwych podzbioréw niezmienniczych. Orbitq bedziemy nazywaé zbior
{Sm: S=T7 ... Ty, i1,...,0q € Z}, za$ stwierdzenie 2.1 przybierze postacé:

Stwierdzenie 2.2. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

1. wklad (X, T4,...,Ty) jest minimalny;

2. kaZda orbita jest gesta w X;

3. dla kazdego zbioru otwartego U C X 1istnieje liczba naturalna N, dla ktorej
X = Uf:;o SpU, gdzie kazde przeksztalcenie S, jest postaci Tfl .. .Téd.

Powiemy, ze o € X jest wielopowracajgcy, gdy istnieje rosnacy ciag ny liczb
naturalnych, dla ktérego 77" xy — o,..., T;"*xo — x¢, gdy k — co. Naszym
gléwnym celem jest twierdzenie Birkhoffa o wielopowracaniu:

Twierdzenie 2.3. Jesli Ty, ..., Ty sq¢ komutujgcymi homeomorfizmami zwartej
przestrzeni metrycznej X, to istnieje punkt wielopowracajgcy.

3. Jak wywnioskowaé twierdzenie van der Waerdena z twierdzenia
Birkhoffa?

Zanim przystapimy do dowodu twierdzenia Birkhoffa, zobaczmy, jak wykorzystaé
je do dowodu twierdzenia 1.1. Niech zbiory Bj,...,B, stanowig rozbicie zbioru
liczb catkowitych, tzn. By,...,B, sa parami roztaczne i U;Zl Bj = 7. (Takie
r-elementowe rozbicie mozna sobie wyobrazaé jako sposéb pokolorowania zbioru
liczb calkowitych przy uzyciu r koloréw.) Wystarczy uzasadnié, ze dla kazdej
liczby d = 2,3, ... pewien B; zawiera postep arytmetyczny dtugodci d. Poniewaz
zbiorow w rozbiciu jest skonczenie wiele, ktorys$ bedzie musial zawiera¢ dowolnie
dlugie postepy arytmetyczne.

W argumentacji wykorzystamy uktady symboliczne (lub, jak wola niektorzy,
symbolowe) — szczegdlny przypadek ukladéw dynamicznych. Ustalmy skoniczony
zbiér A, ktéry bedziemy nazywaé dalej alfabetem. W produkcie kartezjanskim A%
wprowadzmy topologie produktowa. Otrzymujemy przestrzen zwarta

i metryzowalng; my bedziemy uzywaé metryki:

1
p(z,y) = inf {IH-1

Okreslmy przeksztatcenie o: AZ — A% wzorem (U(l’))n = Zp41 — przesuniecie

Dz, =y, dla |n| <k}.

ciagu (z,,) € A? o jedna pozycje w lewo (w terminologii angielskiej to
przeksztalcenie nosi nazwe shift; w jezyku polskim nie przyjal sie ogdlnie zaden
odpowiednik tej nazwy). Uklad symboliczny (ang. shift space lub subshift) to
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Rys. 1. Ilustracja do dowodu twierdzenia
3.1

para (X,0x), gdzie X jest podzbiorem A% niezmienniczym wzgledem o, a ox
oznacza obciecie o do zbioru X — dalej bedziemy opuszcza¢ ten indeks i pisa¢ o
na oznaczenie przesuniecia w lewo niezaleznie od dziedziny. Uktad (A%, o)
nazywa si¢ pelnym ukladem symbolicznym.

Miedzy rozbiciami zbioru Z a elementami pelnego uktadu symbolicznego nad
r-elementowym alfabetem A = {1,...,r} istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$é; rozbicie By,...,B, jest zwiazane z elementem (x,,) € AZ
nastepujaca regula: n nalezy do B; wtedy i tylko wtedy, gdy z, = j. Twierdzenie
van der Waerdena mozna wiec wystowi¢ tak:

Twierdzenie 3.1. Dla kazdego x € A” i d € N istniejg takie m in, Ze
z(m)=z(m+n)=x(m+2n)=---=z(m+dn).

Czyli 0™+"(x),...,0™ 9" () sa odlegte od 0™ (x) o mniej niz 1 w metryce p.

Dowdd tw. 3.1. Ustalmy 2 € A% i oznaczmy przez Y jego orbite domknieta
wzgledem o, tzn. Y = {o™(x): n € Z}. Rozwazmy przeksztalcenia T} = o,

Ty =0?,...T; = o Zbiér Y jest niezmienniczy wzgledem kazdego z nich;
rozwazamy go jako przestrzen topologiczng z topologia odziedziczong z AZ.

Z twierdzenia o wielopowracaniu zastosowanego do ukladu (Y;T1,...,Ty)
wynika, Ze mozemy znalez¢ punkt y € Y i rosnacy ciag liczb naturalnych (ny),
dla ktérego T{"*y — y,..., T y — y, gdy k — oo. Zatem dla pewnego n punkty
a™(y),...,0%(y) sa odlegte od y o mniej niz 1 (patrz rys. 1). Poniewaz
n...,0% sy ciagle, zbiér takich y jest otwarty. Musi wiec zawieraé¢ punkt
postaci o™ x. Dobierajac taki punkt odpowiednio blisko y mozemy
zagwarantowaé, ze o1 (x),...,0™ " (2) s odlegle od 0™ (z) o mniej niz 1. O

4. Dow6d twierdzenia Birkhoffa

Do przeprowadzenia powyzszego dowodu nie jest, w istocie, potrzebne
twierdzenie Birkhoffa w podanym brzmieniu. Wystarczy nastepujacy, pozornie
stabszy lemat.

Lemat 4.1. Niech X bedzie zbiorem minimalnym wzgledem dziatania Ti,...,Ty.
Wowczas dla kazdego € > 0 1 kaZdego zbioru otwartego W C X 1istniejgy € W

i liczba naturalna n takie, zZe y, T1'y,. .., Tyy lezg w kuli o srednicy mniejszej
od e, zawartej w W.

Zgodnie z uwaga z rozdzialu 2 dokladamy zalozenie minimalnosci uktadu. Nie
zadamy tez, by punkt y byl wielopowracajacy, a jedynie by powracal do pewnego
swojego e-otoczenia. Jak odzyskaé z tego sformulowania pelne twierdzenie

o wielopowracaniu? Przypuéémy, ze lemat jest prawdziwy i oznaczmy przez CSW
zbiér tych y € W, dla ktérych punkty y, T1'y,. .., T'y zawarte sa w pewnej kuli
K = K(z,§) C W o promieniu § mniejszym niz e. Oznaczajac $rodek takiej kuli
przez x, mozemy zapisac

CVW={yeW:FzeX, b<e y,Tly,..., Ty € K(z,5) Cc W}

= JUlyew:y,10y.... Ty € K(2,6)) c W},
zeX 6<e
wiec, wobec ciaglosci przeksztalcen T jest jasne, ze jest to zbidr otwarty (choé
nie wiemy, czy nie jest pusty). Stad zbiér

c=yye
W neN

jest roéwniez otwarty i na dodatek nie jest pusty, bo z naszego lematu wynika, ze

dla kazdego W zbidr (J,, oy CoW jest niepusty. Zbior C€ jest wiec nawet gesty.

Z twierdzenia Baire’a otrzymujemy, ze przekréj (),, C/™ jest gestym zbiorem

typu Gs. Ale ten przekrdj to zbiér tych punktéw y, dla ktérych mozna kazdej

liczbie € = % przyporzadkowaé takg liczbe naturalne n, ze y,17'y,. .., Ty leza

w kuli o Srednicy mniejszej od e. Czyli zbiér punktéw wielopowracajacych.

Poniewaz kazdy uklad zawiera podzbiér minimalny, udowodnili$émy twierdzenie

Birkhoffa.
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Rys. 2. Punkt zg powraca do Uy wraz ze
swoim otoczeniem Vy wzgledem T7,..., T
po czasie ni

Powyzsze rozumowanie wykazuje, ze w uktadzie minimalnym punkty
wielopowracajace nie tylko istnieja, ale tworza gesta Gg. Pozostaje jedynie
udowodni¢ lemat. Postuzymy sie indukcja wzgledem liczby homeomorfizmdw,
pod dzialaniem ktérych zachodzi powracanie.

Dowdd lematu. Ustalmy e > 0 i zbiér otwarty W. Niech U bedzie kula o srednicy
mniejszej niz €, zawarta w W. Poniewaz dzialanie homeomorfizméw Ti,. .., Ty
jest minimalne, cala przestrzen X zostaje pokryta przez skoficzenie wiele
obrazéw U,S1U,...,SyU, gdzie kazde S,, jest postaci T7* ... T, (tzn. nalezy do
grupy generowanej przez dzialajace homeomorfizmy). Wybierzmy dowolny punkt
r € X i przedledzmy jego trajektorie {T%x: k € Z}. Wéréd zbioréw U,... ,SyU
mozna znalez¢ taki, ktory zawiera przynajmniej dwa elementy tej trajektorii.
Oznaczmy je przez T*1x i T*2x, ki < ko, a wyréznionym zbiorem niech bedzie
S1U. Wowcezas y; = Sl_lTkla: iy, = Sl_lTkZm nalezg do kuli U i zachodzi

The=kry, = phe=kigriphig = grirke—kiphiy = S TR g = g,
bo wszystkie przeksztalcenia Ti,...,T; komutuja.

Zalézmy teraz, ze teza lematu zachodzi dla przeksztalcen T7,... .1}, gdzie [ < d.
Ustalmy € > 0 i zbiér otwarty W. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze mozemy
znalez¢ kule Uy o érednicy mniejszej niz €, zawarta w W oraz punkt xg, ktéry
powraca do Uy wzgledem kazdego z T7,...,T; po pewnej liczbie krokéw ny. To
powracanie zachodzi takze na pewnym otoczeniu Vo = Uy N ﬂli:1 T ™ U (rys.2).
Tak jak w pierwszym kroku, pewna iloéé¢ obrazow Up,S1Uy,. . .,SyUy pokrywa
cala przestrzen X. Oznaczmy przeksztalcenie identycznosciowe przez Sp. Punkt
T} v nalezy do pewnego obrazu S;Up, 0 <t < N. Zbiér T}, Vo N S;U jest jego
otoczeniem otwartym. I znéw zgodnie z zalozeniem indukcyjnym zawiera on
pewna kule U; i punkt z1, ktéry powraca do tej kuli wraz z pewnym swoim
otoczeniem V) wzgledem przeksztalcen T7"2,...,T}", ale niekoniecznie wzgledem
T/?,. Ponownie rozwazajac punkt 7}'? z;, ktéry nalezy do pewnego S, Uy, oraz
jego otoczenie T;flUl N Sy, Uy znajdujemy kule U, i powracajacy do niej
wzgledem 77 ,. .. T"® punkt x itd. Tak postepujac otrzymujemy ciag

punktéw (xy), kul (Uy) i otoczen (Vi) o wlasnoéciach:

ez eV CUii Tlnk“Vk,. .. ,Tlnk“Vk C Uy
o Uy C SiUy dla pewnego t, 0 <t < V.

Rys. 3. Konstrukcja ciagéw (zx) i (Ug)

Wiérédd zbioréw S:Up, 0 < t < N, mozemy znalezé taki, ktéry zawiera dwa
elementy ciagu (zy). Zal6zmy dla uproszczenia, ze jest to SoUy = Up, a jednym
z tych elementéw jest xg. Drugi oznaczmy przez x.,, przy czym m > 0. Niech
y= ler(1n1+~~+nm)$w Wtedy y nalezy do Uy i powraca do Uy wzgledem

dziatania Tjy; po czasie nj + - + n,,. Ale powraca takze w tym samym czasie
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wzgledem T1i,. .., Tj, bo

ni+no+-4ny,, _ gnip—ny —Nm—1 Ny, N1 tN2+ - +Nm 1
T/ my = TR LT T T y € Uo,

€EVim_1

€Um—1

EVin_2
co konczy dowdd, o ile potrafimy znalezé rézny od xy punkt z,, w Up.

T
]

Rys. 4. Punkt y powraca do Uy wzgledem przeksztalcenia Tl111+u.+"""’ ale tez wzgledem

ni4Anm _ n a—ny ang “m—1 gy 1t 1
T =TT T

Gdyby dwa punkty xg, .,, 0 < k < m zawieral inny zbior S;Uy, to
otrzymalibyémy teze przyjmujac y = ler(ln’““+"'+"m)a:m € S;Uy, a nastepnie

wycofujac ten punkt do Uy przez S; L

Na mocy zasady indukcji istnieje y € Uy C W i liczba naturalna m takie, ze
my,..., Ty € Uy. |
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