]_, 2, 4, 8 Whbrew tytulowi nie jest to artykul o systemie binarnym. Zamiast tego
zainteresujemy si¢ znanym zapewne wielu Czytelnikom sloganem ,mnozenie

Michat ADAMASZEK’ mozna zdefiniowaé tylko w przestrzeniach wymiaru 1, 2,4, 8”.

Algebra to struktura liczbowa udostepniajaca dwa dzialania, dodawanie
i mnozenie, spetniajace dobrze znang regute rozdzielnosci. Podstawowe

) przyktady algebr to liczby rzeczywiste (R) i zespolone (C), przy czym ta
Jest to zapis odczytu nagrodzonego . . . . N Lo .
medalem Filca na XL Szkole Matematyki ~ Plerwsza jest jedno-, a druga dwuwymiarowa (jako przestrzen liniowa nad R).
Ptogk%d,o‘ggg)vsMatem“tycme Obrazki, Dziatanie dodawania w takiej przestrzeni ,,przychodzi” jako czesé struktury
styczen . .. .. . . . . .. . . .

liniowej i nie bedziemy sie nim specjalnie interesowaé¢. Sprobujemy za to

dopasowaé do niego odpowiednie mnozenie.

Warszawa

Mnozenie w R i C ma wiele wlasnosci, ktére chcielibySmy uznaé za

charakterystyczne dla ,porzadnego” dzialania: ma element neutralny 1, taki ze

1.2 = -1 = x; nie ma dzielnikéw zera, to znaczy zachodzi implikacja:
jeSlizy=0, tox=0luby =20

oraz zachowuje dlugos¢ wektorow (norme):

(1) lzyl = || - [y

Pionowe kreski oznaczaja tu wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej, norme

liczby zespolonej lub, bardziej ogblnie, norme wektora zadana poprzez
standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni R” wzorem:

j2|* = (z,)
Algebry spelniajace warunek (1) nazwiemy algebrami unormowanymi.

Warunek (1) implikuje, ze taka algebra nie ma dzielnikow zera (prosze
sprawdzic).

Twierdzenie o algebrach unormowanych, ktére udowodnimy, brzmi:

Twierdzenie (Hurwitz, 1898) Mnozenie, zadajace w R™ strukture algebry
unormowanej z jedynks mozna wprowadzié tylko w przestrzeniach R, R?, R*

i R®. Co wiecej, jesli mnozenie to ma by¢ taczne (z(yz) = (zy)z), to mozliwe sg
jedynie R', R? i R*, a jesli dodatkowo przemienne (zy = yx), to tylko R! i R2.

No dobrze, ale jak te wszystkie mnozenia wygladaja?

Ciut historii

Z problemem zdefiniowania mnozenia bez dzielnikéw zera w przestrzeni R”™
zmagal si¢ w potowie XIX w. Hamilton. Przyktadéw dlan=1in =2
dostarczaja, co juz wiemy, liczby rzeczywiste i zespolone. Podejmowane przez
Hamiltona préby skonstruowania mnozenia bez dzielnikéw zera w R3 byty
bezowocne, udalto sie mu za to (w 1843 roku) dla n = 4 i tak powstaly stynne
kwaterniony, oznaczane od nazwiska tworcy litera H. Kwaterniony stanowia
czterowymiarows algebre z mnozeniem opisanym w bazie 1,14, j, k wzorami

P ==k =ijk=-1
i rozszerzonym liniowo na wszystkie wektory. Jeszcze tego samego roku kolega
Hamiltona, John T. Graves, podal przyktad algebry bez dzielnikow zera
w wymiarze n = 8. Historia obeszla sie¢ z nim dosyé szorstko, bo jego dzieto
nazywa sie dzi§ oktawami Cayley’a (0), od nazwiska Artura Cayley’a, ktory
byl szybszy z publikacja (cho¢ o oktawach traktowal tylko dodatek do jego pracy
na nieco inny temat).

Wszystkie wymienione algebry (R, C,H, Q) mozna uzyskaé¢ poprzez tzw.
konstrukcje Cayley’a-Dicksona, stanowiaca uogoélnienie znanej konstrukeji
liczb zespolonych jako par liczb rzeczywistych. Majac algebre V', wyposazona
dodatkowo w idempotentna operacje sprzezenia a — a, definiujemy dziatania na
parach (a,b) € V x V wzorami:

(a,b) = (a, —b)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
otrzymujac algebre D(V) dwukrotnie wiekszego wymiaru. Startujac od algebry
R z trywialnym sprzezeniem (@ = a) otrzymamy kolejno C = D(R), H = D(C),
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Rys. 1
W,
—+ia
-ib
~ab ‘
T \1
Rys. 2

O = D(H). Mozna to ciagna¢ dalej, ale otrzymane algebry przestana nam sie
podobaé, bo w kazdym kolejnym kroku gubimy coraz wiecej przyjemnych
wtasnosci. Zobaczmy, dlaczego. Na przyktad, aby udowodnié przemiennosé tak
uzyskanych liczb zespolonych, napisaliby$my:

(a,b)-(c,d) = (ac—bd, ad+bc) = (ac—bd, ad+bc) = (ca—db, cb+da) = (c,d)-(a,b)

Udato sie, ale po drodze skorzystaliSmy z przemiennosci liczb rzeczywistych

i z faktu, ze dla liczb rzeczywistych a mamy a = a. Nie wykazemy zatem
analogicznie przemiennosci kwaternionéw, bo sprzezenie w liczbach zespolonych
nie jest tozsamosciowo identycznoscia. Podobnie, cheac wykazaé tacznosé D(V),
musimy skorzysta¢ w obliczeniach z przemiennosci V' (prosze przeliczy¢). Stad
tabelka:

symbol | wymiar | unormowana | aczna | przemienna
R 1 O O O
C 2 O O O
H 4 O O O
0) 8 O O O

Kolejne algebry, poczawszy od S = D(Q) (tzw. sedeniony) okazuja sie mie¢
dzielniki zera, a wiec w ogdle nie spelniaja naszych kryteriéow.

Dodajmy, ze o klasyfikacji przyzwoitych algebr sa jeszcze co najmniej dwa inne,
mocniejsze twierdzenia. Ich przewaga nad twierdzeniem Hurwitza polega na tym,
ze zachodza one bez zalozenia o zachowywaniu normy (1), ktore dla nas bedzie
bardzo istotne. Sa to twierdzenie Frobeniusa (1878; R, C i H to jedyne algebry
taczne z jedynka nad R, w ktérych kazdy element ma odwrotnosé lewostronna
réwng, prawostronnej) oraz twierdzenie Kerivare-Botta—Milnora (1958, strukture
algebry bez dzielnikow zera mozna wprowadzi¢ w R™ tylko dla n = 1,2,4,8).

Dowodu krok pierwszy

Przypusémy, ze w V = R4 mamy mnozenie zadajace strukture algebry
unormowanej z jedynka. Na poczatek skonstruujemy na jego podstawie inne
dziatanie w mniejszej przestrzeni W = 1+ (przestrzen prostopadla do wektora
1 € V; zatem W = R?). Bedziemy go oznaczaé¢ x i nazywaé iloczynem
wektorowym, zatem dla u,v € W mamy u x v € W. Oto definicja (patrz
rys.1): aby obliczy¢ u x v wykonujemy mnozenie uv a wynik rzutujemy
prostopadle na W:

uxv=my(uw)=uv— (uv,1) -1
Przyklad 1 (trywialny). Jedli V = C ~ R?, to W jest osia urojona,
a mw(z) = Im(z) (rys.2.). Wektory u,v € W sg postaci u = ia, v = ib dla
a,b € R. Wowcezas u X v = my (uv) = mw (—ab) = Im(—ab) = 0. Zatem nasza
konstrukcja daje trywialny (zerowy) iloczyn wektorowy w W.

Przyklad 2 (wazny). Jesli V = H ~ R%, to W jest trojwymiarowa przestrzenia
rozpieta przez wersory i, j, k. Niech v = ai + bj + ck, v = Ai + Bj + Ck.
Korzystajac z tabelki mnozenia kwaternionéw liczymy:
ux v = mw((ai + bj + ck)(Ai + Bj + Ck)) =
= 1w ((—aA — bB — ¢C) + k(aB — Ab) + i(bC — Bc) + j(cA — Ca))
=i(bC — Bc) + j(cA — Ca) + k(aB — Ab)
We wspotrzednych wyniku dostrzegamy ,standardowy” iloczyn wektorowy w R3,

co uzasadnia uzycie symbolu i nazwy tego dzialania takze w ogélnym przypadku
(wkrotce poznamy jeszcze wiecej przestanek za tym wyborem).

Powinnismy teraz przettumaczyé rézne wlasnosci zachowujacego norme
mnozenia w V' na wtasnosci iloczynu wektorowego w W. Ten krok jest czysto
rachunkowy (dla zainteresowanych odkladamy go na koniec artykutu). Napiszmy
od razu, co wychodzi. Po pierwsze, okazuje sie, ze spelnione sa relacje:

(2) UXV=—VXU

(3) (ux v,w) = (u,v X w)
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Warunek zachowywania normy pocigga nastepujaca, dtuga tozsamosé:

4) (uxv,wxz)+ (vxwzxu) =2uw)v,z)— (uv){w,z) — (u,z){v,w)
FLacznosé mnozenia jest rownowazna warunkowi:

(5) (v X w,z X u) = (u, w)(v, z) — {(u, v){w, z)

przemienno$é zas warunkowi:

(6) uxv=0

(co nie jest takim zaskoczeniem w $wietle przyktadu 2 powyzej). Pozostaje nam
pokazaé, ze jesli w W = R? istnieje iloczyn wektorowy spetniajacy warunki (2),
(3) 1 (4) zgodnosci z iloczynem skalarnym, to d = 0,1, 3,7 (oraz ze zachodza
odpowiednie warianty dla tacznosci i przemiennosci). Ale najpierw krotka

dygresja poswiecona notacji.

Obrazki

Notacja, ktorg bedziemy sie postugiwaé, stuzy gltéownie do pracy z wyrazeniami
zawierajacymi iloczyn skalarny i ,standardowy” iloczyn wektorowy w R3, ale
okaze sie, ze réwnie dobrze nadaje sie do kazdego dzialania spelniajacego
warunki (2) i (3).

Tloczyn skalarny bedziemy oznaczaé¢ kreska:
u
= (u,v)

V!
O tej kresce mozna mysle¢ jak o operatorze, ktory ma dwa wejscia, a w wyniku
daje liczbe. Operator iloczynu wektorowego bedzie wygladal nastepujaco:

u
>7:u><v
v

Ten operator ma dwa wejscia, ktérymi wchodzg argumenty u i v oraz wyjscie, na
ktorym pojawia sie wektor u x v. Mozna jednak spojrzeé¢ na trojnég jak na
operator o trzech argumentach, obliczajacy iloczyn mieszany:

u

} = (u X v,w)

Nabierze to sensu, jesli zauwazymy, ze wynik obliczenia u X v jest poltaczony
kreska (a wiec iloczynem skalarnym) z w. Uwazny Czytelnik powinien tu
zapytaé, czy ta interpretacja nie zalezy od kolejnosci wej$é. Na szczescie nie, o ile
czytamy wejscia zawsze w tym samym kierunku, przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara. Gwarantuje nam to tozsamosé (3):

}w: (ux v,w) = (v X w,u) =(w X u,v)

Z kolei zmiana kolejnosci w jakims skrzyzowaniu powoduje, na mocy
antysymetrii (2), zmiane znaku calego wyrazenia:

u

\/b—w:<v><u,w):—<u><v,w>

Dotychczas pokazaliémy, ze definicja tréjnogu ma w ogole sens dla dzialan
spelniajacych (2) i (3). Mozemy wiec uzywac skomplikowanych operatoréow typu:
] z

>—< = (u X v,w X )
vV w

Kolejna konwencja dotyczy interpretacji obrazka sktadajacego sie z dwoch
roztacznych fragmentow. Piszemy wowczas iloczyn (zwykly, w liczbach
rzeczywistych), odpowiednich wyrazen, np:

u z
= (u, v){w, z)
v lw
I ostatnia sprawa: konwencja sumacyjna. Ustalmy raz na zawsze baze
ortonormalna (eq, ..., eq) przestrzeni W. Wtedy polaczenie dwoch wejsé

operatora tukiem oznacza ,wpuszczenie” do obu tych wejs¢ kolejno wszystkich
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wektorow e; i zsumowanie uzyskanych wartosci (specjalisci powiedzieliby:
zwezenie tego operatora). Jeden obraz jest tu wart tysiqca stow:

; E *E uwixz|u2ﬁf5 (e; X v,w X e;)

1=1 V
To juz konlec definicji. Przyzwyczajenle sie do tej notaCJl i nabrame
wewnetrznego przekonania o jej spéjnosci zajmuje troche czasu. Najwazniejsze
jest spostrzezenie, ze rysunki mozna do woli wyginaé, bo:
u d u

< Zel D (v, e)(u,e) = (u,v) =

zlvl i=1 V

W ramach éwiczenia zauwazmy ponadto, ze
d

O C' Zla‘ Zl<ei,e,;>:d

?

jest tym, co chcemy policzy¢.

Przepiszmy teraz w naszej nowej notacji warunki (4)—(6). Od teraz zaczynamy
pomija¢ literowe oznaczenia wej$¢ — nie powinno to budzi¢ watpliwosci,
wystarczy, ze we wszystkich operatorach wystepujacych w jednym wzorze da sie
dopasowaé wejécia odpowiadajace tej samej zmiennej.

e zachowywanie normy (

e T

o lacznosé (5):

®) XA

e przemiennosé (6):

(6) } =0

Dowéd twierdzenia

Zaczniemy od klasyfikacji algebr przemiennych. Zaktadamy wiec, ze zachodzi
} = 0. Wtedy (5’) redukuje sie do
=X
/
Stosujemy dwukrotnie sumowanie:

i mamy d? = d, czyli d = 0 lub d = 1, tak jak chcieli$my.

Teraz wykonamy nieco pomocniczych rachunkéw. Oto twierdzenie o trywialnosci
lizaka:

(7) O=o

Faktycznie, zmiana kolejnosci w skrzyzowaniu daje bowiem:

Q--R--0

Dalej zastosujmy w (4’) sumowanie dwoch wej$¢ z lewej strony:

Ot ©-:C-Ol- C

Pierwszy sktadnik jest zerem, bo zawiera zerowy lizak. Pierwszy i trzeci sktadnik
prawej strony mozna ,wyprostowaé¢” i w efekcie dostajemy:

(8) O= |-

4

= (1-d)




Jesdli w tym wzorze zastosujemy sumowanie pozostalych wejs¢, to otrzymamy:

(9) (D=<1—d>@=d<1—d>

Teraz natomiast podtaczmy lewe wejscia we wzorze (4’) operatorem {
Dostaniemy (po malym rozciggnieciu rysunku):

VY Y

Pierwszy sktadnik prawej strony wymaga rozplatania (ze zmiang znaku), ostatni
jest zerem (zawiera lizak), a w zaznaczonym miejscu mozna wykonaé
podstawienie ze wzoru (8). Otrzymamy:

) S
(10) Y o=w-9Y

Jestesmy gotowi do rozpatrzenia przypadku algebr tgcznych. Zauwazmy bowiem,
ze z warunku tacznosei (57) wynika, przez to samo podstawienie co poprzednio:

w Yy

A zatem, jesli Y # 0 (algebra nie jest przemienna), to z (10) i (11) mamy
d—4= -1, czyli d = 3 — zndéw tak jak chcielismy.

Juz bez zakladania tacznosci obliczymy kilka pomocniczych wartosci. Na
pierwszy ogienn pdjdzie:

Zauwazmy, ze u gory i u dotu mamy ,trojkat z trzema nozkami”, taki jak w (10).
Zatem, na mocy (10) i (9):

VVVVVV | - (D s

W kolejnym obhczemu skorzystamy ze wzoru (

(13) (1—d O d(1—d

I wreszcie w ponizszym rachunku najpierw zmienimy orientacje w dwoch
skrzyzowaniach, a nastepnie wyodrebnimy trojkat z nézkami (10):

(14) :@: (d74)®: (d— 4)d(1 — d)

To juz wszystko, czego nam potrzeba do dokoriczenia rachunkéw. Stosujemy
teraz sumowanie we wszystkich dostepnych kierunkach we wzorze (4’):

(12)

+ =2 X1-1) (-

(prosze to sformalizowaé) i po krotkich przeksztalceniach otrzymujemy:

d(1 —d)(d—4)? =d(1 —d)(d—4) —d(1 —d)?
d(d—1)(d—-3)(d—T7)=0

A zatem twierdzenie jest udowodnione.

Dodatek — rachunki

Aby z warunku zachowywania normy (1) wyprowadzi¢ postulowane wlasnosci
(2)—(6) iloczynu wektorowego x postepujemy nastepujaco. Najpierw
w tozsamosci (zy, zy) = (z, x)(y, y) podstawiamy x = u + e, y = v, gdzie
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u,v € W (tutaj e oznacza jedynke mnozenia). Pamietajac, ze dla u € W mamy
(u,e) =0 oraz, ze (e,e) = 1 otrzymujemy:
(uwv 4+ v, uv + V) = (u + e, u + €)(v,v)
(uv, uwv) 4+ 2(uv, v) + (v,v) = (u, u)(v,v) + (v,v)
czyli (poniewaz warunek zachowywania normy zachodzi takze dla w,v):
(uv,v) =0

Podobnie dowodzimy:
(uv,u) =0

a nastepnie, podstawiajac t =u+e, y =v +e:
(uv, ey + (u,v) =0
Poniewaz u x u = u® — (u?, e)e wiec:

Ju s uf® = 2| + (u?,e)? — 2(u?, €)? = [u]* — (u,u)? = 0
2| —

2 2

na mocy wzoru |u |u|?>. Zatem u x u = 0 a stad i z oczywistej dwuliniowosci
tatwo wynika antysymetria v x w = —w x v (stosujemy sztuczke zwana
polaryzacjg zmiennej u, czyli podstawiamy u = v + w i korzystamy
z dwuliniowosci, aby otrzymac wzér zawierajacy wiecej zmiennych niezaleznych).
Co wiecej, mamy wzor

uXv=uv+ (u,ve
z ktoérego przez zamiane v i v oraz antysymetrie wynika zaskakujaco prosta
formuta: 1

uXv= g(uv—vu)

Wynika z niej od razu, ze przemienno$¢ mnozenia implikuje u x v = 0.
Korzystajac z tej formuly i polaryzujac rownosci (uv,u) = (uv,v) = 0 po kilku
przeksztalceniach dostajemy tez wlasnosé rownolegloscianu (3).

Teraz w tozsamosci (uv, uv) = (u, u){v,v) podstawiamy uv = u X v — (u,v)e
i dostajemy:
(u x v,u x v) + (u,v)? = (u,u)(v,v)
Polaryzujac w tej réwnosci obie zmienne v i v otrzymujemy doktadnie
warunek (4). Z kolei aby wyprowadzi¢ wzoér (5), bedacy odpowiednikiem
tacznosci, piszemy:
(uwv)w = (u x v — (u,v)e) - w = (u X V)w — {(u,vV)w =

= (uxv) X w—{uxv,we— (u,v)w
Podobnie rozpisujemy u(vw), po czym poréwnujemy wyrazenia (u(vw), z) oraz
((wv)w, z) dla u,v,w, z € W. Po przeksztalceniach z uzyciem calego repertuaru
srodkow (reguly rownolegtoboku, antysymetrii, warunku (e, z) = 0 oraz
wzoru (4)) dostajemy wreszcie upragniong rownosé (5).

Podziekowania

Dziekuje bardzo Janowi Dymarze z Wroctawia, od ktoérego po raz pierwszy
ustyszatem o algebrach unormowanych i o obrazkowej notacji iloczynu
wektorowego i bez ktorego tego artykulu, ani poprzedzajacego go wyktadu

w Grzegorzewicach zapewne by nie bylo. Przedstawiony tutaj dowod jest oparty
na pracach Markusa Rosta (patrz bibliografia).
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