Studium kynologiczne — akcepteriery,
obliczury i turingwajlery
Adam KOLANY, Katowice

Wyobrazmy sobie pieska biegajacego po parku. Piesek, jak to piesek, biega
sobie, obwachuje drzewa i wprawia go to w rézne nastroje. Raz to podskakuje
ochoczo, raz to merda ogonkiem. Innym zas razem zwiesza smutno gtowe

i przechodzi do nastepnego drzewa. Zdarza sie takze, ze obwachawszy drzewo
rzuca si¢ pedem przed siebie ujadajac przerazliwie, aby drzac z przerazenia
schowa¢ sie pod tawka swego pana. Innym razem zas wypada na take skaczac
z radodci jak oszalaly i radosnie szczeka.

Ogd!l nastrojéw (zwanych takze STANAMI) pieska rozbija sie na dwie klasy. Do
pierwszej zaliczymy te, ktére powoduja, iz piesek po dotarciu do taki zaczyna
szale¢ z radoSci. Nastroje te nazwiemy AKCEPTUJACYMI (ozn. A). Pozostale
stany, zwane ODRZUCAJACYMI, zaliczamy do klasy drugiej (ozn. R).

Powiemy, ze piesek POLUBIL lub ZAAKCEPTOWAL sciezke, po ktorej przebiegl,
jezeli po dotarciu do 1aki jest w nastroju akceptujacym.

Zaznaczmy znakiem 1 fakt, ze przy danym drzewie piesek co$ ,wywachal”

oraz znakiem 0, ze piesek nie wywachat nic. Wéwczas $ciezka w parku staje

sie z punktu widzenia pieska ciagiem znakow 0 i 1. Traktujac ten ciag jako
liczbe w reprezentacji dwdjkowej (pierwszemu drzewu odpowiada najmniej
znaczaca cyfra), dochodzimy do pytania, jakie zbiory liczb naturalnych sg
akceptowalne przez danego pieska. Ponizej znajdziemy przyklady takich zbioréw
oraz przyktady zbioréw, ktore nie sa akceptowane przez zadnego pieska.

Rasa 1 — Akcepteriery

AKCEPTERIEREM dla zbioru liczb A C N nazwiemy pieska, ktéry akceptuje te
i tylko te $ciezki, ktore reprezentuja dwoéjkowo liczby ze zbioru A.

Akcepterier lubigcy wielokrotnosci 3.

0 1 -
P, P, P, A
P, P, P, R
P, Py P, R
P, P, P, A

Na przecieciu wiersza i kolumny znajduje sie stan w jakim znajdzie si¢ piesek
po odczytaniu znaku znajdujacego sie w nagtéwku kolumny znajdujac sie

w stanie z kolumny pierwszej tego wiersza. Tak na przyktad bedac w stanie P,
po odczytaniu znaku 0, piesek przejdzie do stanu P,. Ostatnia kolumna oznacza
jakie stany osigga piesek na koncu Sciezki. Zaczynamy w stanie Pg.

Powiedzmy, na przyktad, ze wzdluz $ciezki zakodowano liczbe 20, ktora

w reprezentacji dwojkowej przyjmuje posta¢ 10100. Na ponizszym rysunku
widzimy trase pieska z wyszczegdlnionymi stanami (czytamy od prawej do
lewej!):

#1110
RIP,|P,|P.|Pe|Ps|Ps

Poniewaz osiagneliémy stan R, piesek odrzuca liczbe 20. Zobaczmy teraz co
bedzie z 21 (dwdjkowo 10101). Mamy:

#1110
A|P.|Py|Py| Py |P.|P,

Poniewaz osiggnelidémy stan A, piesek akcepuje liczbe 21.
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Dowdd tego, ze wyzej zdefiniowany piesek akceptuje tylko i wytacznie liczby
podzielne przez 3 pozostawiamy jako interesujace ¢wiczenie.

Rozwazmy teraz pieska, ktory ,obwachuje” drzewo z obu stron. Wtedy $ciezka
w parku wyznacza pare liczb naturalnych (o, 3). Mozemy woéwczas rozszerzy¢
pojecie akcepteriera dla przypadku relacji R C N x N. Relacje nazwiemy

7s — akceptowalna (7s od PI-ES), jezeli pewien akcepterier ja akceptuje. Relacje
ms — akceptowalne nazywac tez bedziemy ms — definiowalnymi.

o Relacja a < 3 jest ms-akceptowalna. Aby to zobaczy¢ rozwazmy pieska,
ktérego zachowanie jest opisane nastepujaca tabela:

stan 00 01 10 11 #
Ps Ps Py P, Ps A
P P, Py P, P, A
Py Py Py P, Py R

o Relacja = M« jest ws — definiowalna, M > 2. Mozna pokazaé, ze piesek
zdefiniowany nastepujaco:

My 25 {P.(,6) > Py: Me+k=2\+0,e,6€{0,1}, s, A<M},

gdzie P (g,0) — P oznacza, ze ze stanu P, nasz piesek przejdzie do stanu Py
widzac pare (g, 0), definiuje te relacje. Umawiamy sie przy tym, ze brak jawnie
wypisanego stanu, do ktérego ma przej$¢ akcepterier, oznacza, ze wpada on

w przerazenie i pomijajac wszystkie pozostale drzewa pedzi na lake do swojego
pana. Oczywiscie jest to stan odrzucajacy. Przyjmujemy ponadto, ze jedynie
stan Py na koncu $ciezki jest akceptujacy.

Zobaczmy to na przykladzie M = 3. Mamy:

Po0(0,0) = Py < 3:0400=2-A+0 = A=00
Poo(0,1) =Py < 3:-0400=2-A+1 = Pg(0,1) =R
Poo(1,0) = Py < 3:1400=2-A4+0 = Pg(1,0) =R
Poo(1,1) =Py & 3:1400=2-A+1 = A=01
P01(0,0) = Py < 3:0401=2-A240 = Pyp:1(0,0) =R
Po1(0,1) =Py & 3:0401=2-A+1 = A=00
Po1(1,0) =Py & 3:-1401=2-A4+0 = A=10
P01(1,1)—>P)\ < 3-1401=2-2+1 = POl(l,l):R
P10(0,0) =Py < 3-0+10=2-A4+0 = A=01
Plo(O,l)—>P)\ < 3-04+410=2-A+1 = Plo(o,l):R
P1o(1,0) > Py < 3-1410=2-1+0 = Py(1,0) =R
Pio(1,1) =Py & 3:1410=2-A+1 = A=10
Tym sposobem dostajemy tabele:
00 01 10 11 #
POO POO R R P01 A
Po R Poo P1o R R
P1o Po1 R R P1o R

Nie istnieje akcepterier dla relacji 5 = o?.

Przypuséémy, ze jest inaczej. Niech II bedzie akcepterierem dla zbioru par («, a?)
i niech K bedzie liczba jego standéw. Niech dalej N > 4K, M DL 9N § niech
AL (€g...e2n) 1 B 2L (09 . ..d2n) beda dwéjkowymi reprezentacjami liczb
M i M?, odpow1edmo Oczywiscie, wéwczas €9 = =EN_1 =EN41 = =
=¢egony =0,eny =1 oraz § = =don_1 =0, 52N = 1. Poniewaz para (M M2)
jest akceptowana przez II, istnleje ciag standéw sg, ..., San, San+1 O tej wlasnosci,
ze So jest stanem poczatkowym, a ssny1 jest stanem akceptujacym, oraz takim,
ze (sj,(g;,0;)) — sj4+1 jest zmiana stanu pieska II, dla j = 0,...,2N. Poniewaz
N > 4K, a tréjek postaci (s, ¢,0), gdzie s jest stanem pieska, a ¢,6 € { 0,1}, jest
4K, wigc istnieja 0 < k < 1 < N, dla ktérych s = s;, € = &7 1 0 = 6;. Widzimy
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woéwcezas, ze ciag:
<80,(Eo,50)>—>81 y gy
(8k» (Eks Ok)) = Skt 1y (Skt1s (Ekt1, Okg1)) = Skt2 5o+ -5 (Si—1, (€1-1,01-1)) = 51,
(51,(€1,01)) = S141 (k15 (Ekt1, Okg1)) = Skt2 5o -5 (811, (€1-1,01-1)) = 51,
(51,(€1,01)) = 141 5 (Si415 (€141, 0141)) = Si42 5+ -5 (5N, (EN,ON)) = SN41 s

o (san, (e2n, 02N)) — San41
jest ciagiem zachowan pieska IT dla $ciezki (od prawej do lewej)

€2N €2N-1 EN EN-1 €141 €l €k+1 €l €k+1 | €k ol €o
dan daN-1 oN ON—1 || G O || Oks1 | O | | Okt | Ok || Do
1 i i T i i i T T i T
— | — — = — —~ = N = N N =
ON+I—k | 2N—1+1—Fk N+i—k N—-1+l—-k 20—k+1 20—k - 141 1 N AN | k ]
To znaczy, dla $ciezki
0 0 1 0 e 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0
T T T T T T T T T T T
—N— —— — — —~ N A~ ~ =
2N+l—k 2N—-1+1—k N+l—k N—-1+l—-k 20—k+1 20—k - 141 1 | k -0

Oznacza to jednak, ze II akceptuje pare <2N Ql=k 92N . 2l’k>. Skad wynika, ze
(2N 21_’“)2 = 22N+(=k) " ¢o nie jest prawda, bo k # 1.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze nie istnieje piesek akceptujacy relacje
B =a?
Zadania:

— Podaé akcepteriera dla podzielnosci przez dowolng liczbe M € N.
— Czy istnieje akcepterier dla zbioru liczb pierwszych ?

‘Wtasno$ci domknieciowe klasy relacji ms-akceptowalnych.

Calkiem latwo zauwazy¢, ze jesli jakas relacja jest s — definiowalna, to jej
dopelnienie tez jest ms — definiowalne. Niech teraz II; i Ils beda akcepterierami
dla relacji R1 i Rs, odpowiednio. I niech Il i II5 beda akcepterierami, ktorych
stanami sa pary stanéw (o, 7) akcepterier6w II; i Iy i ktére wsréd swoich
przejsé zawieraja przejscia:

<U7 T>Cl = <H1(U7 a‘)v HQ(Ta Cl)>,
Ponadto niech II,, zawiera przejscia (o, A) — A1 (A, 7) — A, a Il oprocz
przejsé (x) niech zawiera tylko przejscie (A, A) — A. Wowczas I, akceptuje
R1 URs, alls akceptuje R1 N'Ro.

Rasa 2 — Obliczury

OBLICZUREM nazywamy pieska, ktéry po obwachaniu drzewa wykopuje dotek
(chyba, ze juz jest jaki$) pod tym drzewem, albo taki dolek zasypuje (jesli
oczywiscie jest co zasypac¢). Powiemy, ze piesek jest obliczurem dla funkcji f,
jezeli — po przejsciu $ciezki kodujacej argument dla f — uklad dotkéw pod
drzewami koduje warto$¢ funkcji f dla tego argumentu. Funkcje, dla ktérych
istnieja obliczury nazywamy funkcjami ws-obliczalnymi.

a — opis drzewa. (%)

Ponizej widzimy obliczury dla dodawania i odejmowania.

+ 00 01 10 11
P, P.,0 P., 1 P, 1 Py, 0
P, P, 1 P, 0 Py, 0 Py, 1
- 00 01 10 11
P, P.,0 Pp, 1 P, 1 P, 0
P, o1 P, 0 P, 0 Py, 1

— cyfra obok stanu przyjmowanego przez pieska po przeczytaniu opisu drzewa
oznacza, czy zostawi dotek po jego przeciwnej stronie (1), czy nie (0).

44



Prze$ledZzmy ich dzialanie na przyktadzie liczb 25 (binarnie 11001) i 13 (binarnie
01101)

(H)|#|1]1]0]o0]1
#lo0|1]1]0|1
P.| Py | Py|Pal|Psl|Py| P,

1j010]1}]1/|0

(koniec napisu, jak widzimy jest interpretowany jako 0)

() #|1]1]0]o0]1
#lofl1 1|01
Pe|Ps|Pp|Py|Pel|Pe|Ps

0011|010

Jedli zamienimy argumenty miejscami dostaniemy

() #|0o|1]1]0]1
#1100 1
Pp| Py | Pe|Pe|Pe|Ps|Ps

11101 ]01]O0

czyli obliczenie koniczace sie stanem nieakceptujacym. To oznacza, ze dla takiej
pary argumentéw funkcja jest nieokreslona.

Dla dowolnego M > 0, istnieje obliczur dla mnozenia przez M. Jego stanami sa
ciagi binarne odpowiadajace liczbom mniejszym od M, jego przejscia dane sg
wzorami:

Peu(e) = Px,d & M- -k+e=2\+6§ , A<M, ¢e,6{0,1}.
Na przyktad dla M = 3, mamy

Poo | Poo, 0| Po1,1
Po1 | Poo, 1| P10,0
P10 | Po1,0| Pg,1

Sprawdzmy:
40101
Poo| Po1| Poo| Po1| Poo
1 1 1 1

Zgadza sie: 3-5 = 15.

Dla dowolnego obliczura dla f istnieje akcepterier dla relacji 8 = f(a). W rzeczy
samej. Niech:

0 1
g0 000, Yoo | 0105 Y10
a1 001, Yo1 | 011, Y11
g2 002, Yo2 | 012, Y12

‘ ON HUONa yON’Uw,yON‘
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bedzie tabelkg zachowan dla obliczura funkcji f. Wéwczas tabelka akcepteriera
dla relacji 8 = f(«) ma postaé:

0o | o | 10 | 1

o) o (0) ogo(1) 10(0) io(1)
(0) Io1(1) 1111 (0) I1(1)
(0) Io2(1) ITy2( (

o1 IIpq

02 gz

| o || Hon(0) | Ton(1) | Min(0) | Min(r) |

gdzie II;; (k) = 045 jezeli y;; = k, w przeciwnym wypadku II;; (k) jest stanem
odrzucajacym R. Stanami akceptujacymi tego akcepteriera sa stany akceptujace
odpowiadajacego mu obliczura.

W szczegdlnosci, dla zdefiniowanego wyzej obliczura potrajajacego, dostaniemy
znang juz tabele akcepteriera dla relacji f = 3a.

Zadania:
— Czy powyzsze stwierdzenie da sie odwrocié?

— Czy klase relacji ms-akceptowalnych i funkcji ws—obliczalnych powigkszy sie,
dopuszczajac do rozwazan mozliwosé wielokrotnego analizowania $ciezki przez
danego pieska?

Kupa mosci panowie, czyli akceptacja za pomoca sfory.

Méwiac o akceptacji za pomoca sfory mamy na mysli mozliwos¢é kolejnego uzycia
nieograniczonej liczby pséw do analizy danej $ciezki. Do tego celu musimy uzy¢
nieco innych pséw niz te, co do tej pory. Zakltadamy, ze pod kazdym drzewem
znajduje si¢ ustalona liczba dotkéw w ustalonej kolejnosci. Kazdy z dotkéw

moze by¢ pusty lub zasypany. Psy nalezace do sfory zamiast obwachiwaé drzewa
analizuja zawartos$¢ dotkéw, zmieniaja nastréj i ewentualnie zasypuja lub
odkopuja jeden z dotkéw. Moze tez by¢ istotne, w jakich nastrojach poszczegdlne
psy docieraja do laki.

Sfora akceptujaca podzielnos¢.

Zakladamy, ze pod kazdym drzewem sa trzy dotki, przy czym poczatkowo
trzeci rzad dotkéw jest zasypany. Poniewaz istnieje obliczur dla odejmowania,
mozemy nakaza¢ mu wynik odejmowania zachowaé¢ w trzecim rzedzie dotkow.
Bedziemy tez potrzebowali akcepterieréw dla (<) oraz jednego akcepteriera dla
bycia zerem (mozna dobraé ilo$é typéw pséw bardziej oszczednie, ale beda one
bardziej skomplikowane ,wewnetrznie”). Scenariusz akceptacji podzielnosci |3
wyglada nastepujaco: puszczamy kolejno obliczura dla odejmowania, po czym
polecamy akcepterierowi dla niewiekszosci sprawdzié¢, czy wynik odejmowania
jest mniejszy od «. Jesli tak, to akcetpterier zera rozstrzyga ostatecznie czy o
dzieli 8, czy nie.

Zadanie: Wykazaé, ze nie istnieje akcepterier dla relacji podzielnosci.
Rasa 3 — Turingwajlery

Podobnie jak dopuszczenie sfory do analizy, dopuszczenie mozliwoéci powrotow
na Sciezce wraz z zalozeniem, ze $ciezka jest nieograniczenie dtuga i nie konczy
sie taka, zwieksza nasze mozliwosci obliczeniowe. Dopuszczamy tutaj nowa rase
psow TURINGWAJLERY. Zakladamy, ze psy takie, wyruszajac w podroéz po lesie,
obserwuja stan dotkéw pod drzewami Sciezki, po ktérej sie poruszaja, zmieniajac
swbj nastrdj zasypuja, badz odkopuja dotek, po czym przemieszczaja sie o jedno
drzewo w przdd, w tyl, lub pozostaja na miejscu. Po pewnym czasie wracaja

w miejsce, z ktérego wyruszyly i na podstawie stanu, w jakim sie znajduja
rozstrzygamy, czy Sciezka zostala zaakceptowana, czy nie. Méwimy wtedy

o turingwajlerach akceptujacych. O turingwajlerach obliczajacych mowimy
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wtedy, gdy nie tyle interesujg nas ich nastroje przy powrocie, co wyglad $ciezki,
jaki po sobie zostawity.

Na uzytek turingwajleréw, zaklada sie, ze ciggi dotkéw pod drzewami nie
oznaczaja liczb w zapisie dwéjkowym, lecz ze liczbe k koduje wystapienie k + 1
kolejnych dotkéw (dlatego k + 1, ze by méc zakodowadé liczbe zero).

Powiemy, ze turingwajler T' oblicza funkcje f : N — N, jezeli idac po Sciezce, na
ktorej zakodowano liczbe k, po skonczonym czasie T' wréci z lasu, zostawiajac
na $ciezee kod liczby f(k). Nietrudno zauwazyé, ze réwnie dobrze mogliby$my
zakltadac, ze T zostawi kod wyniku za kodem argumentu. Wystarczy najpierw
nakaza¢ mu, zeby skopiowal argument o jedno drzewo za nim, a potem zaczal
oblicza¢ wartosé f. Nastepnie, by po zakoniczeniu obliczania powrdcit na
poczatek $ciezki.

Zadanie: Zdefiniowaé, co oznacza, ze turingwajler oblicza funkcje wiecej niz
jednej zmienne;j.

Turingwajlery akceptujace dla liczb kwadratowych.

By¢ liczba kwadratowa jest rownowazne byciu suma pewnej iloéci poczatkowych
kolejnych liczb nieparzystych. Rozwazmy turingwajlera, ktéry cyklicznie
generuje kolejne liczby nieparzyste za badana liczba (za kazdym razem wykopuje
dwa nowe dolki), a nastepnie odejmuje te liczbe od argumentu. Proces konczy
sig, gdy argument przyjmnie warto$¢ mniejszg od dwojki. Poczatkowa liczba

byta kwadratowa, jezeli to, co pozostalo, jest zerem. Na koniec wystarczy tylko
»posprzataé¢” na $ciezce i wréci¢ do punktu wyjscia.

Zadanie: Zaprojektowaé turingwajlera dla mnozenia.

Sosnowiec, Warszawa, Krakéw, Sosnowiec: listopad 1998 — wrzesien 2007.
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