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Odpowiedz na pytanie: ,Co daje wiedza?” jest tak ogdlne, ze nie mozna na

nie szybko odpowiedzie¢. Sytuacja wydaje sie prostsza, gdy zapytamy bardziej
konkretnie, a mianowicie, czy wiedza pomaga nam, czy przeszkadza w stawianiu
hipotez i dowodzeniu twierdzen matematycznych. Kazdy natychmiast odpowie,
ze pomaga. Stwierdzenie to mozna poprzeé¢ podajac kilka bezposrednich
odpowiedzi na postawione pytanie:

1. Pozwala znajdowaé nowe dowody istniejacych twierdzen.
2. Pozwala upraszczaé¢ dowody juz istniejace.

3. Pozwala uogolnia¢ twierdzenia.

4. Zwigksza szanse na udowodnienie hipotez.

5. Daje dostep do nowych dziedzin badan.

Zalety posiadania wiedzy mozna réwniez zobrazowaé na nastepujacym
przykladzie:

Zadanie 1

C Dany jest tréjkat rownoboczny ABC'. Niech M bedzie dowolnym punktem
lezacym na tuku AB okregu opisanego na tym trojkacie. Udowodnij, ze
odleglos¢ punktu M od wierzchotka C' jest réwna sumie odlegtosci punktu M
od pozostalych wierzcholtkow.

Rozwigzanie 1

A B Niech NV bedzie punktem odcinka C'M takim, ze AM = M N.
Wéwezas LAMN = LABC =60° 1 AN = AM.
M Stad ACAN = ABAM.
Rys. 1 Poniewaz CN = BM, wigc CM = MN + NC = AM + BM (rys. 1).
c Rozwiagzanie 2

Rozpatrzmy obrét R%)O o kat 60° wokoét punktu B.
Niech R (M) = M’.
Woéwezas AMBM' jest réwnoboczny oraz REY’ (A) = C.
Ponadto /CM'B = /AMB =120°i CM' = AM.
Stad Z/CM'M = /CM'B + /BM’'M = 180°.

A B Zatem punkty C, M, M’ sg wspoétliniowe,
wiec CM = CM' + M'M = AM + BM (rys. 2).

Rys. 2 Rozwiazanie 3 Z tw. Ptolemeusza dla czworokata AM BC mamy:
CM-AB =AM -BC+ AC - M B.
Stad CM = AM + MB.

Rozwiazanie pierwsze jest elementarne, wykorzystuje podstawowe wiadomosci
o przystawaniu tréjkatéw i katach wpisanych w koto. Znajomosé wlasnosci
izometrii pozwala nam znalez¢ drugie rozwigzanie. Trzeci sposéb jest krétki i
/ selegancki”, jednak wymaga znajomoéci twierdzenia Ptolemeusza.

Nastepny przyklad utwierdza nas w przekonaniu, jak cenna jest nasza wiedza.

1 1 Zadanie 2
Rys. 3 Jaka jest miara kata o + 8+ v (rys. 3)?

Rozwiagzanie 1
" a I p  Oczywiste jest, ze a = 45°.
Z twierdzenia Pitagorasa obliczmy dlugosci odpowiednich odcinkéw (patrz

NG rysunek) i zauwazmy, ze
1
T | A AAFG ~ AAEC.

B 1 o 1 » Stad(rys.4)
Rys. 4 L{GAF = /EAC = ~, B+~ =45°
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Rozwiazanie 2
Dorysujmy kwadrat GFJI i oznaczmy przez K punkt przeciecia jego
przekatnych. Wéwcezas latwo zauwazyé, ze

ANAFK ~ NAED.
Stad 4+ v = 45° (rys. 5).

Rozwiazanie 3
Korzystajac z wlasnosci funkcji tangens mamy:

tgf+tgy _ 3
1—tgBtgy 1—%

1 1
tgf=5 tgy=3, telf+7)= =1

Stad 3+ y = 45°.

Rozwigzanie 4

Umiesémy rysunek na plaszczyznie zespolonej. Zauwazmy, ze katy 31y sa
argumentami liczb 2 41 oraz 3 + i odpowiednio. Pomnozenie ich daje liczbe
o argumencie 3 + . Jest to liczba

(241)(3 +1) = 5+ 5i,

ktorej argument to oczywiscie 45° (rys. 6).

Kolejne wiadomosci pozwalaly nam na rozwiazanie tego zadania réznymi
sposobami. ZaczeliSmy od bardzo elementarnego sposobu, a wykorzystujac
wiedze o liczbach zespolonych skonczyliémy na bardzo efektownym rozwiazaniu.
Jednak nie zawsze tak jest. Zdarzaja sie sytuacje, w ktérych wiedza przegrywa
z niewiedza. Latwo to pokazaé¢ dajac matematykowi nastepujace zadanie do
rozwigzania:

Zadanie 3

Sprzedawczyni w sklepie opowiadala taka niewiarygodna historie:

— Dzi$ rano pierwsza klientka kupita potowe wszystkich jajek i jeszcze pol jajka,
druga kupila polowe pozostalych jajek i jeszcze pél jajka, tak samo bylo z
trzecia, czwarta, piata i szésta klientka. Wtedy w koszu zostato tylko jedno
jajko.

— Opowiada pani niestworzone rzeczy. Komu by pani sprzedata pét jajka.

— Ale ja zawsze sprzedawatam tylko cale jajka.

Tu wtracil sie do rozmowy student: — Ja bytem siédmym klientem, kupitem
polowe calego zapasu jajek i jeszcze pol jajka.

Na to sprzedawczyni:

— Pamietam, pan kupit ostatnie jajko.

Rozwigzanie 1
Matematyk szybko spostrzeze, iz jest to typowe zadanie z jedna niewiadoma x —
liczba jajek na poczatku i (juz nie tak szybko) uzupelni tabele:

klient | kupit zostawit

I 1/2 -2+ 1/2 1/2-2—-1/2

IT 1/4-z+1/4 1/4-2—3/4

111 1/8-z+1/8 1/8 -2 —7/8

v 1/16 -2+ 1/16 1/16 -2 — 15/16

\Y 1/32-x+1/32 1/32-x —31/32
VI 1/64 -z +1/64 1/64 - — 63/64
VII 1/128 - +1/128 | 1/128 -« — 127/128

Wiedzac, ze ostatni klient kupit jedno jajko otrzymujemy réwnanie
1 1
A stad x = 127.

Rozwigzanie 2

Ci, ktorzy nie znaja wyrazen algebraicznych muszg radzié¢ sobie inaczej i
uzupelniaja tabele od konica rozumujac nastepujaco: Latwo uzupelnié ostatni
wiersz. Ostatni klient zastal jedno jajko, zatem tyle zostawil szdsty.
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Poniewaz kupil on polowe tego co zastal i jeszcze pél jajka, wiec w koszu
zostawil potowe tego co zastal minus pét jajka. Stad potowe tego co zastal
stanowi 1,5 jajka, a zatem zastatl 3 jajka i kupil 2.

klient | zastal | kupil | zostawit
I 127 64 63

1I 63 32 31

III 31 16 15

v 15 8 7

\Y% 7 4 3

VI 3 2 1

VII 1 1 0

Metoda ta jest szybsza niz poprzednia i nie wymaga tylu rachunkéw. Opiera sie
na tym, ze gdy w koszu bylo 2n + 1 jajek, to klient kupit n + 1 jajek i zastawit n
jajek. Kontynuujac watek przewagi niewiedzy nad wiedza popatrzmy na kolejne
zadania.

Zadanie 4
Czy ponizsza liczba jest wymierna?

§/9+\/%+ 6/9—@

Rozwiazanie 1
Kazdy matematyk wie, ze rozwiazemy to zadanie oznaczajac

x=€/9+\/%+€/9—\/%

i wykonujac nastepujace operacje
2’ = (§/9+\/%+ 6/9—\/%)3:
:9+\/%+9—\/%+3§/(9+\/%)2(9—\/%)+
+3{’/(9+ V/80)(9 — V/80)2 =
= 18+3€/(9+ V/80)(9 — v/80)z

Zostaje nam juz tylko rozwiazaé réwnanie 3 — 3z — 18 = 0, skad mamy = = 3.

Rozwiazanie 2
Nie wszyscy jednak potrafia rozwiazywaé rownania trzeciego stopnia. Zdolni

uczniowie majac ten brak robia to inaczej. Oznaczaja a = v/ 9 + /80,
b= +v/9— 801 liczag

8(9+4v5 724+32v5 (3 5)(14 4+ 6v/5 3 5\°
B0 aVE = (9+4v5)  72+32V5 _ (3+V5)(14+6v5) <+xf)

8 8 8 2
3
b — g4 ayE 30 —84\/5) _ T2 —;2\/5 _(3- \/5)(814—6\/5) <3—2\/5>

Stad a + b = 3.

Zadanie 5
Wojtek rozwiazujac pewne zadanie, trzykrotnie mnozyl dwie liczby naturalne
rozniace sig o 1. Oto otrzymane wyniki:

23304756, 1521524, 867498.
Dwa wyniki sg zte. Ktére i dlaczego?
Rozwigzanie 1

Czyz nie jest naturalnym, ze szukamy takiego n, aby n(n 4+ 1) = a, gdzie a jest
jedna z otrzymanych liczb? Zatem wystarczy rozwiaza¢ rownanie kwadratowe

n+n—a=0

ktérego rozwiazanie, ze wzgledu na iloé¢ cyfr liczby a, wcale nie jest tatwe.
Dla a = 23304756 otrzymujemy rozwiazanie.
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Dla a = 1521524 i a = 867498 wyrdznik réwnania nie jest kwadratem liczby
naturalne;j.

Rozwigzanie 2

Zadanie to rozwigzuja takze uczniowie szkoty podstawowej. I to ,ladniej” niz
wiekszo$¢ matematykéw. Sposob jest nastepujacy:

Ostatnie cyfry mozliwych iloczynéw to ostatnie cyfry nastepujacych liczb: 0 - 1,
1-2,2-3,3-4,4-5,5-6,6-7,7-8,8-9,9-10.

Czyli 0, 2, 6, 2, 0, 0, 2, 6, 2, 0.

Natomiast otrzymane liczby to
23304756, 1521524, 867498.

Tylko pierwsza ma ,dobra” cyfre jednosci.

Zadanie 6

W hurtowni roweréw byly rowery dzieciece i mlodziezowe. Rowery dzieciece
mialy 3 kota, a mlodziezowe 2 kota. Wszystkich roweréw bylo 51, a wszystkich
kot 147. Tle byto roweréw kazdego rodzaju?

Rozwigzanie 1

Matematyk powie, ze to typowe zadanie ,na uklad rownan”. Zatem oznaczamy
x — liczba rowerow dzieciecych

y — liczba roweréow mtlodziezowych

i rozwiazujemy uklad

z+y=>51
3z + 2y = 147
r =45, y=6.

Rozwiazanie 2
A dziecko nie majace pojecia, co oznacza ,uklad réwnan” zauwazy, ze

147 =102 4 45

Co oznacza, ze gdyby wszystkie rowery byty dwukolowe, to mielibySmy 102 kola,
ale mamy ich o 45 wiecej, zatem jest to liczba roweréw o trzech kotach.

Kolejne zadanie przynosi ciekawe efekty, gdy sprébuje je rozwiaza¢ student
kierunku matematyki i licealista.

Zadanie 7 Oblicz wartos¢ wyrazenia:

(z—a)(z=0b)-...-(x—2) =
Rozwigzanie
Wigksza czeéé studentéw przyzwyczajona do zmudnych rachunkéw zaczyna
wymnazaé kolejne czynniki iloczynu. Po czwartym mnozeniu poddaja sie nawet
najwytrwalsi. Licealisci od razu rezygnuja z wymnazania, czujac, ze przerasta to
ich mozliwosci. Zaczynaja si¢ wiec przyglada¢ temu nieco dziwnemu wyrazeniu
i dos¢ szybko zauwazaja, ze jednym z czynnikéw jest wyrazenie x — z, a zatem
caly iloczyn wynosi zero.

x %k

Prébujac samemu zmierzy¢ sie z powyzszymi zadaniami lub siegajac pamiecia
wstecz zauwazamy, ze czasem ci, ktorzy majg mniejsza wiedze potrafig nas
zaskoczy¢. Dysponujac mniejsza iloscia technik, maja wiecej pomystoéw i umyst
otwarty na nietypowe rozwiazania. My, matematycy, ludzie z wigksza iloscig
wiadomoéci dysponujemy wieksza iloscia metod, ktére mozemy zastosowaé, przez
co mamy mniej pomystow. Staramy sie podciaga¢ wszystko pod jeden schemat,
ktéry znamy i wiemy, ze przynosi on efekt. Trudno nam mys$le¢ nietypowo i stad
zdarza nam sie stosowac zbyt ciezkq artylerie do prostego problemu. Nie sg to
jednak czeste sytuacje i dotycza tatwych zagadnien. Zatem korzysci z posiadanej
wiedzy sa tak duze, ze lepiej jest wiedzieé, niz nie wiedzie¢. A opisane wyzej
sytuacje sa potrzebne, aby uswiadamié¢ nam, ze nie jesteSmy idealni i czasem
mozemy nauczy¢ sie czego$ od ludzi, ktérzy wiedza mniej.
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