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Matematyka jest nauksg abstrakcyjna, ale dostarcza narzedzi do badania
rzeczywistosci. Cho¢ jest to prawidlowosé powszechnie znana, to czesto
zaskakuje zastosowanie matematyki w ekonomii, biologii, a nawet w naukach
humanistycznych.

Jednym z mtodych, bo powstalych nieco ponad sto lat temu, dzialéw
matematyki, ktéry przezywal niebywaly rozkwit w XX wieku jest topologia.
Nazwa ta czesto dziwi osoby niemajace do czynienia z matematyka. Matematyka
kojarzy sie z algebra, geometria, rachunkiem rézniczkowym i calkowym,

ale topologia. .. Szczegélnie dla biologa brzmi to dziwnie, egzotycznie

i tajemniczo. W rozumieniu ogélnym topologia kojarzona jest raczej z pojeciem
sieci komputerowych. Biolog natomiast uzywajac stowa topologia mysli

o rozmieszczeniu w przestrzeni np. bialek, lipidéw czy innych czasteczek.

Bardzo upraszczajac, topologia, rozumiana przez matematyka, bada te wtasnosci
figur, ktore nie zmieniaja sie¢ przy bardzo ogdlnych deformacjach nazywanych
homeomorfizmami. W topologii pojecie ksztaltu odbiega istotnie od tego, do
jakiego przyzwyczailiémy sie na przyklad na geometrii, gdzie trojkat, kwadrat

i kolo uwazane sa za figury o réznych ksztattach. Odpowiednio deformujac
tréjkat mozna uzyskaé¢ kwadrat albo kolo wzglednie jeszcze co$ zupelnie innego

i z punktu widzenia topologii bedzie to caly czas to samo. Podobnie dziwacznie
moga wygladaé¢ deformacje homeomorficzne sfery, gdy wyobrazimy sobie ja jako
balonik wykonany ze specjalnej bardzo cienkiej, rozciagliwej lecz wytrzymatej
btony gumowe;j.

Pomysty i konstrukcje topologéw wykorzystuje sie do modelowania przeréznych
proceséw miedzy innymi w biologii. Jednym z takich proceséow jest fuzja blon
biologicznych oraz przemieszczanie sie monomeréw polipeptydowych w blonie
podczas tego procesu.

Blony biologiczne pelnia funkcje niezbedne do zycia. Sg zorganizowanymi
warstwowymi uktadami makromolekularnymi, ztozonymi gltéwnie z bialek

i lipidéw. Blony nadaja komérkom indywidualno$é przez oddzielenie ich od
srodowiska. Sa wysoce selektywnymi barierami przepuszczalnosci. Nie sg
natomiast caltkowicie izolujacymi $cianami, poniewaz zawieraja specyficzne
kanaly, przenosniki i pompy. Rozrézniamy réowniez blony wewnetrzne, ktore
wytyczaja granice organelli (np. mitochondria, chloroplasty, lizosomy)

w komorkach eukariotycznych (komorki eukariotyczne, to komorki jadrzaste
mogace by¢ samodzielnymi organizmami, tworzy¢ kolonie lub agregaty
wielokomérkowe). Blony odgrywaja zasadnicza role w komunikacji biologicznej
poniewaz zawieraja specyficzne receptory bodzcéw zewnetrznych. Dzieki nim
kontroluja przeplyw informacji miedzy komoérka i jej srodowiskiem.

Blony sa tez struktura, w ktérej zachodza dwa najwazniejsze procesy
przeksztalcenia energii, swoiste dla uktadéw biologicznych. Procesami

tymi sa: fotosynteza, w ktorej energia swietlna zostaje przeksztalcona

w energie wigzan chemicznych oraz fosforylacja oksydacyjna, w ktérej
energia uzyskana z utleniania substratow oddechowych uzyta jest do syntezy
adenozynotrifosforanu (ATP).

Podsumowujac mozemy powiedzieé, ze btony biologiczne, pomimo zréznicowania

zaréwno pod wzgledem struktury, jak i funkeji, wykazuja wiele istotnych cech

wspolnych:

e Sa strukturami warstwowymi.

e Zbudowane sa gléwnie z lipidéw i bialek, ale zawieraja takze cukrowce z nimi
zwigzane.

e Lipidy wchodzace w sklad blony sa stosunkowo malymi czasteczkami
zawierajacymi reszty hydrofobowe (,nie lubigce wody”) i hydrofilowe (,lubiace
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Rys. 1. Budowa czasteczki

gramicydyny A, ktéra zawiera
naprzemienne reszty aminokwaséw L i D.
Koncowa grupa aminowa gramicydyny
zwigzana jest z grupa karboksylowa,

a koncowa grupa karboksylowa —

z etanolaming [1].

Rys. 2. Schemat kanalu gramicydyny A
utworzonego przez potaczenie dwéch
polipeptydéw ich konicami N.

wode”). W érodowisku wodnym lipidy te spontanicznie tworza zasklepiajace
sie w pecherzyki warstwy bimolekularne. Dwuwarstwy lipidowe stanowig,
bariere dla przeplywu czastek polarnych.

e W charakterystycznych funkcjach bton posrednicza specyficzne biatka, ktére
dzialajg jako pompy, kanaly, przenosniki, receptory, transformatory energii,
i enzymy.

e Tworzace blone czasteczki biatek i lipidéw sa polaczone ze soba przez liczne
oddziatywania niekowalencyjne o charakterze kooperatywnym.

e Blony sa asymetryczne i obie powierzchnie sa zawsze rézne.

e Blony sg strukturami plynnymi. Czasteczki lipidow moga szybko dyfundowaé
wzdtuz blony, podobnie jak bialtka, jeli nie sa zakotwiczone specyficznymi
oddzialywaniami. Natomiast nie moga one obraca¢ sie¢ w poprzek blony.

o Wieckszos¢ blon jest spolaryzowana elektrycznie, z tadunkiem ujemnym
(zazwyczaj —60 miliwoltéw) od strony wnetrza zamknietego przedziatu.
Potencjal blonowy ma kluczowe znaczenie w procesach transportu
przeksztalcen energii i pobudliwosci [1].

Fosfolipidy stanowiace gtéwna klase lipidow blonowych sa czasteczkami
biologicznymi nierozpuszczalnymi w wodzie, a dobrze rozpuszczalnymi

w rozpuszczalnikach organicznych. W érodowisku wodnym fosfolipidy

w naturalny sposob i samoistnie maja tendencje do formowania tak zwanych
dwuwarstw lipidowych. Ten fakt ma zasadnicze znaczenie biologiczne, poniewaz
dwuwarstwy majg naturalna tendencje do samouszczelniania sie, a co za tym
idzie sa wysoce nieprzepuszczalne dla jonow i wiekszosci czasteczek polarnych.
Na szczescie jest wiele substancji umozliwiajacych jonom przejscie przez
dwuwarstwy lipidowe. Naleza do nich jonofory (definiowane jako noéniki —
akceptory czastek natadowanych tj. Nat, K*, czy Ca?*), ktére tworza z jonami
kompleksy majace zdolnosé do dyfuzji przez hydrofobowe wnetrze blony.

Do takiej grupy jonoforéw mozemy zaliczy¢ np. walinomycyne. Inng grupa
substancji umozliwiajacych transport jonéw przez dwuwarstwy sg czasteczki
pochodzenia naturalnego lub syntetyczne, tworzace hydrofilowe kanaly np.
gramicydyna A (rysunek 1).

Gramicydyna A to antybiotyk peptydowy dzialajacy na bakterie gramdodatnie,
otrzymywany z Bacillus brevis (bakterie gramdodatnie do$é szeroko
rozpowszechnione w przyrodzie). Z uwagi na duza toksycznosé stosowany
miejscowo w leczeniu infekeji skéry i bton $luzowych. Antybiotyki sa to
substancje dzialajace hamujaco na procesy wazne dla zycia drobnoustrojow.
Poznano juz okoto dwdéch tysiecy substancji antybiotycznych wytwarzanych
przez bakterie, plesnie, grzyby, porosty, glony, rosliny wyzsze i zwierzeta.
Wiegkszosé¢ antybiotykéw jest wytwarzana przez drobnoustroje zaliczane do
promieniowcéw, pleéni i laseczek. Niektore antybiotyki udato sie otrzymac
calkowicie syntetycznie, inne zas polsyntetycznie.

Procesem kluczowym dla funkcjonowania wielu typéw komorek jest fuzja
(laczenie sig, zlewanie) blon. Proces ten jest istotny nie tylko w zjawisku

fuzji blon dwoch komoérek, np. podczas procesu zaplodnienia, lecz réwniez

w transporcie wewnatrzkomérkowym na drodze pecherzykowej. Fuzja
pecherzykéw transportowych wydaje sie mechanizmem gléwnym dla procesow
takich jak biogeneza bton, wydzielanie oraz wchlanianie. Fuzja zachodzi tez

w procesach patologicznych, np. podczas wnikania do komorki wiruséw z otoczka
(2, 3, 4].

Podczas procesu fuzji dwéch pecherzykow translokacji moga ulegaé fosfolipidy
tworzace ich blony, jak réwniez polipeptydy zanuzone w tych blonach. Zmiany
topologicznej lokalizacji polipeptydow w blonie w wyniku procesu fuzji mozna
przesledzi¢ na przyktadzie gramicydyny A. Ten antybiotyk jest kanatem

dla jednowartosciowych kationéw (np. KT, czy Na™). Za pomocg badan
spektroskopowych i modyfikacji chemicznych wykazano, ze kanal transportowy
powstaje z dwéch czasteczek gramicydyny A. Kazda z czasteczek tworzaca
przewodzacy kationy dimer znajduje sie w innej warstwie blony, taczac sie ze
soba koniec z koficem (rysunek 2).
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0-sympleks
(punkt)

Problem, jaki zostanie nizej opisany, dotyczy mozliwosci utworzenia takiego
dimeru podczas procesu fuzji.

Proces fuzji w znacznym uproszczeniu mozna opisa¢ topologiczng operacja sumy
spéjnej. W przyblizeniu blone biologiczna mozna traktowaé jako powierzchnie
wzglednie uklad dwdch lub kilku powierzchni. Nie mamy tu do czynienia ze
specjalnie wyszukanymi powierzchniami. Ze wzgledu jednak na co najmniej
dwuwarstwowa strukture blony konieczne jest rozbicie procesu fuzji na kilka
etapow i wielokrotne zastosowanie sumy spéjnej.

W tym miejscu celowe wydaje sie przypomnienie definicji operacji sumy spojnej
(na rysunku bedzie to przedstawione na przyktadzie dwoch toruséw).

Niech M; i M, beda powierzchniami, a K? kolem (dwuwymiarowa

kula) jednostkowym. Dalej niech ¢1 : K? — M i o : K? — My beda
homeomorfizmami przeksztalcajacymi koto na obrazy zawarte w odpowiednich
rozmaitosciach. Wycinamy wnetrza zbioréw ¢(K7) oraz ¢(Ks). Nastepnie
sklejamy punkty zbioru O(M; \ ¢1(K?)) oraz d(Mz \ p2(K?)) (rysunek 3).
Zbiory te sg homeomorficzne z okregami, istnieje zatem wiele sposobéw ich
utozsamienia. Suma spjna nie zalezy wiec od Wyboru kélek na powierzchniach
oraz od sposobu sklejania powierzchni [2, 5,
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Rys. 4. Sympleks n-wymiarowy

A(ag,ar, .- .

,an), dlan =0,1,2,3 [7].

Rys. 3. Konstrukcja sumy spéjnej [2].

Problem, ktérym bedziemy sie zajmowaé dotyczy zmian topologicznej lokalizacji
monomeréw polipeptydowych w blonie w wyniku procesu fuzji. Analiza ta
bedzie wykorzystywaé¢ topologiczny model procesu fuzji zaproponowany juz we
wezedniejszych pracach (np. patrz [2]). Przyjmijmy dodatkowo, ze monomer
polipeptydowy modelowaé¢ bedziemy za pomoca sympleksu jednowymiarowego
zorientowanego.

Przypomnijmy teraz jak definiuje sie sympleks i jego orientacje.

Niech punkty ag, a1, ..., a, przestrzeni euklidesowej
m-wymiarowej tworza zbiér afinicznie niezalezny.
Najmniejszy zbiér wypukly conv{ag,ai,...,a,} zawierajacy
punkty ag, ay,...,a, nazywamy sympleksem n-wymiarowym
o wierzchotkach ag, aq,...,a, (rysunek 4) i oznaczamy przez
a1 A(ag,ai,...,a,). Wymiar sympleksu oznaczaé bedziemy

3-sympleks przez dim A [7]
(pelny czworodcian)

as

ao

Tak wiec sympleks O-wymiarowy A(ag) jest zbiorem
zlozonym z jednego punktu ag; sympleks 1-wymiarowy
A(ap,ay) jest niezdegenerowanym odcinkiem o koncach
ag, a1; sympleks 2-wymiarowy A(ag, a1, as2) jest tréjkatem o niewspotliniowych
wierzcholkach ag, a1, as; sympleks 3-wymiarowy A(ag, a1, as,as) jest
czworo$cianem o wierzchotkach ag, ay, as, as nie lezacych w jednej ptaszczyznie.
Przyjmuje si¢ ponadto, ze zbiér @ jest jedynym sympleksem (—1)-wymiarowym.

Zbior wierzchotkéw n-wymiarowego sympleksu mozna uporzadkowaé na
(n+ 1)! sposobéw. Dwa uporzadkowania nazywamy réwnowaznymi, jezeli
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Rys. 5. Orientacje symplekséw
1-wymiarowych A(ag, a1)
i 2-wymiarowych A(ag, a1, az2).

roznig sie parzysta liczba przestawien. Zbiér uporzadkowan wierzchotkow
rozpada sie na dwie klasy uporzadkowan réwnowaznych, ktére nazywamy
orientacjami. Sympleks n-wymiarowy z wybrang orientacja nazywamy
sympleksem zorientowanym i oznaczamy przez Alag,ay,. . .,
sympleks dodatniego wymiaru ma doktadnie dwie orientacje, ktore nazywamy
wzajemnie przeciwnymi. Sympleks przeciwnie zorientowany wzgledem sympleksu
., ay] oznacza sie —Alag,ay, ...,
0-wymiarowy, to przyjmujemy A = —A. Sympleksu (—1)-wymiarowego nie
orientujemy. Zmiana orientacji sympleksu na przeciwna powoduje zmiane
orientacji kazdej jego Sciany zorientowanej [7]. Dla wymiaréw 1 i 2 sympleksu

ap]. Kazdy

ay]. Jezeli sympleks A jest

orientacje przedstawia rysunek 5.

Rys. 6. Etap pierwszy procesu fuzji: X, ¢ = 1,2 — rozmaitosci
modelujace warstwy zewnetrzne blon pecherzykéw przed procesem
fuzji, Y;, ¢ = 1,2 — odpowiednio rozmaitosci modelujace warstwy
wewnetrzne blon, A;[m;, n;], gdzie i = 0,1 — sympleksy o zgodnej
orientacji dodatniej ulokowane w warstwie zewnetrznej blony
pierwszego pecherzyka.
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Rys. 7. Etap czwarty procesu fuzji: X7 #X75 — rozmaitosé
modelujaca warstwe zewnegtrzng blony pecherzyka po procesie
fuzji, X{"# X3’ — rozmaito$¢ modelujaca faze HII powstajaca
podczas procesu fuzji, Y7, Ys — rozmaito$ci modelujace warstwy
wewnetrzne pecherzykéw, A;[m;, n;], gdzie i = 0,1 — sympleksy,
ktére moga pozostaé¢ w warstwie zewnetrznej lub zmienié swoja
lokalizacj¢. Przy zmianie lokalizacji ulega tez zmianie orientacja
sympleksu.

Jak wczeéniej zostalo wspomniane monomer
polipeptydowy modelowaé¢ bedziemy za pomoca sympleksu
jednowymiarowego zorientowanego.

Operacja sumy spojnej oraz wykorzystanie zorientowanego
sympleksu jednowymiarowego modelujacego monomer
polipeptydowy z powodzeniem moze by¢ zastosowana do
geometrycznej interpretacji pewnych zjawisk odlegtych

od matematyki. Blone komérkowa, czy tez inna blone
biologiczna, mozemy przedstawi¢ w duzym uproszczeniu jako
uktad dwoéch sfer, zatem komérke schematycznie opisujemy
w postaci dwoch koncentrycznych sfer. Wykorzystujac
wyniki obserwacji i analizujac eksperymenty, proces

fuzji rozbijamy na kilka podstawowych etapow. W tej

pracy istotny nie bedzie jednak sam model fuzji, ale
mozliwo$ci przemieszczania sie monomeréw polipeptydowych
w warstwach blony podczas tego procesu. Rozwazmy
sytuacje, w ktorej monomery polipeptydowe umieszczone

sa w tej samej warstwie blony jednego z pecherzykéw. Nie
moga wiec przy takim ulokowaniu tworzy¢ kanalu. Takiego
kanalu nie bedzie réwniez wtedy, kiedy monomery nie beda
mogly zwiazaé sie koncami N (patrz rysunek 1 i 2). Dlatego
istotne jest zalozenie o orientacji sympleksu. Przyjmijmy,

ze koniec N monomeru modeluje poczatek sympleksu

a koniec C jego koniec (zaznaczony grotem). Dla naszego
modelu nalezy réwniez przyjacé, ze zwrot zorientowanego
sympleksu od srodka na zewnatrz pecherzyka bedzie dodatni,
natomiast w odwrotnym kierunku, tzn. z zewnatrz do $rodka
pecherzyka — ujemny.

Na rysunku 6 widzimy etap pierwszy naszego modelu
gdzie sympleksy Ay i A1 maja zgodna orientacje dodatnia
i ulokowane sa w warstwie zewnetrznej pierwszego
pecherzyka przed procesem fuzji.

W kolejnym etapie, gdy proces fuzji zostal juz zapoczatkowany ulokowanie
symplekséw w warstwach blony moze ulec zmianie. Réwniez ich orientacja nie
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Rys. 8. Schemat pokazujacy powstanie
fazy heksagonalnej odwréconej HII
podczas procesu fuzji.
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pozostaje bez zmian. Przyjrzyjmy si¢ temu blizej.

Na rysunku 7 widzimy, ze juz podczas pierwszych etapow procesu fuzji, kiedy
do potaczenia dochodzi tylko na poziomie warstw zewnetrznych, lokalizacja
monomeréw w blonie moze ulec zmianie. Mozemy zatozyé, ze w sytuacji
pierwszej monomery pozostana w warstwie zewnetrznej oraz ich orientacja nie
ulegnie zmianie. W przypadku drugim jeden monomer utrzyma swoje polozenie,
natomiast drugi przemiesci sie do powstajacej chwilowo warstwy modelowanej
przez X"#X3’. Rozmaitos¢ ta opisuje powstanie fazy heksagonalnej odwréconej
(HTI) (patrz [2], rysunek 8.) i $wiadczy o tym, ze cze$¢ lipidéw z warstw
zewnetrznych blon pecherzykéw przed procesem fuzji znajdzie sie w warstwie
wewnetrznej powstajacego pecherzyka po fuzji.



Rys. 9. Etap konicowy procesu fuzji:
(X7#X35) — rozmaitosé modelujgca
warstwe zewnetrzng blony pecherzyka
po procesie fuzji, Yi# (X' # X3 )#Y>

— rozmaito$¢ modelujaca warstwe
wewnetrzng btony pecherzyka po
procesie fuzji, A;[m;, n;], gdzie i =0, 1
— sympleksy modelujace monomery
polipeptydowe ulokowane w blonie.

W przypadku ostatnim oba monomery przemiescilty sie do warstwy modelowanej
przez X{"# X5 . Nalezy réwniez zauwazyc¢, ze przemieszczajace sie monomery
zmienily swoja orientacje z dodatniej na ujemna.

Analiza kolejnych etapéw dotyczy fuzji warstw wewnetrznych pecherzykdw
przed tym procesem i warstwy modelujacej faze HII. Ostatecznie otrzymujemy
pecherzyk, ktorego warstwa zewnetrzna modelowana jest przez X{# X35 oraz
warstwe wewnetrzna opisana jako Y1 #(X P #XY)#Ys. Rysunek 9 przedstawia

te sytuacje oraz to, jak zachowaja sie po procesie fuzji monomery polipeptydowe.

Przypomnijmy, ze poczatkowe ulokowanie monomeréw polipeptydowych

w warstwie zewnetrznej blony pierwszego pecherzyka nie dawato mozliwosci
na powstanie kanalu. Po przeprowadzonej analizie dochodzimy do wniosku,

ze sytuacja ta moze ulec zmianie lub pozostaé niezmienng. Zmiana lokalizacji
powodujaca ulokowanie sie pecherzykéw w warstwie wewnetrznej btony po
procesie fuzji nie jest dla nas zadowalajaca. Orientacja monomeréw jest zgodna
(choé¢ przeciwna do wyjsciowej) i nie moze doprowadzi¢ do poltaczenia koneéw
N monomeréw ze soba. Jednak trzeci opisany przypadek $wiadczy o tym,

ze mozliwe jest powstanie interesujacego nas kanalu. Wymagane jest jednak
przejscie jednego z monomerdéw polipeptydowych z warstwy zewnetrznej

do warstwy wewnetrznej pecherzyka powstajacego po procesie fuzji, przy
jednoczesnej zmianie jego orientacji na przeciwna. W tym przypadku zmiana
orientacji monomeru jest bardzo korzystna, poniewaz mozliwe staje sie
potlaczenie koncow N ze soba. Polaczenie takie jest warunkiem koniecznym dla
powstania dimeru, przez ktéry beda mogly przedostawaé sie przez btone np.
jony KT, tak jak to sie dzieje w przypadku gramicydyny A.

Zaproponowany model zwrocil uwage na bardzo istotny fakt, na przemieszczanie
sie czasteczek w blonie. Przemieszczeniu ulegaja fosfolipidy (z warstwy
zewnetrznej do wewnetrznej), ale réwniez polipeptydy zakotwiczone

w warstwach btony. Przemieszczenie monomeréw polipeptydowych zwigzane
jest rowniez ze zmiang ich orientacji. W zaproponowanym modelu mozemy
analizowaé rozne pierwotne ulokowanie monomeréw w warstwach blony. Na
jego podstawie mozemy wnioskowaé, ze monomery umieszczone w warstwie
zewnetrznej dodatnio zorientowane, moga w wyniku zajscia procesu fuzji
tworzy¢ dimer aktywny. Analizujac inne przypadki dochodzimy do wniosku,
ze jesli przed procesem fuzji monomery tworzyly aktywny dimer, to po zajsciu
tego procesu mogg rozpasé¢ sie na dwa monomery. W przypadku, kiedy oba
monomery znajduja sie w warstwie wewnetrznej, po zajsciu procesu fuzji nie
moga tworzy¢ dimeru aktywnego.

Analiza taka wydaje sie istotna dla dalszych badan doswiadczalnych dotyczacych
dziatania antybiotykéw. Dokladne poznanie istoty proceséw fuzji oraz
przemieszczania si¢ czasteczek podczas tego procesu ma zasadnicze znaczenie dla
zrozumienia proceséw zyciowych a takze w walce z réznymi patologiami. Poza
tym projektujac rézne czasteczki no$nikowe mozna w znaczny sposéb wplynaé
na rozwdj zjawisk transportowych, co pociaga za soba odkrywanie lepszych

i skuteczniejszych farmaceutykéow.
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