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Jednym z najwazniejszych poje¢, ktére zrobily w XX wieku ogromng kariere
jest pojecie rozmaitosci. Z jednej strony rozmaitosé¢ n-wymiarowa lokalnie
przypomina n-wymiarowa przestrzen euklidesowa, a z drugiej strony globalnie
jest to przestrzen topologiczna o, czesto, bardzo skomplikowanej strukturze.
Specyficzna konstrukcja rozmaitosci pozwala na wykorzystanie do ich badania
nie tylko metod topologicznych, lecz réwniez analizy matematycznej i innych
dopuszczanych w przestrzeniach euklidesowych. Dlatego tez obiekty te staty
si¢ niezwykle przydatne do modelowania, przede wszystkim, réznorodnych
sytuacji w fizyce, a z czasem i w innych dziedzinach. Historycznie pojecie
rozmaitodci wywodzi sie¢ z pojecia krzywej oraz powierzchni i jest ich naturalnym
uogdlnieniem. Logiczne jest pytanie o klasyfikacje rozmaitosci w danym
wymiarze z doktadnoscia do homeomorfizmu. W ogéle problemy klasyfikacji
rozmaitych obiektéw w matematyce naleza do najwazniejszych i im specjalisci
poswiecaja najwiecej uwagi.

Idea pojecia rozmaitosci n-wymiarowej zostata opisana w stynnym wykladzie
habilitacyjnym Riemmana w 1854 roku, ale trzy lata wczesniej Riemann
rozwazal powierzchnie, nazwane pézniej powierzchniami Riemanna,

ktére probowal klasyfikowaé ze wzgledu na typ spdjnosci nie dowodzac

jednak swoich spostrzezen. Pierwsza udana probe klasyfikacji powierzchni

z dowodem zawdzieczamy Mobiusowi. W niezwykle pomystowy sposéb Mobius
scharakteryzowatl orientowalne powierzchnie bez brzegu nazywane obecnie
réwniez dwuwymiarowymi rozmaitosciami zamknietymi ([8]). Orientowalnosé
mozemy rozumieé¢ w ten sposob, ze powierzchnia nie zawiera w sobie wstegi
Mobiusa albo inaczej, ze z powierzchni nie da sie wycia¢ wstegi Mobiusa.
Powierzchniami nieorientowalnymi zajat sie uczen Kleina — Walter von Dyck.
Pelne twierdzenie klasyfikujace powierzchnie z doktadnoscia do homeomorfizmu
przedstawili Max Dehn i Paul Heegaard w artykule Analysis situs umieszczonym
w Encyklopedii Nauk Matematycznych (Encyklopedie der Mathematischen
Wissenschaften) z 1907 roku ([2]). Tam tez autorzy opisali klasyfikacje
rozmaitosci jednowymiarowych.

Sukces w przypadku powierzchni zachecal matematykéw do podjecia préb
klasyfikacji rozmaitosci wyzej wymiarowych. Szybko jednak zauwazono, ze

juz dla obiektéw tréjwymiarowych tak latwo nie uda sie problemu rozwiazac.
Techniki algebraiczne, ktére umozliwity klasyfikacje powierzchni, okazaly sig

za slabe w wyzszych wymiarach. Podstawowymi narzedziami stuzacymi do
badania rozmaitoéci w tym czasie byly grupy homologii i grupa podstawowa.
To z ich pomoca klasyfikowano powierzchnie. Zasada, stosowana potem
powszechnie w topologii algebraicznej, byla naturalna. Jesli obiekty topologiczne
(rozmaitosci) byly homeomorficzne, to odpowiadajace im twory algebraiczne
byly izomorficzne. Zatem gdy odpowiednie grupy nie byty izomorficzne,

to rozmaitosci nie mogly by¢ homeomorficzne. Wlasnie w przypadku
tréjwymiarowym mialy miejsce sytuacje niewygodne: twory niehomeomorficzne
mialy izomorficzne grupy im odpowiadajace. Poincaré skonstruowal przyktad
tzw. sfery homologicznej, rozmaitosci trojwymiarowej niedajacej sie odréznié za
pomoca grup homologii od klasycznej sfery tréjwymiarowej. Przy okazji zadal
pytanie, czy podobne zjawisko mogloby zajé¢ dla grupy homotopii — jest to
stynna hipoteza Poincarégo.

Przypomnijmy bardzo ogdlnie i niescisle, ze grupa homotopii, a doktadniej grupa
podstawowa ,wyszukuje” typy petli, ktore nie daja sie $ciagnaé¢ do punktu.

W sferze tréjwymiarowej (podobnie jak i na dwuwymiarowej) kazda petla jest
Sciggalna, czyli grupa jest trywialna.

Matematycy przypudcili ostry atak na préby klasyfikacji rozmaitoéci wyzej
wymiarowych. Okazalo sie jednak, ze ich wysitki musza by¢ skazane na
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Rys. 1. Sklejanie dyskéw i kul

j=o]

ys. 2. Sklejanie pierscieni ptaskich

j=v]

ys. 3. Przedstawienie powierzchni jako
sfery z raczkami i sumy spdjnej toruséw

niepowodzenie. W 1958 roku A.A. Markow udowodnil, ze dla rozmaitosci cztero
i wyzej wymiarowych problemu klasyfikacji nie da sie rozwiaza¢. Dokladniej,
pokazal mniej wiecej co$ takiego, ze dla dowolnego algorytmu rozrézniajacego

z dokladnoscig do homeomorfizmu np. rozmaitosci czterowymiarowe, zawsze
mozna znalez¢ takie rozmaitosci, ktérych nie da sie rozrézni¢ za pomoca tego
algorytmu. A zatem mozna co najwyzej probowaé klasyfikowaé pewne specjalne
podrodziny rozmaitoéci danego wymiaru oraz... rozmaitosci trojwymiarowe, dla
ktorych twierdzenie Markowa nie obowigzuje.

Intensywne préby klasyfikacji 3-rozmaitosci (bo tak troche nieelegancko, ale
za to krétko specjaliSci nazywaja rozmaitosci tréjwymiarowe) podejmowano
na dlugo przed pojawieniem sie¢ twierdzenia Markowa, wykorzystujac techniki
analogiczne do tych, ktore przyniosty efekty dla powierzchni.

Nazwa ,tréjwymiarowe” moze sugerowaé, ze sa to obiekty dostepne naszej
intuicji, jednak specjalisci wiedza, ze tak nie jest. Zamknietych, czyli zwartych
i bez brzegu rozmaitosci tréjwymiarowych nie da sie zanurzy¢ w przestrzeni
tréojwymiarowej, czyli nie mozna ich zobaczy¢ w pelnej okazalosci. Zanurzalne
sa tylko rozmaitodci otwarte, a wiec wnetrze kuli (homeomorficzne z R? —
najprostsza 3-rozmaitoscia), torusa itp. Efekt ten zreszta zachodzi w przypadku
dowolnego wymiaru. Natomiast sfera tréjwymiarowa S nie da sie wlozyé

w trojwymiarows przestrzen, bowiem sama jest taka nieco zmodyfikowana
przestrzenia (podobnie zreszta nie mozna sfery S? wlozyé w plaszezyzne ani
okregu w prosta). Jej wlasnosci mozna jednak badaé przez analogie do zwyklej
dwuwymiarowej sfery S2. Na przyklad sfere S? mozna otrzymaé sklejajac

ze soba brzegiem dwa kota (dyski) B2, a S® dostaniemy sklejajac podobnie
brzegiem dwie kule B3 (rys. 1)

Jeden ze sposobéw tworzenia powierzchni zamknietych

polega na tym, ze sklejamy ze soba wzdtuz brzegu dwa
- kota z jednakowa liczba dziurek. Sklejajac dwa kola z jedng
dziurka, czyli dwa pierscienie, dostaniemy albo torus albo

butelke Kleina (czyli nieorientowalny torus), wszystko zalezy
od tego w jaki sposéb skleimy brzegi (rys. 2).

‘ uchami). Liczba raczek wyznacza rodzaj albo inaczej genus
powierzchni — liczbe, ktora jednoznacznie t¢ powierzchnie
okresla (rys. 3).

a Tak miedzy innymi postepowal Mobius przy klasyfikacji
powierzchni orientowalnych. Kazda orientowalng zamknieta
. / . rozmaito$¢ dwuwymiarowa mozna tez przedstawié jako
i sfere z doklejonymi raczkami (nazywanymi czasem

Inny sposob tworzenia powierzchni polega na wskazaniu podstawowych cegietek,
z ktérych mozna by budowaé wszystkie zamkniete rozmaito$ci dwuwymiarowe.
W tym przypadku nie jest to trudne: cegietkami sg sfera, torus oraz plaszczyzna
rzutowa. Operacja pozwalajaca konstruowaé nowe obiekty jest suma spdjna
powierzchni. Polega ona na tym, ze z kazdej powierzchni wycinamy zbior
homeomorficzny z kétkiem (dyskiem), a nastepnie sklejamy powstale dziurawe
twory wzdluz brzegdéw dziurek. Sume spdjna dwodch powierzchni My i My
oznaczamy M+ Ms.

Twierdzenie klasyfikacyjne méwi, ze kazda powierzchnia zamknieta jest

albo sfera, albo suma sp6jna pewnej liczby toruséw, albo wreszcie suma

spdjna pewnej liczby ptaszczyzn rzutowych. Na przyklad suma spdjna dwoch
ptaszczyzn rzutowych jest topologicznie réwnowazna butelce Kleina, a suma
spdjna torusa i plaszczyzny rzutowej jest homeomorficzna z suma spojna trzech
plaszczyzn rzutowych. Oba sposoby konstrukeji powierzchni sa réwnowazne

i daja pelny ich opis. Zupelnie naturalne wydaja sie¢ préby otrzymania
3-rozmaitoéci metodami analogicznymi do tych dla powierzchni. Tréjwymiarowe
odpowiedniki dziurawych két sa to kule, do ktérych doklejono pelne raczki (albo
wspomniane ucha). Mozna tez wyobrazaé je sobie jako wielokrotne torusy tyle,
ze tez pelne. Jak w przypadku dwuwymiarowym sklejamy teraz te wielokrotne
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Rys. 4. Konstrukcja S? x S!

precle wzdluz brzegu otrzymujac zamkniete rozmaitosci trojwymiarowe. Jesli
przez Vi i Vo oznaczymy dwa egzemplarze kuli z raczkami tego samego genusu,
a przez h homeomorfizm sklejajacy ich brzegi, to tréjke (Vi, Vo, h) nazywamy
rozkladem (albo diagramem) Heegaarda od nazwiska dufiskiego matematyka
Paula Heegarda, ktory jako jeden z pierwszych interesowal si¢ problemami opisu
3-rozmaitoéci i badal wtasnie takie sklejenia. Nieco wczesniej Walter von Dyck
rowniez studiowat sklejenia kul z raczkami.

Sklejajac dwie kule otrzymaliémy sfere S3. Co powstanie, gdy skleimy dwa pelne
torusy? I tu zaczyna sie klopot, gdyz mozliwosci sklejania jest juz cale mnoéstwo.
Narysujmy na torusie potudnik i réwnoleznik i sklejmy go brzegiem z drugim
egzemplarzem tak, zeby poludnik zostal sklejony z potudnikiem a réwnoleznik

z rownoleznikiem. Co otrzymamy? Pelny torus jest iloczynem kartezjanskim
dysku i okregu B? x S'. Tak wiec, w kazdym punkcie okregu sklejamy dwa dyski
wzdluz brzegu otrzymujac sfere. Ostateczny wynik sklejania ma zatem postaé

52 x St (rys. 4).

Jest to jakby tréjwymiarowy odpowiednik torusa, choé¢ torusem
tréojwymiarowym nazywany jest inny twér — iloczyn kartezjanski trzech okregéw
S1 x St x S! i nie da sie go otrzymaé ze sklejenia dwéch zwyktych toruséw.

A co sie stanie, gdy skleimy dwa pelne torusy tak, by potudnik jednego skleit
sie z réwnoleznikiem drugiego i odwrotnie? Tym razem dostaniemy sfere S°.
Trudno sobie wyobrazié¢, jak mozna tak wlasnie poskleja¢ dwa torusy. Intuicyjnie
mozemy postapi¢ tak: najpierw na chwile rozcinamy jeden z toruséw wzdtuz
rownoleznika dostajac walec, nastepnie przewlekamy ten walec przez otwor

w drugim torusie i z powrotem sklejamy konice wywijajac je na zewnatrz wokél
tegoz torusa. Widacé teraz, ze rownoleznik dopasuje sie do potudnika i odwrotnie.
Zauwazamy, ze otrzymaliémy sfere S juz na dwa sposoby: sklejajac kule lub
torusy. Oznacza to, ze nie ma gwarancji, iz sklejajac inne kule z raczkami

znéw nie dostaniemy sfery tréjwymiarowej. Tak jest w istocie. Sfere mozemy
uzyska¢ sklejajac odpowiednio kule z dowolna liczba raczek. To jest dos¢
powazna wada tych konstrukcji. Sa jednak pewne zalety. Na przyklad kazda
zamknieta rozmaitosé¢ tréjwymiarowa mozna roztozy¢ na dwie kule z raczkami.
Uzasadnienie nie jest trudne, jesli tylko zalozymy, ze 3-rozmaitosci dopuszczaja
triangulacje, czyli odpowiednio regularny podzial na krzywoliniowe czworosciany.
W 1952 roku Moise udowodnil, ze kazda 3-rozmiatos¢ jest triangulowalna.

Tak wiec kazda moze by¢ otrzymana przez sklejenie brzegiem dwéch kul

z raczkami. Co wiecej, uzasadnienie wcale nie jest trudne. Rozwazmy zamknieta,
3-rozmaitod¢ wraz z pewna triangulacja. Krawedzie tej triangulacji tworza
pewna sie¢ albo szkielet. Jesli pogrubimy krawedzie sieci zamieniajac odcinki

w posklejane walce, to dostaniemy twér homeomorficzny z kulag z raczkami.
Wybierzmy teraz triangulacje dualna tj. taka, ktérej wierzchotki sa na przyklad
srodkami ciezkosci czworoscianéw triangulacji wyjsciowej. Nowa triangulacja
ma tyle samo krawedzi co wyjéciowa. Postepujac z jej szkieletem podobnie

jak poprzednio otrzymamy druga kule z taka samg liczba raczek, co pierwsza.
Naturalnie ich sklejenie daje wyjsciowa rozmaitoéé¢. Nietrudno tez zauwazyé, ze
ze wzgledu na wielos¢ triangulacji, samych rozkladéw jednej rozmaitosci tez jest
ogromnie duzo.

Jak juz sie przekonaliémy 3-rozmaito$¢ moze mieé¢ wiele (a nawet nieskonczenie
wiele) rozkladéw Heegarda. W wséréd nich istnieje rozklad, w ktérym kula ma
minimalng liczbe raczek, czyli najmniejszy genus. Nazywamy go tez genusem
3-rozmaitoéci i dwa obiekty o réznych genusach nie moga by¢ homeomorficzne.
Jedli prawdziwa jest hipoteza Poincarégo, to jedyna 3-rozmaitoscia zamknieta
genusu 0 jest sfera S3.

Inng zaleta rozktadéw Heegaarda jest mozliwosé redukcji analizy wtasnosci
3-rozmaitosci do badania krzywych na powierzchni kul z raczkami. Studiujac
sposoby sklejania wzdhuz réznych krzywych mozna mie¢ nadzieje na odkrycie
jakiegos algorytmu postepowania, co przyblizytoby nas do klasyfikacji. Tak
sie stalo w przypadku sklejania dwoch toruséw, gdzie wszystko w zasadzie
sprowadza sie do przyklejania réwnoleznika jednego torusa do krzywej
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Rys. 5. Chirurgia Dehna — diagramy

obiegajacej p razy poludnikowo i g razy réwnoleznikowo drugi torus. W ten
sposéb powstaja, opisane po raz pierwszy przez Tietzego, przestrzenie
soczewkowe L(p, q), ktére udalo sie w pelni sklasyfikowaé¢ — wszystkie one maja
genus 1. Dla kuli z wieksza liczba raczek sytuacja komplikuje sie dramatycznie
i juz dla genusu 2 nie ma konkretnych rozstrzygniec.

Ciekawie wyglada w przypadku tréjwymiarowym rozktad na cegietki. Dla
3-rozmaitoéci sume spdjna definiujemy bardzo podobnie jak w sytuacji
dwuwymiarowej: zamiast dyskéw wycinamy kule i rozmaitoéci sklejamy wzdluz
sfer. Cegietkami sg 3-rozmaitosci nazwane pierwszymi. Rozmaitos¢ jest pierwsza,
gdy nie da sie przedstawi¢ jako suma spéjna dwéch nietrywialnych rozmaitosci
tj. réznych od S3 (bowiem M#S3 = M). Pierwszymi sa S3, S? x S!, a takze
wszystkie przestrzenie soczewkowe L(p, ¢). H. Kneser udowodnil twierdzenie, ze
kazda 3-rozmaito$¢ ma jednoznaczny rozklad na ,czynniki pierwsze” ([6], [3],
[4]). Wystarczy wiec sklasyfikowaé rozmaitoscei pierwsze. I tu znéw zaczynaja sie
problemy.

Kryterium klasyfikacyjne moze by¢ wyznaczone przez grupe podstawowa,

ktéra w tym przypadku jest narzedziem zdecydowanie silniejszym niz grupy
homologii. Gdy grupa podstawowa jest cykliczna i nieskonczona, to mamy tylko
jedng rozmaitos$é pierwsza S? x S'. Wydaje sie, ze niemal wszystko wiadomo

o 3-rozmaitoéciach, ktore maja skonczone grupy podstawowe. Wszystkie

znane obiekty o tej wlasno$ci sg tzw. rozmaito$ciami sferycznymi bedacymi
przestrzeniami orbit dzialania skoficzonych podgrup SO(4) na S3. Przypuszcza
sie, ze sg to wszystkie 3-rozmaitosci z grupa podstawowa skonczona, ale pelnego
uzasadnienia brak mimo wielu cze$ciowych rezultatéw. Najwiekszy problem

i zamieszanie panuje w przypadku grup nieskonczonych i niecyklicznych, choé¢
tu tez sklasyfikowano wiele waznych podrodzin. Jak widaé, elementy pierwsze
okazaly sie nie takie proste.

Mozna sobie zadaé pytanie: dlaczego sklejamy 3-rozmaitoéci wzdtuz sfer,
przeciez zamknigtych powierzchni jest nieskoniczenie wiele? To w przypadku
dwuwymiarowym mieli$my do dyspozycji tylko okregi. W wyzszym wymiarze
jest wiekszy wybdr. Moze wykorzystujac zmieniong wersje sumy spdjnej uda sie
znalez¢ inne, dajace si¢ latwiej sklasyfikowaé rozklady. Rzeczywiscie podjeto
proby rozkladu 3-rozmaitosci wzdluz toruséw i uzyskano bardzo ciekawe
rezultaty — na przyklad prace Jaco i Shalena oraz Johannsona ([5]). Wszystkie
jednak pozostawialy jakies rodziny, ktére nie poddawaly sie opisanym metodom.

Gdy mowa jest o torusach, to warto przypomnieé jeszcze jedna metode
konstruowania 3-rozmaitosci. Jest to tak zwana chirurgia Dehna. Rozwazmy
w 53 pewna liczbe roztacznych petnych toruséw L = (11, T, ..., Ty).

Moga by¢ one zapetlone, czyli moga by¢ interpretowane jako pogrubione
wezly i sploty. Usuwamy wnetrza tych toruséw. Na kazdym z powstalych
brzegéw po pelnych torusach umieszczamy wezel torusowy typu r; = %

co oznacza, ze krzywa zamknieta obiega torus a; razy réwnoleznikowo 1 b;

razy poludnikowo. Nastepnie wklejamy ponownie pelne torusy tak, by ich
rownolezniki pokryty sie z odpowiednimi weztami. Taka operacje nazywamy
chirurgia Dehna o wspdélczynnikach (r1,r9,...,7,). Dla jej prezentacji

rysujemy schematycznie splot odpowiadajacy L = (T1,T5,...,T,) i zaznaczamy
odpowiednie wspélczynniki r; = Z—Z przy kazdym z ogniw. Przy wspétczynnikach
r; dopisywany jest znak + albo —, co jest zwiazane z orientacja wezla (rys. 5).

Chirurgia Dehna jest bardzo wygodnym sposobem konstrukcji nowych
przykladéw, a przy okazji zachodzi ciekawe twierdzenie Lickorisha—Wallace’a:
Kazda zamknieta orientowalna 3-rozmaitosé moze byc skonstruowana za
pomocq chirurgit Dehna 1+ to w taki sposob, ze wszystkie wspolczynniki bedqg £1
a poszczegolne ogniwa splotu bedg niezapetlone. Problem znéw polega na tym,
ze jedna rozmaito$¢ moze by¢ skonstruowana na nieskonczenie wiele sposobow
nawet przy takich uproszczeniach.

Pod koniec lat siedemdziesiatych XX wieku sensacje wywolaly pomysty
Williama Thurstona, ktéry postanowil wykorzystaé struktury geometryczne
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na 3-rozmaitos$ciach do ich klasyfikacji. Wielokrotnie w historii matematyki
geometria i topologia przenikaly sie nawzajem, jak choé¢by w twierdzeniu
Gaussa-Bonneta, lecz wydawalo si¢ raczej dziwne, by geometryczne obiekty
mogly poméc w ,,czysto” topologicznym problemie klasyfikacji rozmaitosci.
A jednak dla 3-rozmaitosci propozycja Thurstona okazala sie szczegdlnie
obiecujaca — jest to Hipoteza Geometryzacyjna:

Wnetrze kazdej 3-rozmaitosci zwartej moze byé rozlozZone jednoznacznie za
pomocq Toztgeznych sfer i toruséw zanurzonych w wyjsciowe;j rozmaitosci na
czesci wyposazone w pewne kanoniczne struktury geometryczne.

Widaé, ze Hipoteza Geometryzacyjna jest jakby polaczeniem rozktadu na sumy
spdjne z rozkladem za pomoca toruséw uzupelnionym o ,watek geometryczny”.
Thurston wyréznit osiem takich wzorcowych struktur i rozstrzygnal pozytywnie
hipoteze dla wielu waznych rodzin rozmaitosci. Z hipotezy tej wynika rowniez,
meczaca matematykéw od prawie stu lat, hipoteza Poincarégo. Niestety
Thurstonowi nie udalto sie w pelni rozprawi¢ z HG, a inni takze napotkali
powazne trudnoéci. Wydawalo sie, ze ta oryginalna bardzo obiecujaca droga,
jak inne, zaczyna ginaé¢ w gaszczu przypadkéw. I troche niespodziewanie

pod koniec 2002 roku rosyjski matematyk Grisha Perelman opublikowal trzy
preprinty twierdzac, ze jego metody pozwalaja ostatecznie udowodni¢ HG.
Doktadniej droga, ktora poszedl Perelman, zostala wskazana przez Richarda
Hamiltona jeszcze w 1982 roku, gdy Hipoteza Geometryzacyjna byla bardzo
mloda. Hamilton postanowitl wykorzystaé struktury riemannowskie i zwiazane

z nimi przeplywy Ricciego do ataku na HG. Swoje pomysty konsekwentnie
rozwijal w latach osiemdziesiagtych i dziewiec¢dziesiagtych. Pietrzace sie trudnosci
techniczne niezwykle pomystowo rozwiazal, ale i wyjatkowo oszczednie opisat
wtasnie Perelman zostawiajac innym dopracowanie szczegotéw. Jedna z prac
zawierajaca wedlug autoréw zupelny dowdd Hipotezy Geometryzacyjnej liczy
sobie nieco ponad 300 stron [1]. Wyglada na to, ze w koficu udalo sie pokonaé
przynajmniej czesciowo problem klasyfikacji 3-rozmaitosci. Czesciowo, bo nie ma
jeszcze listy podobnej do tej, jaka stworzono w przypadku dwuwymiarowym.
Wszystko jest jeszcze bardzo Swieze i matematycy muszg ochlonaé oraz
dokltadnie zrozumie¢ wysoce techniczne szczegdly dowodéw. Choé na poczatku
wydawalo sie, ze wystarczy ,nieco” zmodyfikowaé klasyczne metody, to brano
pod uwage , ze rozwiazanie wymagaé bedzie oryginalnych i zaskakujacych
pomystow. Jak to jednak czesto bywa, rzeczywistos¢ przerosta najémielsze nawet
oczekiwania. Przy okazji po raz kolejny podkreslona zostala jednosé matematyki:
pomystly i sposoby rozwiazania problemu z jednej dziedziny zostaly znalezione
w dziedzinach wydawaloby sie doé¢ odlegltych. Znow odkryto analogie pomiedzy
analogiami.
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