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Jak wygraé¢ milion dolaréw w Sapera
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Gra w Sapera

Gre w Sapera znaja dzi$§ niemal wszyscy uzytkownicy komputeréw. Nieznany jest
jej tworca, ale jej poczatki siegaja okoto 1950 roku, kiedy to byta dos¢ popularna
w wielu krajach jako planszowa gra hazardowa. W pézniejszych czasach, wraz

z rozwojem informatyki, pojawialy sie jej przerdzne komputerowe implementacje.
Obecna klasyczna wersja gry, ktora dostepna jest jako akcesorium we wszystkich
wersjach systemu Microsoft Windows oraz w wielu innych systemach
operacyjnych, napisana zostala w 1981 roku przez éwczesnych pracownikow
Microsoftu, Roberta Donnera i Curta Johnsona.

Plansza do gry w Sapera jest prostokat podzielony prostopadtymi, pionowymi

i poziomymi liniami na kwadratowe pola. Na niektorych losowo wybranych
polach umieszczone zostaly miny. Na poczatku gry gracz (Saper) posiada
informacje o tacznej liczbie min, lecz nie zna ich rozmieszczenia, gdyz wszystkie
pola sa zakryte. Zadaniem gracza jest zlokalizowanie min i odkrycie wszystkich
niezaminowanych po6l. W przypadku odkrycia pola, na ktérym znajduje sie mina,
gra konczy sie porazka. Jezeli gracz odkryje pole, na ktérym nie ma miny, to
pojawia si¢ na nim liczba (od 1 do 8) informujaca o tym, z iloma zaminowanymi
polami ono sasiaduje (w pionie, poziomie lub na ukos). Jesli odkryte pole nie
sasiaduje z zadna ming, to zamiast liczby 0 pojawia sie pusta kratka, a dla
ulatwienia wszystkie sasiednie pola odkrywaja sie automatycznie. Jezeli w trakcie
gry gracz nabierze pewnosci, ze na ktéryms$ z nieodstonietych jeszcze pol
znajduje sie mina, to ma je prawo oznaczy¢ specjalna choragiewka.

Milion dolaréow

W 1998 roku London T. Clay i jego zona Lavinia D. Clay, malzeristwo
milioneréw z Bostonu, przy merytorycznym wspotudziale matematyka Arthura
Jaffa z Uniwersytetu Harvarda, utworzyli organizacje o charakterze non-profit —
Instytut Matematyczny Claya. Celem jego dzialalnosci jest zwiekszanie

i poglebianie szeroko pojetej wiedzy matematycznej. Jest on realizowany przez
popularyzacje wsréd srodowiska naukowego najnowszych osiagnieé
matematycznych, rozpoznawanie i formutowanie kluczowych dla tej dziedziny
probleméw, jak réwniez poprzez system nagrod i szkolen dla wyrézniajacych sie
matematykow.

Najglosniejszym przedsiewzieciem Instytutu Claya bylo zorganizowane w maju
2000 roku w Paryzu spotkanie milenijne, na ktérym zaprezentowano siedem
otwartych probleméw, ktérych rozwiazanie uznano za kluczowe dla rozwoju
matematyki w XXI wieku. Czas, miejsce i cel tego spotkania nawigzywaly do
zorganizowanego 100 lat wczesniej (rowniez w Paryzu) Miedzynarodowego
Kongresu Matematykow, na ktorym David Hilbert wyglosit stynny wyktad,
podczas ktorego przedstawil 23 zagadnienia obrazujace stan 6wczesnej wiedzy
(a raczej niewiedzy, gdyz byly to problemy nierozwiazane) matematycznej.

W celu zmobilizowania matematykéw do pracy nad problemami milenijnymi
Instytut Claya, za rozwiazanie kazdego z nich, ufundowal nagrode w wysokosci
okragtego miliona dolaréw. Mozna sie oczywiscie spieraé, czy gratyfikacja
finansowa jest wystarczajacym bodzcem dla matematyka do zajecia si¢ jakims
problemem, niemniej jednak nagrody te zyskaly juz znaczny rozgtos, réwniez

w Srodowiskach pozanaukowych. Jako argument dla przeciwnikéw calego
przedsiewziecia moze postuzy¢ fakt, ze jeden z probleméw milenijnych (hipoteza
Poincarégo) zostal niedawno rozstrzygniety, lecz autor tego wyniku — Grigori
Perelman, odméwit przyjecia, zar6wno Medalu Fieldsa, jaki i naleznego mu
miliona dolaréw.

Nie bedziemy tu wymienia¢ wszystkich probleméw milenijnych. Warto tylko
wspomnie¢, ze jednym z nich jest hipoteza Riemanna, ktora sto lat wczesniej
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znalazla sie takze na liscie probleméw Hilberta (razem z hipoteza Goldbacha
stanowity 8. problem Hilberta). Do sformutowania i zrozumienia istoty kazdego
z probleméw niezbedny jest przewaznie bardzo zaawansowany aparat
matematyczny, ktérego przyswojenie wymaga do$é¢ sporego wysitku od
przecietnego ,uzytkownika” matematyki. Wyjatkiem od tej reguly jest problem P
kontra NP, ktorego istote postaramy sie tu przedstawi¢ w sposéb pogladowy,
niewymagajacy zadnej zaawansowanej wiedzy matematycznej i z uzyciem jak
najmniejszej ilosci formalizméw. Na zakonczenie pokazemy, ze tytut niniejszego
artykutu nie jest wcale tanim chwytem reklamowym, gdyz droga od prostej gry
komputerowej do powaznego problemu za milion dolaréw jest krétsza niz
mogloby sie w pierwszej chwili wydawac.

Alan Turing i jego maszyny

Nie sposob w artykule na temat hipotezy P/NP nie wspomnie¢ o Alanie Turingu
(1912-1954). Jest on stusznie uznawany za ojca wspolczesnej informatyki
teoretycznej. W roku 1937, bedac na ostatnim roku studiéw, napisal przetomows,
prace O liczbach obliczalnych, w ktorej udowodnit istnienie problemoéw, ktorych
maszyna cyfrowa nie jest w stanie rozwiaza¢ za pomoca zadnego algorytmu.
Poniewaz Turing nie mogt wowczas dysponowaé¢ komputerem (gdyz takowe
jeszcze nie istnialy), to stworzyl wlasny, czysto teoretyczny model znany do dzis
jako maszyna Turinga.

Maszyna Turinga sktada sie z nieograniczonej, podzielonej na komorki tasmy
oraz z ruchomej glowicy zapisujaco-odczytujacej (rys. 1). Na tasmie moga byé
zapisywane symbole z ustalonego, skoriczonego alfabetu (np. 0, 1 oraz symbol
pusty). Na poczatku tasma maszyny jest czesciowo zapisana danymi
wejsciowymi, a glowica znajduje sie w pewnym polozeniu startowym. W kazdym
kroku glowica moze odczytac i/lub zapisa¢ warto$¢ w pojedynczej komorce,

a nastepnie przesunaé sie o doktadnie jedng pozycje w lewo lub w prawo. Po
skoriczone]j liczbie krokéw maszyna koriczy prace, a symbole zapisane na tasmie
stanowig dane wyjsciowe. Wydawaé by sie mogto, ze tak prymitywne urzadzenie
posiada bardzo ograniczone mozliwosci obliczeniowe, jednak okazuje sie, ze
maszyna Turinga niemal idealnie modeluje dziatanie wspotczesnych komputerow.

Po wojnie Turing bral udzial w projektowaniu pierwszych maszyn cyfrowych.

W roku 1966 ustanowiono i nazwano jego imieniem nagrode, przyznawana
corocznie za wybitne dokonania w dziedzinie informatyki. Obecnie prestiz tej
nagrody jest bardzo duzy, gdyz uznawana jest ona powszechnie za informatyczny
odpowiednik Nagrody Nobla.

Klasa P (polynomial)

Glownym zadaniem informatyki teoretycznej jest badanie ztozonosci problemow
obliczeniowych. Chcemy wiedzie¢, jakie problemy dadza sie efektywnie rozwiazaé
za pomocg odpowiednich algorytméw, a jakie sa algorytmicznie trudne.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie wytacznie do tzw. problemow
decyzyjnych, czyli takich, ktoére daja sie sformutowaé w postaci pytania, na ktore
odpowiedz brzmi ,tak” lub ,nie”. Nalezy dodaé, ze problem decyzyjny jest zawsze
sformutowany w sposob ogodlny, a wiec niezalezny od danych wejsciowych.
Natomiast jezeli konkretne dane podstawimy do problemu, to mamy woéwczas do
czynienia z instancjg problemu. Na przyktad problemem decyzyjnym jest
pytanie: ,Czy dana liczba naturalna jest pierwsza?”, jego za$ instancja jest
zdanie: ,,Czy liczba 403 jest pierwsza?”. Kazdej z nieskoriczenie wielu instancji
danego problemu mozemy przypisac¢ liczbe naturalna n, ktéra okresla rozmiar
danych wejsciowych (liczony np. w bitach).

Algorytmem bedziemy nazywaé pewna skonczona procedure (mozemy ja
utozsamia¢ z konkretnym programem komputerowym), ktorej zastosowanie do
kazdej instancji danego problemu prowadzi do jego rozwiazania. Mozna
spodziewaé sie, ze czas dzialania algorytmu bedzie zalezal od rozmiaru danych
wejsciowych poszcezegolnych instancji. Oznaczamy go jako funkcje T'(n)
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i nazywamy czasowq ztozonosciq algorytmu. Czasu tego nie mierzymy

w tradycyjny, zegarowy sposob, gdyz zalezatby on od zbyt wielu
nieprzewidywalnych czynnikéw, jak, na przyktad, implementacja algorytmu,
rodzaj kompilatora i maszyny, na ktorej algorytm wykonano czy umiejetnosci
programisty. Zamiast tego zliczamy zwykle liczbe pewnych podstawowych
operacji, co w najbardziej teoretycznym ujeciu moze oznaczaé policzenie liczby
przesunie¢ glowicy maszyny Turinga.

Mowimy, ze problem decyzyjny nalezy do klasy P, jezeli istnieje algorytm
rozwiazujacy go w czasie wielomianowym, czyli gdy istnieje taki wielomian
W(n), ze T(n) < W(n). Algorytmy dzialajace w czasie wielomianowym czesto
nazywane sa szybkimi lub efektywnymi.

Oto kilka przyktadow probleméw z klasy P.

e Znajdowanie wzorca w tekscie. Dany jest ciag znakéw o lacznej
dlugosci m. Nalezy stwierdzi¢, czy zawiera on spdjny podciag, ktory jest
identyczny z zadanym wzorcem o dlugosci n. Istnieja algorytmy
rozwiazujace ten problem w czasie liniowym wzgledem jego rozmiaru (czyli
m + n). Jako empiryczne potwierdzenie szybkosci takich algorytmow moga
postuzy¢ znane wszystkim wyszukiwarki internetowe, ktére w utamku
sekundy odnajduja zadany wzorzec (czesto nawet w kilku milionach
miejsc).

e Dwukolorowanie grafu. Dany jest spojny graf G o n wierzchotkach.
Chcemy wiedzieé¢, czy mozemy tak je pomalowaé uzywajac tylko dwoch
koloréw, aby kazda para wierzchotkéw potaczonych krawedzia otrzymala
rozne kolory (grafy, dla ktorych jest to mozliwe nazywamy
dwukolorowalnymi lub dwudzielnymi). Rozmiar tego problemu jest
rzedu n?, bo graf mozemy reprezentowaé przez zerojedynkowsa kwadratowa
macierz sasiedztw jego wierzchotkow. Jezeli graf G jest dwudzielny, to
mozemy w czasie wielomianowym znalezé jego poprawne dwukolorowanie,
poniewaz jest ono jednoznaczne z dokladnoscia do zamiany kolorow.

W przeciwnym wypadku algorytm kolorujacy szybko stwierdzi, ze zadane
kolorowanie nie istnieje.

e Cykl Eulera w grafie. Cyklem FEulera w grafie nazywamy droge
przechodzaca przez kazda jego krawedz dokladnie jeden raz i konczaca sie
w punkcie wyjscia. Latwo zauwazy¢ warunek konieczny na to, by graf
posiadal cykl Eulera (grafy takie nazywamy eulerowskimi). Musi on by¢
spojny oraz w kazdym wierzchotku musi ,spotykaé si¢” parzysta liczba
krawedzi (méwimy, ze stopieri takiego wierzchotka jest parzysty). Leonard
Euler udowodnil, ze warunek ten jest rowniez wystarczajacy, co uznawane
jest za pierwsze twierdzenie teorii graféw. Opierajac sie na tym twierdzeniu
tatwo podaé szybki algorytm, ktory sprawdza, czy dany graf jest
eulerowski. Warto zauwazy¢, ze algorytm ten w przypadku, gdy graf jest
eulerowski wcale nie znajduje cyklu Eulera (cho¢ i na to znane sa szybkie
algorytmy), a jedynie stwierdza jego istnienie.

e Test pierwszosci. Jednym z wazniejszych i przelomowych osiagnieé
ostatnich lat byto znalezienie (dokonali tego M. Agrawal, N. Kayal i,

N. Saxena, Annals of Mathematics, 2004) wielomianowego algorytmu
stwierdzajacego, czy dana liczba naturalna jest pierwsza.

Klasa NP (nondeterministic-polynomial)

Do klasy NP naleza problemy decyzyjne, ktére niedeterministyczna maszyna
Turinga potrafi rozwigza¢ w czasie wielomianowym. Te formalng definicje
przytaczamy, aby wyjasni¢ pochodzenie skrotu NP, czesto btednie ttumaczonego
jako non-polynomial. Niedeterministyczna maszyna Turinga tym sie rézni od
deterministycznej, ze jej glowica moze sie przesuwaé¢ w lewo i w prawo o dowolna
(a nie tylko o jedna) liczbe pozycji. Zatem kazdy algorytm, ktory jest mozliwy do
zrealizowania na maszynie deterministycznej moze by¢ w niedtuzszym czasie
zrealizowany na maszynie niederministycznej, co prowadzi do bardzo waznego
spostrzezenia, ze P C NP.
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Powyzsza definicja klasy NP jest dosé abstrakcyjna i trudno w praktyce dostrzec,
jakie problemy (oprocz tych z klasy P) do niej nalezg. Klase NP mozemy
réwnowaznie zdefiniowaé¢ w nieco inny sposoéb. Mamy pewien problem decyzyjny,
dla ktorego rozmiar danych wej$ciowych poszczegélnych instancji wyraza sie
liczba naturalng n. Mamy réwniez podane potencjalne rozwiazanie tego
problemu, ktore zostalo znalezione w sposéb niederministyczny, czyli po prostu
odgadniete. Chcemy stwierdzi¢, czy rozwiazanie to jest poprawne. Mowimy, ze
problem decyzyjny nalezy do klasy NP, jezeli istnieje algorytm weryfikujacy
rozwiazanie w czasie wielomianowym. Podamy teraz kilka przyktadow
probleméw z klasy NP.

e Puzzle. Kazdy, kto probowal uktadaé puzzle, wie, ze trudnosé tej
uktadanki rosnie bardzo szybko wraz ze wzrostem liczby jej elementow.
Tymczasem sprawdzenie, ze nawet bardzo duze puzzle sa poprawnie
ulozone wymaga zaledwie kilku chwil. Wystarczy spojrze¢ na ukladanke,
ewentualnie dotknaé jej reka, aby przekonac sie, ze wszystkie jej elementy
pasuja do siebie idealnie, badz tez stwierdzi¢, ze ktos popetnit btad podczas
uktadania. Mamy wiec $swietny przykltad problemu z zycia wzietego,

o ktorym mozemy intuicyjnie powiedzieé, ze jest latwo weryfikowalny,
a wiec nalezy do klasy NP.

e Trojkolorowanie grafu. Chcemy wiedzie¢, czy wierzcholki danego grafu
mozemy tak pomalowaé uzywajac trzech koloréw, aby kazda para
wierzchotkéw potaczonych krawedzia otrzymala rézne kolory. Majac dane
potencjalne rozwiazanie tego problemu, czyli kolorowanie wierzchotkéw
grafu, bardzo szybko mozna zweryfikowa¢ jego poprawnos¢. Wystarczy
sprawdzi¢, czy korice kazdej krawedzi grafu otrzymaly rézne kolory oraz czy
liczba kodow nie przekracza trzech.

e Cykl Hamiltona w grafie. Cyklem Hamiltona w grafie nazywamy droge
skladajaca sie z kolejnych, sasiednich wierzchotkéw grafu, zawierajaca
kazdy z nich dokladnie jeden raz i konczaca sie w punkcie wyjsécia. Nie jest
w og6lnosci znany warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby graf byt
hamiltonowski, jesli jednak mamy dane pewne uporzadkowanie
wierzchotkéw grafu, to bardzo szybko mozemy sprawdzié¢, czy tworzy ono
cykl Hamiltona.

e Problem pirata komputerowego. Poczatkujacy pirat ma do dyspozycji
n identycznych nosnikéow (np. ptyt CD), kazdy o pojemnosci V' i chce na nie
skopiowaé k plikdw o rozmiarach vy, vs ..., vx, przy czym kazdy z plikow
musi byé skopiowany w calosdci. Zal6zmy, ze pirat nie wie, jak tego dokonaé,
ba, nie ma nawet pewnosci, czy jest to w ogble mozliwe, bo przeciez sam
warunek nV > v; + vy + - - - + vi nie daje takiej gwarancji. Jesli jednak
zleci on wykonanie tego zadania innemu, bardziej zaawansowanemu
piratowi, to sprawdzenie, czy zostalo ono poprawnie wykonane, nie
powinno mu juz nastreczy¢ trudnodci ani zajaé zbyt wiele czasu.

Sformulowanie problemu

Wiemy juz, ze P C N P, co oznacza, ze kazdy problem decyzyjny, ktory jest
tatwo rozwiazywalny jest rowniez tatwo weryfikowalny. Analiza réznych
problemoéw, ktorych potencjalne rozwiazania daja sie szybko zweryfikowaé (jak te
z poprzedniego rozdziatu) zrodzita domniemanie, ze nie kazdy problem latwo
weryfikowalny musi by¢ rowniez tatwo rozwiazywalny. I tak sformutowano
hipoteze za 10000008.
Hipoteza.

P#NP.

Gdzie lezg trudnosci, ktore powoduja, ze dowod tak tatwej do sformutowania
hipotezy nie zostal dotad znaleziony? Po pierwsze nalezy zaznaczy¢, ze
precyzyjne matematyczne sformutowanie hipotezy P kontra NP jest duzo
bardziej skomplikowane niz to, ktore do tej pory przedstawiliémy. Aby pokazag,
ze hipoteza jest prawdziwa musielibySmy wziaé jakis problem z klasy NP

i udowodnié, ze nie mozna go rozwiaza¢ w czasie wielomianowym. Cala trudnosé
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polega na tym, ze nie mozemy rozpatrywaé jakiego$ konkretnego algorytmu, ale
musimy wzia¢ pod uwage wszystkie mozliwe algorytmy, rowniez takie, ktérych
nie znamy. Jeszcze trudniejszym zadaniem wydaje sie by¢ obalenie hipotezy,
gdyz nalezaloby pokazaé, ze kazdy problem, ktory jest szybko weryfikowalny da
sie rowniez szybko rozwiazaé¢. Bardzo waznym pojeciem, ktére prowadzi do
znacznego uproszcezenia sformutowania hipotezy P/NP, jest NP-zupelnosé. Jak
sie za chwile okaze, moze ono réwniez odegraé¢ gtéowna role w ewentualnym
rozstrzygnieciu tej hipotezy.

2 2

NP-zupelnosé
Wszyscy chyba znaja dowcip o matematyku chcacym zagotowaé wode.

Co robi matematyk, gdy majac do dyspozycji czajnik, kran z woda,
palnik gazowy i zapalki chce zagotowaé wode? Odkreca kran, nalewa
wody, zapala gaz, stawia nan czajnik i gotuje. A co zrobi matematyk,
gdy ma do dyspozycji te same akcesoria, ale woda znajduje sie

w czajniku, a gaz zostal juz wcze$niej zapalony? Odpowiedz jest
prosta... wylewa wode, zakreca gaz i sprowadza zadanie do
poprzedniego przypadku.

W matematyce czasami zdarza sie, ze gdy mamy udowodnié¢ nowe twierdzenie, to
staramy sie je sprowadzi¢ do jakiegos innego znanego twierdzenia badz lematu.
Podobnie mozemy postepowaé z problemami decyzyjnymi, przy czym istotna role
bedzie tu pelnié szybkos$¢ sprowadzania jednych probleméw do innych.

Zalozmy, ze znamy wielomianowy algorytm na rozwiagzanie pewnego problemu
decyzyjnego (1 oraz mamy dany inny problem decyzyjny Q2. Jezeli potrafimy

w czasie wielomianowym sprowadzi¢ problem Qs do problemu @7 (lub jego
szczegoOlnego przypadku), to wowcezas réwniez problem (o mozemy rozwiazaé

w czasie wielomianowym. Sprowadzenie takie polega na przyporzadkowaniu
kazdej instancji problemu )5 instancji problemu @1 w taki sposéb, ze odpowiedz
ytak/nie” dla instancji problemu @7 pociaga za sobg identyczna odpowiedz

w odpowiadajacych jej instancjach problemu Q2. Procedure te nazywamy
wielomianowq redukcjg problemu Q2 do problemu Q1.

Mowimy, ze problem decyzyjny @ z klasy NP jest NP-zupelny, jezeli mozemy
przeprowadzi¢ wielomianowa redukcje kazdego problemu z klasy NP do
problemu Q. Procedura wielomianowej redukcji wyznacza w catej klasie NP
pewien qasi-porzadek, wedlug ktérego mozemy poréwnywaé stopieri trudnosci
poszczegblnych probleméow. Jezeli Q2 redukuje sie wielomianowo do @1, to Q2
jest nietrudniejszy niz Q). Problemy NP-zupelne sa wiec wzgledem tego
porzadku najtrudniejszymi w catej klasie NP.

Aby pokaza¢, ze P=NP wystarczytoby wzia¢ dowolny problem NP-zupelny

i pokazaé, ze da sie on rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym. Jesli zas P#NP to
naturalnym wydaje sie pomyst, aby poszukiwanie jakiego$ trudnego problemu
z klasy NP zacza¢ od tych najtrudniejszych, czyli NP-zupelnych (patrz
rysunek 2). Nasuwa si¢ jedno zasadnicze pytanie: czy istnieja i czy sa znane
jakiekolwiek problemy NP-zupelne?

Problemy NP-zupelne

Problemy spelnialnosci formul logicznych (SAT, 3SAT). Mamy dana
formute ztozona z pewnej liczby zmiennych logicznych, nawiasow oraz
operatoréw koniunkcji, alternatywy i negacji (problem SAT). Mozemy dodatkowo
zalozy¢, ze formula ta zapisana zostala w bardzo regularnej postaci, mianowicie
sktada sie ona z dowolnej liczby nawiaséw przedzielonych znakami koniunkcji, zas
w kazdym nawiasie wystepuje alternatywa doktadnie trzech (niekoniecznie
roznych) zmiennych logicznych z mozliwym znakiem negacji na dowolnej z nich
(problem 3SAT). Rozwiazania probleméw SAT i 3SAT polegaja na stwierdzeniu,
czy istnieje takie podstawienie wartosci logicznych 0 i 1 pod zmienne
wystepujace w formule, aby, zgodnie z zasadami rachunku zdan, wartosé logiczna
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calej formuly wynosita 1. Latwo zauwazy¢, ze problemy te naleza do klasy NP,
gdyz majac podstawienie konkretnych wartosci za zmienne mozemy szybko
okresdli¢, jaka jest wartos¢ logiczna catej formulty. W wyrazeniu

(pVaVs)ANBVGVT)AN(EVaVT)AN(pVTVT)
podstawienie p=1,¢=0,r =1, s =1 daje
(IVOVI)A(OVIVOAOVOVI)A(1IV1IVO) =1.

W 1971 roku Stephen Cook pokazal, ze SAT jest problemem NP-zupelnym, co
byto jednym z wazniejszych osiagnie¢ w teorii ztozonosci obliczeniowej, gdyz
otworzylo droge do dalszych badan nad NP-zupelnoscia. Rok pdzniej Richard
Karp udowodnil, ze NP-zupelny jest rowniez 3SAT oraz 20 innych problemdw
kombinatorycznych. Obaj naukowcy za swoje wyniki zostali wyr6znieni
prestizowa Nagroda Turinga. Najwieksza trudnoscia w dowodzie Cooka byto to,
iz musiat on zostaé¢ przeprowadzony poniekad od podstaw, z wykorzystaniem
takich teoretycznych modeli, jak maszyny Turinga.

Obecnie znanych jest ponad trzy tysigce probleméw NP-zupelnych i ich lista jest
ciggle poszerzana. Prezentowane w poprzednim rozdziale problemy
trojkolorowania grafu, cyklu Hamiltona i pirata komputerowego sa réwniez
NP-zupelne. W celu pokazania, ze jaki§ nowy problem @ jest NP-zupelny,
wystarczy stwierdzi¢, ze nalezy on do klasy NP (co przewaznie jest bardzo
tatwe), a nastepnie wziaé jakis problem z bogatej kolekcji znanych problemow
NP-zupelnych i zredukowaé¢ go wielomianowo do problemu @ lub jego
szczegblnego przypadku. Przedstawimy teraz w zarysie jak moze wygladaé taka
redukcja.

Problem kliki w grafie. Klikg w grafie nazywamy taki jego podgraf, w ktorym
kazde dwa wierzcholki sa polaczone krawedzia. Liczbe wierzchotkow w klice
nazywamy jej rozmiarem. Mamy stwierdzi¢, czy w danym grafie G istnieje klika
rozmiaru k. Jasne jest, ze problem kliki nalezy do klasy NP, gdyz majac danych
k wierzcholkow grafu mozemy w wielomianowym czasie sprawdzié, czy tworza
one klike. Ponadto, jezeli w problemie tym przyjmiemy, ze k jest stale, to bedzie
on rowniez w klasie P, gdyz stwierdzenie istnienia kliki rozmiaru k

w n-wierzchotkowym grafie wymaga, w najgorszym wypadku, sprawdzenia
wszystkich k-elementowych podzbioréw wierzchotkéw, a tych jest (Z), co jest
wielomianem wzgledem n. Jezeli jednak &k bedzie odpowiednio (np. liniowo)
zwigzane z rozmiarem grafu, to problem kliki staje sie NP-zupelny.

Dowdd. Sprowadzimy problem 3SAT do nastepujacego przypadku problemu
kliki: ,,Czy w danym n-wierzchotkowym grafie G istnieje klika rozmiaru

k= L%J 77 Dang mamy formute logiczna zlozona z k nawiaséw i z doktadnie
trzech (niekoniecznie réznych) zmiennych lub ich negacji w kazdym nawiasie.
Mamy, zatem w calej formule tacznie n = 3k wystapien zmiennych lub ich
negacji. Dla kazdej takiej formuly konstruujmy graf G na n wierzchotkach,
w nastepujacy sposob:

(i) kazdemu wystapieniu zmiennej w formule odpowiada doktadnie jeden
wierzcholek w grafie (zauwazmy, ze jezeli zmienna wystepowala wiele razy,
to utworzymy dla niej wiele wierzchotkow),

(ii) krawedzia laczymy wszystkie pary wierzchotkow, ktore odpowiadaja
zmiennym z réznych nawiaséw z wyjatkiem par postaci: zmienna i jej
negacja.

Zalozmy, ze w tak skonstruowanym grafie istnieje klika rozmiaru k. Z uwagi na
to, ze w obrebie wierzchotkéw z jednego nawiasu nie byto krawedzi, to klika taka
musi zawiera¢ doktadnie po jednym wierzchotku z kazdego nawiasu. Jezeli teraz
za zmienne odpowiadajace wierzchotkom z kliki podstawimy wartosé logiczng 1
(a za pozostale zmienne dowolna wartosé¢), to w kazdym nawiasie pojawi sie
przynajmniej jedna 1, a wiec cale wyrazenie bedzie miato réwniez wartosé
logiczng 1. Zauwazmy, ze podstawienie takie jest zawsze mozliwe, gdyz z uwagi
na konstrukcje grafu G w jednej klice nie mogty pojawié si¢ jednoczesnie
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Rys. 3. Gdzie sg miny?

Rys. 4. Co$ tu nie gra?

zmienna wraz ze swoja negacja. Analogicznie postepujemy w druga strone —
mianowicie majac niezerowe podstawienie mozemy z kazdego nawiasu wybraé po
jednej zmiennej przyjmujacej wartos¢ 1, a wierzchotki im odpowiadajace utworza
w grafie G klike rozmiaru k. Ostatnim etapem dowodu jest stwierdzenie, ze
opisana na samym poczatku procedura redukcji odbywa sie w czasie
wielomianowym wzgledem rozmiaru instancji problemu wyjsciowego (3SAT). Ale
tu wystarczy zauwazy¢, ze dla formuly o n zmiennych (a wiec réwniez tego
rozmiaru) skonstruowaliémy graf na n wierzchotkach, ktory moze by¢
zapamietany jako zerojedynkowa macierz kwadratowa wymiaru n, czyli o n
wyrazach. O

2

Saper jest trudny

Przyszta wreszcie pora, aby zaprezentowaé, jak dzieki grze w Sapera mozna
rozstrzygnaé hipoteze P/NP i zdoby¢ nalezny za to milion dolaréw. Zacznijmy od
prostego zadania. Czy uklad przedstawiony na rysunku 3 ma rozwiazanie, czyli
czy istnieje takie rozmieszczenie min na nieodstonietych polach, ktére bedzie
zgodne z informacjami na polach juz odstonietych? Droga szybkiej dedukcji

i eliminacji nietrudno znalezé zadane rozwiazanie i na dodatek mozna pokazaé,
ze jest ono jednoznaczne (pozostawiamy to jako tamigtowke dla czytelnika). A co
bedzie, jesli analogiczny problem postawimy dla uktadu przedstawionego na
rysunku 47 W tym przypadku mozemy tatwo stwierdzié¢, ze rozwigzanie nie
istnieje. Powyzsze dwa zadania byty do$¢ proste, gdyz rozmiar planszy, ktora
mieliSmy przeanalizowaé nie byl zbyt duzy. Mozna si¢ jednak spodziewaé, iz to
samo (sformulowane ponizej) zadanie na planszy o znacznych rozmiarach nie
bedzie juz takie tatwe.

Problem Sapera (Minesweeper Consistency Problem (MCP)). Czy
zadany ukltad poczatkowy z Sapera posiada rozwigzanie?

Jest to dobrze postawiony problem decyzyjny, wiec mozemy pytaé¢ o jego
ztozono$é obliczeniowa. Zauwazmy, ze majac dane potencjalne rozwiazanie
problemu Sapera mozemy w krotkim czasie (czyli wielomianowo zaleznym od
rozmiaru planszy) sprawdzié¢, czy jest ono poprawne, a wiec MCP z pewnoscia
nalezy do klasy NP. W roku 2000 Richard Kaye pokazal, ze Problem Sapera jest
NP-zupelny ([1]).

NP-zupelno$é Sapera

Aby pokazaé, ze problem Sapera jest NP-zupelny zredukujemy do niego problem
SAT. Odbedzie sie to w dwoch krokach wedlug ponizszego schematu:

formuta logiczna
4
obwod logiczny

4

konfiguracja Sapera

Pierwszy krok jest powszechnie znang procedura zapisywania danej formuty
logicznej w postaci pewnego schematu zwanego obwodem logicznym. Sktada sie
on z pewnej liczby wejsé, ktore odpowiadajg zmiennym uzytym w formule,
jednego wyjscia, ktore odpowiada wartosci logicznej calej formuly oraz
odpowiedniej liczby bramek logicznych (AND, OR i NOT), ktore odpowiadaja
operatorom koniunkcji, alternatywy i negacji. Calosé obwodu jest tak potaczona
przewodami, aby realizowal on dziatanie odpowiadajacej mu formuty.

= Bdidndiiaigiatisn iy T
WE|SCIE > 1 [x [l 1 x| 1 [ o] 1 e ] 1 [x [} 1 [x [x] 1 [x [] £ IWY]SCIE
11411111444 111/1:1111141

Rys. 5. Przewod logiczny
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Rys. 6. Bramka NOT

Drugim krokiem, ktory w zarysie przedstawimy, bedzie zastapienie obwodu
logicznego odpowiednia konfiguracja Sapera w taki sposob, aby istnienie
rozwiazania dla niej (w sensie MCP) pociggalo istnienie pozytywnego
rozwigzania w problemie SAT. Konfiguracje t¢ bedziemy w systematyczny sposob
budowaé¢ z odpowiednich moduléw réznego typu. Pierwszym z nich jest przewod
logiczny przedstawiony na rysunku 5. Jego zadaniem jest taczenie poszczegdlnych
moduléw catego uktadu i przenoszenie pomiedzy nimi sygnalu cyfrowego

o wartosci 0 lub 1. Zauwazmy, ze w przewodzie takim miny moga znajdowaé sie
albo na wszystkich polach oznaczonych z, badz tez na polach oznaczonych z'.
Ustalmy, ze jezeli na polu x znajduje sie mina, to przewodem plynie sygnal 0,
jesli zas mina znajduje sie na polu 2/, to plynie nim sygnal 1. Nalezy rowniez
ustali¢, ze kazdym takim przewodem sygnal plynie w okreslonym kierunku,

w tym przypadku z lewej do prawe;j.

Konfiguracja na rysunku 6 przedstawia bramke NOT. Latwo sprawdzié¢, ze
sygnal wchodzacy przewodem wejsciowym (z lewej strony) zostanie na wyjsciu
zamieniony na przeciwny. Nieco dtuzszej i dokladniejszej analizy wymaga uktad
z rysunku 7, ktory jest bramka AND.
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Rys. 7. Bramka AND

Bramke OR mozemy zbudowaé¢ z bramki AND i bramek NOT (mozna zbudowaé
ja tez nieco latwiej w inny sposob), a wiec mamy juz gtéwne moduty niezbedne
do zbudowania kazdego obwodu logicznego. Oprocz nich konieczne bedzie jeszcze
kilka pomocniczych konfiguracji odpowiedzialnych np. za rozszczepianie
przewodow logicznych, taczenie ich, zmiane kierunku (z poziomego na pionowy

i odwrotnie) lub krzyzowanie. Richard Kaye przewidzial, zaprojektowal

i przeanalizowal wszystkie te uktady, nastepnie wskazal algorytm budowania

z nich calego zadanego obwodu logicznego oraz udowodnil, ze czas dziatania tego
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algorytmu zalezy wielomianowo od rozmiaru instancji problemu wyjsciowego
(SAT), a tym samym, ze problem Sapera jest NP-zupelny.

Zamiast zakonczenia

Mozemy juz udzieli¢ odpowiedzi na tytutowe pytanie. Aby zdoby¢ milion dolaréow
nie wystarczy by¢ dobrym w grze w Sapera, ale trzeba jeszcze rozwiazaé trudny
matematyczny problem z ta gra zwiazany. Sa zatem dwie mozliwosci: pierwsza to
wymyslenie wielomianowego algorytmu, ktéry bedzie potrafit rozstrzygaé, czy
zadany uklad z Sapera ma rozwiazanie, druga to pokazanie, ze algorytm taki nie
istnieje. W pierwsza mozliwosé prawie nikt dzisiaj nie wierzy, a nawet ci
nieliczni, ktérzy uwazaja, ze P=NP twierdza, iz jesli nawet uda sie to
kiedykolwiek udowodnié, to raczej w sposob niekonstruktywny, bez podania
konkretnego algorytmu na ktorys problem NP-zupelny. Przekonanie, ze P£NP
jest dzis tak silne, ze w potocznym rozumieniu problemy NP-zupelne uwaza sie
za bardzo trudne, a na tym domy$le opiera sie nawet bezpieczenistwo wielu
powaznych systemoéw informatycznych.

Napisaliémy powyzej o dwoch mozliwych rozstrzygnieciach hipotezy P/NP nie
wspominajac nic o trzeciej, o ktorej zaczyna by¢ ostatnimi czasy coraz glosniej.
Chcac rozstrzygnaé jakikolwiek problem powinnismy najpierw ustali¢, na gruncie
jakiej teorii mamy tego dokonaé, a co za tym idzie, z jakich aksjomatéw mozemy
korzystaé¢. Skoro problem P/NP dotyczy rownosci dwoch zbioréw, to cheac go
rozstrzygnaé, predzej czy po6zniej, bedziemy musieli skorzystaé z ktéregos
aksjomatu teorii mnogosci (ZFC). Moze si¢ jednak okazaé, ze hipoteza P kontra
NP, podobnie jak hipoteza continuum, jest od tych aksjomatéw niezalezna.

Czyzby wiec droga do zdobycia miliona dolaréw bylo pokazanie, ze hipoteza P
kontra NP jest nierozstrzygalna?!
Sapere aude, drogi Czytelniku!
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