Dla dowolnego zbioru I filtrem
nazywamy rodzine ¥ jego podzbioréw
F C P(I), taka, ze

1)8g7,

2) jedli A,BE F,to ANB € ¥,
3)je§1iA€7,AQ_B,toBE?.

o P(N) - (0,1}
1) ¢(A U B) = ¢(A) + ¢(B),

gdy ANB =9,
2) p(A) =0, gdy A jest skoriczony.

Na og6t zwroty: prawie wszystkie,
prawie staly, prawie wszedzie odnosza
si¢ do miary Lebesgue’a. Uizywane

w tekdcie zwroty p-prawie wszystkie,
p-prawie staly, p-prawie wszedzie sa
ich odpowiednikiem dla miary ¢, czyli
oznaczaja, Ze wlasno$¢ ma miejsce
poza, ewentualnie, pewnym zbiorem
majacym miare © réwna O.

Kazda miara jest liczaca,

‘czyli rachunek prawdopodobienstwa

W .ujeciu analizy niestandardowej

Mdrek CA PINSKL Krakow

Analiza niestandardowa zostala stworzona przez Abrahama Robinsona w latach
60-tych pozwalajac matematycznie $cisle zdefiniowad uzywane przez Leibniza pojecia
nieskoriczenie maltych czy nieskoriczenie duzych (,liczb idealnych”). Pozwala ona
bardziej intuicyjnie sformulowad znane pojecia i twierdzenia jak réwnies uzyskaé nowe
wyniki w wielu galeziach matema.tyki.

Zacznijmy od przedstawienia jedynie tych podstawowych pojeé analizy »
niestandardowej, ktdre sa niezbedne do speinienia zapowiedzi postawionej w tytule.
Punktem wyjscia jest konstrukcja pewnego rozszerzenia zbioru liczb rzeczywistych.
Aby zobaczyé, ze ta konstrukcja jest calkiem naturalna przypomnijmy, ze liczby

_rzeczywiste mozemy uzyskaé rozszerzajac zbiér liczb wymiernych w nastepujacy

sposéb. Rozwazamy 2bidr ciggdw liczb wymiernych i wprowadzamy w nim relacje
réwnowaznosci identyfikujaca te ciagi, ktérych réznica jest ciagiem zbieznym do zera:
{an} = {b.}, gdy an — b, — 0, zaniedbujemy przy tym szybkoé¢ zbieinosci. Zbiér
liczb rzeczywistych to zbiér klas réwnowaznodci: R = QN/E. Jasne jest, ze przyjecie
relacji, ktéra rozréznialaby ciagi zbiezne w réznym tempie, prowadziloby do bogatszego
zbioru ilorazowego. To spostrzézenie jest podstawa nastepujacej konstrukeji, w ktérej
dla prostoty tylko wychodzimy od zbioru wszystkich ciagéw liczb rzeczywistych.

W zbiorze RN prébujemy wprowadzié relacje réwnowaznodci sklejajaca ciagi zbiezne
w tym samym tempie. Naturalna wydaje sie nastepujaca definicja

{an} = {bn}, gdy an # b. tylko co najwyiej dla skoficzonej liczby indekséw.
Niestety, zauwazmy, ze przyjecie powsyzszej definicji prowadzi do zbioru
o niepozadanych wlasnoéciach. Po wyposazeniu zbioru ilorazowego w dzialania
dodawania i mnozenia otrzymujemy strukture z dzielnikami zéra:
[{1,0,1,0,...}]-{0,1,0,1,...}] = [{0,0,0,0,...}], a saden z ciagéw [{1,0,1,0,...}],
[{0,1,0,1,.. .} ni€ jest réwnowazny ciagowi zer. Naprawimy to rozluzniajac nieco
wymagania powyzsze] definicji. Zamiast zaktadaé, ze {n: a, = b,} € A, gdzie przez A
oznaczamy rodzine podzbiordéw zbioru liczb naturalnych bedacych uzupehieniem
zbioru skoriczonego, zaléimy, ze {n: an = b} € U, gdzie U jest ultrafiltrem
w N bedacym rozszerzeniem rodziny A : U O A. Przypomnijmy, ze ultrafiltr to
maksymalny filtr, a filtrem nazywamy rodzine podzbioréw ustalonego zbior, w naszym
przypadku N, ktdéra nie zawiera zbioru pustego i jest domknieta ze wzgledu na branie
skofczonych przecieé oraz nadzbioréw. Istnienie ultrafiltréw jest prostym wnioskiem
z lematu Kuratowskiego—Zorna. Zakladamy wiec, ze dany jest ultrafiltr U zawierajacy
wszystkie uzupeinienia zbioréw skoriczonych. Nasza, definicje mozemy zrobié nieco
bardziej pogladowa definiujac skofczenie addytywna miare  okreslona na wszystkich
podzbiora,ch, zbioru N o wartosciach 01 1:

_[1, gdy A€,
p(4) = {o, gdy A¢lU.

Wymagane wlasnodci funkcji ¢ wynikaja z definicji ultrafiltru. Dla dowolnego A C N
badz A, bad? jego uzupeienie nalezy do U, gdyz w przeciwnym przypadku
mielibysmy sprzeczno$é z maksymalnoécia U, zatem p jest okreslona dla
kazdego A C N. Jesli A i B sa rozlaczne, to tylko jeden z nich moze nalezeé do U
(U jest domkniety ze wzgledu na przeciecia, a zbiér pusty nie nalezy do filtru),
co gwarantuje skoficzona, addytywnoéé. Odnotujmy; 7e  przyjmuje wartodé 1 dla
zbioréw, ktérych uzupeinienie jest skorczone.

Mozemy przyjal ostateczna definicje.

Definicja 1. {a,} = {bn}, gdy an = b, dla p-prawie wszystkich n;
lub réwnowaznie 7 '
Definicja 1'. {a,} = {b.}, gdy {n: an =b.} € U.

Definiujemy zbiér, kiéry bedzie podstawa dalszych rozwazafi:
‘R=RY,=.
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Zbiér liczb rzeczywistych mozémy w naturalny sposéb zanurzyé w *R: liczbie a € R
przyporzadkowujemy klase réwnowaznoéci ciagu stalego {a, a,a,...}. Bedziemy dla
prostoty indetyfikowad zbiér R jego cbrazem przez powyisze przyporzadkowanie,
czyli przyjmujemy, ze RC "R, a elementy zbioru *R bedziemy nazywad liczbami,
uzywajac niekiedy terminu ,liczba standardowa” dla liczb z R. Zbiér “R jest istotnym
rozszerzeniem zbioru R, gdyz do R naleza tylko do klasy ciagéw stalych na pewnym
zbiorze z U (p-prawie stalych).

Zbiér *R wyposazamy w dzialania dodawania i mnozenia w naturalny sposéb.

Definicja 2. Dla z,y € "R, z = [a4], y = [ba], kladziemy z + y = [an + ba),
z-y = [6n - ba]. (Dla wygody piszemy [2n] zamiast [{an}].)

Jest to typowe postepowanie, gdy wprowadzamy dzialanie w zbiorze ilorazowym.
Nietrudno sprawdzié, ze definicja nie zalezy od wyboru reprezentantéw i speinione s3
postulaty ciala (zerem jest klasa ciagu zer, a jedynka klasa ciagu jedynek). Odnotujmy
tylko, Ze unikneliémy wspomnianych powyzej probleméw z dzielnikami zera. Albo
zbiér liczb parzystych, albo zbiér liczb nieparzystych nalezy do U, wiec jeden z ciagédw:
{1,0,1,0,...} alto {0,1,0,1,...} jest réwnowazny ciagowi samych zer.

Historyczne marzenie by pochodna obliczy¢ dzielac nieskoficzenie male przyrosty,

a ktérego odbiciem jest symbol %f, mozna teraz zrealizowad, poniewas w szbiorze ‘R
mozemy precyzyjnie zdefiniowaé oraz wskazad przykiady liczb nieskoriczenie malych.
W tym celu rozszerzamy relacje ,<” z R na “R.

Definicja 8. [an] < [ba], gdy an<bn tp;prawie wszedzie.
Latwo wykazaé, ze zbiér *R jest liniowo uporzadkowany przez relacje <.

Definicja 4. Liczbe z€ *R nazywamy nieskoriczenie mala (ozn. z =~ 0), gdy dla
dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a € R mamy |z| < a. (Wartoé¢ bezwzgledna |z]
dla z€ "R definiujemy tak samo, jak w R.) Liczbe z€ *R nazywamy skoriczena, gdy
|z| < a dla pewnego a€ R; w przeciwnym przypadku —/nieskoﬁczona.

Prazykiadem liczb nieskoriczenie malych sa klasy ciagédw zbieznych do zera. Na przyklad
[%] < a dla dowolnego a € R4, bo {n HE IS a} nalezy do U jako uzupeinienie zbioru
skoficzonego. Podobnie mamy [n] > a dla kaidego a€ R, wiec [n] jest przykladem
liczby nieskoficzone;j.

Fakt. Jedli z € “R jest skoficzona, wtedy istnieje jedna liczba a € R taka, ze z —a ~ 0.
Nazywamy ja czeécia standardowa liczby z.i oznaczamy a = st(z).

Dowéd. Kiadziemy a =sup{bE R :b < z}. Latwo sprawdzié, e § =z —a x 0.
Gdyby istniala inra liczba a’ o tej samej wlasnodci: 6' = z — a' ~ 0 witedy mielibyémy
a—a' =6 —6~0, wiec a —a' =0, gdyz jedyna niekoriczenie mala w R jest 0.

Zbiér liczb z € R, ktére sa, nieskoficzenie bliskie liczbie ¢ € R nazywamy monada
liczby a: mon(a) = {z € *R: z — a ~ 0}. Powyiszy fakt méwi, ze ten fragment
zbioru ‘R, ktéry sklada si¢ z liczb skoriczonych jest suma mnogoéciowa monad
standardowych liczb rzeczywistych, jak réwniez suma algebraiczna mon(0) + R..
Zbiér *R mozemy sobie wyobrazaé jako ,dogeszczona? i ,przedmzona”® o, w ktérej
liczby rzeczywiste sa izolowane, a po dolaczeniu monad stanowia pewien ograniczony
fragment:

0 e
ee o o-+-o o—o+o——ooo———-—)
I‘_ liczby skonczone —vi

Poniewaz naszym celem jet niestandardowy opis miar probabilistycznych, wiec
porzucamy kuszacy watek przedstawienia pojeé analizy matematycznej na gruncie
zbioru ‘R i przechodzimy do pojecia zbioru wewnetrznego, ktére bedszie gralo
podstawowowg role w dalszych rozwazaniach. Zacznijmy od przykiadu. WeZmy dla
kaidego n € N przedzial otwarty {an,bn) i utwérzmy zbiér A C °*R skiadajacy sie

z tych z = [z,] €* R, dla ktérych p-prawie wszystkie 2,E€(6n,bn). Zauwaimy, ie
zbiér A zalezy tylko od a, i b, dla n nalezacych do pewnego zbioru z ultrafiltru U.
Jak latwo zauwaiyé A= {z € "R: a <z <b, a = [an], b = [ba]}, czyli naturalne
jest nazwaé A przedzialem. Ta idea konstrukcji podzbioréw zbioru *R jest podstawa
definicji zbioru wewnetrznego.

Definicja 5. Zbié6r A C *R nazywamy wewnetrznym, gdy istnieje ciag zbioréw
A, C R taki, ze z = [z,] € A wtedy i tylko wtedy, gdy {n : z. € An} € U.

Latwo wida¢, ze otrzymamy ten sam zbiér A zamieniajac w ciagu A, skoficzona,
(ogblniej — w-miary zero) iloéé elementéw.
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Twierdsenie Caratheodory’ego.
Jeieli p jest miara (przeliczalnie
addytywna) na algebrze zbioréw A,
to moina ja jednoznacznie przedluzy¢
do miary okreklonej na o-algebrze
generowanej przez A.

Nie kazdy podzbiér zbioru *R mozna ofrzymaé w ten 8posdb. Nietrudno wykazaé, ze
monady, czy tez zbiér R, nie sa zbiorami wewnetrznymi. Rozwaimy dla praykladu
mon(0), czyli zbiér liczb nieskoriczenie malych, i przypusémy, ze jest zbiorem
wewnetrznym. Wyznaczajace go zbiory A, sa niepuste i ograniczone od goéry

(np. przez 1), majace wiec kresy gérne a, = sup A, > 0. Mamy to wprawdzie tylko dla
p-prawie wszystkich n, ale wybieramy a, dowolnie dla pozostalych n i nie odgrywaja
one zadnej roli w dalszym rozumowaniu. Fatwo wida¢, Ze liczba a = [a,] jest kresem
gérnym zbioru mon(0). Gdyby liczba a nalezala do mon(0), to 2a tei bylaby
nieskoriczenie mala, co daje sprzecznoéé: a < 2q € mon(0). Gdyby za$ @ nie nalezala
do mon(0), to jej czesé standardowa bylaby dodatnia, liczba, rzeczywista: 0 < st(a) € R.
Otrzymujemy sprzecznoéé, gdyz monada liczby st(a) rozdziela mon(0) od a, wiec a
nie moze by¢ kresem gérnym zbioru mon(0). Zauwazmy, e nieznaczna modyfikacja
powyiszego dowodu daje nam nastepujacy fakt: kaidy niepusty i ograniczony od géry
zbiér wewnetrzny posiada kres gérny. Monady, tak jak i R, kreséw nie posiadaja,.

Dla nas wazne beda, te zbiory wewnetrzne, dla ktérych wyznaczajace je zbiory A, sa
skoficzone. Nazywamy je zbiorami hiperskoriczonymi. Dla zbioréw hiperskoriczonych
mozemy wprowadzié w naturalny sposéb pojecie mocy:

card A = [card A,]
Zauwaimy ze liczba card A jest elementem zbioru, ktéry zwykle oznacza si¢ przez *N,
a ktéry sklada sie z tych z = [zn] € R, dla ktérych wszystkie (lub, co na jedno
wychodzi, p-prawie wszystkie) z,, sa liczbami naturalnymi.

Nastepujacy zbiér umozliwi nam realizacje zapowiedzi tytulowej dla miary Lebesgue’a
na przedsiale [0,1]. Niech Q2 oznacza zbiér wewnetrzny wyznaczony przez ciag zbioréw
Q, = {0, 2. 2., "T“,l}. Zbidr ten jest hiperskoficzony i card 2 = N + 1, gdzie
N = [n]. Pokasemy, ze zbiér Q mozna zapisaé w postaci )

= {o%%%@ - {% K€" N, KSN} .
Najpierw zauwaimy, ze kazda liczba postaci £ nalezy do 2. Niech K = [kn], kn € N.
Zauwaimy najpierw, e % = [5’:*] jako konsekwencja; definicji dzialad w *R. Dla
p-prawie wszystkich n mamy k, < n, wiec ulamek 5"'1 naleiy do Q, dla p-prawie
wszystkich n, czyli £ naleiy do Q. Na odwrét, jesli z = [z,] € Q to p-prawie
wszystkie z,, naleia do (), na podstawie definicji zbioru wewnetrznego, czyli sa postaci
%} dla pewnych k., < n. Oznaczajac K = [kn]) mamy K < N, K €* N oraz z = X,
co nalezalo dowiesé.

Zbiér Q, ktéry na gruncie niestandardowym mozemy traktowaé jako skoficzony, jest
w istocie nieprzeliczalny. Wynika to choéhy z tego, ze odwzorowanie

st:Q —[0,1]
jest suriekcja,.

Jedli A jest wewnetrznym podzbiorém zbioru  to latwo zauwazyd, ze jest on
hiperskofczony (wyznaczajace go A, sa podzbiorami Q,). Zatem na rodzinie
wszystkich wewnetrznych podzbioréw Q, ktéra, oznaczamy przez A, mozemy
doprowadzi¢ unormowangy miare liczaca za pomoca wzoru
w(A) = card A _ card’4

card Q N+1
Niestety A nie jest o-algebra (wynika to z ponizej udowodnionego faktu) i p jest tylko
skoriczenie aktywna. Rozszerzymy u do miary przeliczalnie addytywnej korzystajac
z twierdzenia Caratheodory’ego. W tym celu udowodnijmy najpierw pewna wazna
wiagnoéé zbioréw wewnetrznych.

Fakt. Niech {A™} bedzie ciagiem zbioréw wewnetrznych. Jedli dla kaizdego m € N
mamy [] A° # 0, to N A #0.
=1

=1

Dowéd. Niech A’ bedzie wyznaczony przez {A},}. Dla p-prawie wszystkich n
mamy Al # 0. Mozemy przyjaé, ze wszystkie A} s niepuste modyfikujac je, jedli to
konieczne, na pewnym nieistotnym zbiorze wskaznikéw n. Dla kazdego n kladziemy

k
a,.:ma.x{kgn: ﬂA:,#@ ,
i=1
an
(odnotujmy, e 1 < a, < n) i wybieramy z, € (] A:.

i=1
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Wykazemy, ie z = [z,] € A’ dla kaidego j, co dowodzi niepustodci przeciecia. Ustalmy
dowolne 7 i wykaiemy, ze {n: z. € AL} € U. Poniewai {n: z, € A3} D {n: an >j},

F
wiec wystarczy dowiedé, ze {n: a, > j} € U. Zbiér () A’ jest wewnetrzny i jest

=1
J . J .
WYZNaczony przez { N A:,}. Jest on niepusty, wiec Z; = {n : ﬂ A, # 0} e u.
=1 =1

Jest jasne, e Z, = Z,N{n: n>j} €U oraz Z, C {n: an >3}, a wiec ostatni zbiér
nalezy do U, co nalezalo wykazad.

Whniosek. Niech A°, dla i € N, beda zbiorami wewnetrznymi. Jeieli A = U A; jest
=
" L]
wewnetrzny, to A = U A, dla pewnego k.

=1

m o0
Dowéd. Zbiory B, = A\ |J A: sa wewnetrzne oraz (| Bm = 0. Wobec tego
=1 . =1
k k "
N B = dla pewnego k, czyli A= |J A..
) m=1 =1
P.A. Loeb, Conversion from Powyiszy wniosek umozliwia nam skorzystanie z twierdzenia Caratheodory’ego. Przes
nonstandard to standard measure spaces 4, oznaczamy o-algebre bedaca rozszerzeniem algebry A, a przez ur rogszerzenie u

and application sn probability theory, . . . . . .
Trans. Amer. Math. Soc. 211 (1975), do miary przeliczalnie addytywnej (nazywamy ja miara Loeba).

Lrkad Prazytoczmy teraz bez dowodu twierdzenie pokazujace zwiazek miary Lebesgue’a m

2 miara pr.

Twierdzenie. Jezeli zbiér B C [0,1] jest mierzalny w sensie Lebesgue’a,
to st~!(B) N Q2 nalezy do A oraz

m(B) = p(st™'(B) N Q).

Prawdziwy jest réwniez fakt méwiacy, ze dla dowolnego zbioru A € A istnieje zbiér
wewnetrzny A' € A taki, ze p.z,((A \A)u A"\ A)) = 0. Otrzymujemy wiec réwnosé-

m(B) = u((st™(B)nQ)'),
co daje oczekiwang reprezentacje miary. Lebesgue’a przez unormowanga miarg liczaca.
Prawdziwe jest tez dogélnienie powyiszego twierdzenia dajace hiperskoriczona
reprezentacje dowolnej probabilistycznej miary Radona na przestrzeni Hausdorffa.

Analiza niestandardowa daje tez inne mozliwoéci opisu miar. Mozna na przykiad
wykazaé istnienie gestosci dla szerokiej klasy miar obejmujacej, co najbardsiej -
spektakularne, miary Diraca (punktowe). Gestodé miary Diraca skoncentrowanej

w 0 moze byé dana na prazyklad nastepujacym, znanym skadinad, wzorem:

(2m02) /2 exp(—z2/20?), gdsie o jest dowolna liczba nieskoficzenie mala. Ale to jui
zupelnie inna historia...

Na koniec wybér kilku ksiazek od klasycznej pracy Robinsona po najnowssy wybér
artykuléw pod redakcja Cutlanda, ktéry zawiera zaréwno przystepne wprowadzenie
w analize niestandardowa, jak i ukazuje szeroki zakres jej zastosowad.
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