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1. Ciagi de Bruijna

Tytut jest sanskryckim slowem pomagajacym w studiowaniu éredniowiecznej poezji
indyjskiej. Wlasciwie jest to slowo wymyslone specjalnie do tego celu, samo w sobie
nie znaczy nic (czy jest wiec rzeczywiscie stowem sanskryckim?). Pomaga ono

W zapamietaniu nazw réinych rytméw. Sklada sie ono z dziesieciu sylab krétkich
(nieakcentowanych) i diugich (akcentowanych). Pierwsze trzy sylaby ya-mé-t4 daja
rytm: krétka-dluga-dtuga. Nastepnie, druga, trzecia i czwarta sylaba mi-ti—r4

daja rytm: dluga-dluga-diuga. Podobnie trzecia, cawarta i piata sylaba ti-ri—ja

daja nowy rytm: dhluga-dluga-krétka. Oczywiscie jest dokladnie osiem réznych
rytméw zlozonych z trzech sylab krétkich lub dhugich. Wszystkie te rytmy wystepuja,
w slowie yamatardjabh4inasalagim, kaidy tylko jeden raz. Nietrudno zauwaiy¢, ie
najkrétsze takie stowo musi mie¢ co najmniej 10 sylab. Pierwsze dwie sylaby nie

daja bowiem jeszcze zadnego rytmu trzysylabowego, kazda nastepna sylaba daje

co najwyzej jeden nowy rytm. Tych sylab musi wigc by¢ przynajmniej o dwie wiecej
niz wszystkich mozliwych rytméw, zatem prazynajmniej 10. Peniewai mamy przyklad
slowa 10-sylabowego, wiec mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie, ze najkrétsze takie
slowo ma dokladnie 10 sylab. Zauwaimy jeszcze, ze gdyby utworzy¢ analogiczne stowo
w ten sposéb, Ze najpierw wypiszemy trzy sylaby pierwszego rytmu, potem trzy sylaby
drugiego itd., to otrzymalibyémy stowo 24-sylabowe (8 rytméw po 3 sylaby). Mamy
zatem znaczna oszczednodé: zamiast 24 sylab tylko 10. O ile latwiej jest zapamietaé
slowo 10-sylabowe niz slowo 24-sylabowe, zwlaszcza nic nie znaczace stowo sanskryckie.
Czytelnik moze sobie wyobrazi¢ trudnosci zwiazane z zapamietaniem (i wyméwieniem)
slowa dwa i pét raza dluiszego niz w tytule! ’

W hotelu Baltimore Hilton Inn wprowadzono zamki szyfrowe. Na drzwiach

kazdego pokoju znajduje sie tarcza z dziesigcioma cyframi (taka jak w telefonie).
Drzwi otwieraja si¢ po wykreceniu kodu skladajacego sie z czterech cyfr. Zamek

Jest skonstruowany w taki sposéb, e niezaleznie od tego, jakie cyfry zostaly
wykrecone poprzednio, wazme sz ostatnio wykrecone cztery cyfry. Jak powinien

w najefektywniejszy sposéb postepowad lokator, ktéry zapomniat szyfru do swojego
pokoju? Moze on oczywidcie wykrecaé po kolei wszystkie kombinacje czterech cyfr.
Najpierw 0000, potem 0001, potem 0002 itd. Od razu widzimy, Ze ta metoda jest
nieefektywna. Po wykreceniu 0000, wykrecenie nastepnych trzeeh zer juz nic nie daje.
Mozina bylo wykreci¢ jedynke z takim samym efektem, jak poprzednio. Strategia
najprostsza wymaga wykrecenia 40000 cyfr (10000 réznych kombinacji czterech cyfr).
Na pewno jednak istnieja ciagi krétsze. Ile cyfr ma ciag najkrétszy o tej wilasnoéci,

Ze wystepuja w nim wszystkie mozliwe cawérki cyfr? Powtdrzymy znane juz nam
rozumowanie. Pierwsze trzy wykrecone cyfry nie daja nam jeszcze zadnej czwoérki cyfr.
Dokrecenie kazdej kolejnej cyfry da nam co najwyzej jedna nowga czwérke. Najkrétszy
ciag otrzymamy, jesli kazda nowa cyfra da nam nowa czwdrke. Tych cawérek jest
10000, wigc musimy dokrecié tez 10000. Eacznie z trzema poczatkowymi cyframi daje
to 10003 cyfry. Tyle co najmniej cyfr musi mieé poszukiwany ciag. Ale czy taki ciag
istnieje? Byé moze najkrétszy taki ciag jest jednak dluzszy? Tu Zadne sanskryckie
slowo nam nie pomoze.

Zastapmy w slowie yamatérijabhinasalagdm kazda krétka sylabe zerem i dinga,
jedynka. Otrzymamy ciag 0111010001, Widzimy, Ze w tym ciagu kazda tréjka cyfr
0i 1 wystepuje dokladnie jeden raz. Mamy zatem dwa przypadki szczegélne tego
samego problemn. Danych jest m symboli i dana jest liczba naturalna n. Szukamy
najkrétszego ciagu zloionego z tych symboli, w ktérym wystepuje kaidy ciag zlozony
z n symboli. Interesuje nas przy tym, czy istnieje taki ciag, w ktérym kaidy ciag

n symboli wystepuje dokladnie jeden raz. Takie ciagi nazywamy ciagami de Bruijna.
Podobnie jak wyzej pokazuje sie, ze wtedy dlugodé takiego ciagu de Bruijna wyniesie
m"™ + n — 1. Przyklad sanskrycki daje nam ciag de Bruijna dla m = 2 i n = 3. Wtedy
jego dlugosé wynosi 2 + 3 — 1 = 10. Dla Baltimore Hilton Inn, gdzie m = 10, n = 4,
diugoéé ciagu de Bruijna (o ile taki istnieje) wyniesie 10* + 4 — 1 = 10003.

Zauwazamy nastepnie, ze dwie ostatnie cyfry ciagu de Bruijna 0111010001 s3 takie
same, jak dwie pierwsze cyfry tego ciagu. Jest to zjawisko ogdlne. Mozna pokazaé, ie
w ciagu de Bruijna dla dowolnych liczb m i n pierwsze n — 1 i ostatnie n — 1 cyfr sa
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takie bame. Dla dowodu oznaczmy ciag pierwszych n — 1 cyfr ciagu de Bruijna

przez B, a ciag ostatnich n — 1 cyfr przez Bz. Zauwaimy nastepnie, ze kazdy ciag B
zlozony z n — 1 cyfr, rézny od B, i B, wystepuje w ciagu de Bruijna dokladnie m razy.
Mianowicie po kazdym wystapieniu ciagu B pojawia si¢ jeden z m symboli. Jezeli choé
jeden symbol powtérzy sie dwa razy, to znaczy, ze ten sam ciag n-elementowy wystapit
dwukrotnie. Jezeli ciagi B, i B2 sa réine, to w podobny sposéb pokazujemy, ze

kazdy z nich wystapil tylko m razy (dla ciagu B) rozumujemy tak samo, dla ciagu B,
patrzymy na symbole wystepujace przed B;). Ciagéw n — 1 wyrazowych jest m"1,
kazdy z nich wystepuje w ciagu de Bruijna m razy, skad wynika, ze w calym ciagu

de Bruijna wystepuje tylko m"™ ciagéw dlugoéci n — 1. Ale to oznacza, se dlugos¢ ciagu

" de Bruijna wynosi m” + (n — 1) — 1, co jest niemozliwe. Zatem B; = B; i ten ciag

wystepuje m + 1 razy.

Ciagi de Bruijna mozemy zatem traktowad jako ciagi cykliczne dlugoéci m".
Zakladamy, ze na koficu takiego ciagu powtdrzy sie pierwszych n — 1 wyrazéw.

W takiej postaci ciagi de Bruijna maja szereg zastosowani. W jednym z nich shiza

do rozpoznawania polozenia walca mogacego przyjmowac 2" réinych polozen.
Umieszczamy na obwodzie walca 2" cyfr 0 lub 1 tworzacych cykliczny ciag de Bruijna
oraz instalujemy n czytnikéw odczytujacych kolejne cyfry na walcu. Kaidemu

z-2" réznych polozen odpowiada inny ciag zero-jedynkowy rozpoznany przez czytniki
(patrz rysunek 1). Ciagi de Bruijna maja tei zastosowanie w tworzeniu tzw. koddéw
korygujacych bledy w teorii komunikacji.

Bedziemy teraz zmierzaé¢ do pokazania, ze dla dowolnych liczb m i n istnieja ciagi
de Bruijna. W dowodzie wykorzystamy twierdzenia teorii graféw dotyczace tzw.
graféw eulerowskich. Zajmiemy si¢ wiec teraz takimi grafami.

2. Grafy eulerowskie

Grafem bedziemy nazywaé dowolny skoriczony zbiér punktéw wraz z pewnymi
kreskami laczacymi te punkty. Scislej, rozpatrujemy skoriczony zbiér G nazywany
gbiorem wierzchotkéw grafu oraz zbiér E krawedzi tego grafu. Krawedf w grafie ’

ma laczyé dwa wierzcholki, mozemy przy tym rozwaiaé krawedzie niezorientowane
lub zorientowane. Krawed# zorientowana ma poczatek i koniec, jest to jakby

ulica jednokierunkowa prowadzaca od jednego wierzchotka do drugiego. Kraweds
niezorientowana jest to jakby ulica dwukierunkowa laczaca dwa wierzchotki. Krawedz
zorientownga o poczatku w wierzchotku z i koricu w wierzchotku y mozna wiec
utozsamié z para uporzadkowany (z,y). Kraweds niezorientowana aczaca wierzchokki
z i y mozemy utoisamié z para nieuporzakowana {z,y}. W dalszym ciagu bedziemy
rozpatrywaé dwa rodzaje graféw: grafy niezorigntowane, ktérych wszystkie krawedzie
83 niezorientowane i grafy zorientowane, ktérych wszystkie krawedzie sa zorientowane.
Oczywidcie mozna rozpatrywaé tez tzw. grafy mieszane, w ktérych wystepuja oba '
rodzaje krawedzi. Takie grafy jednak nie wystapia w rozwazanych zastosowaniach

i dlatego nie bedziemy si¢ nimi zajmowaé. Nie bedziemy natomiast nakladaé zadnych
dalszych ograniczen na rozpatrywane grafy, poza warunkiem skoriczonoéci zbioru
krawedzi. Na przykliad dopuécimy grafy, w ktérych istnieje wiele krawedzi taczacych
dwa wierzcholki, tzw. krawedzie wielokrotne oraz grafy, w ktérych istnieja krawedzie
aczace dany wierzcholek z soba samym, tzw. petle. Bedziemy rozpatrywaé drogi

w grafach. Droga laczaca dwa wierzcholki z i y jest to ciag krawedzi o nastepujacych
wilasnodciach:

- z jest poczatkiem pierwszej krawedazi,

- y jest koficem ostatniej krawedzi,

- koniec kazdej krawedzi, z wyjatkiem ostatniej jest poczatkiem nastepnej krawedzi.

Graf nazywamy spdjnym, jedli dla kazdego wierzcholka istniejg drogi laczace go
ze wszystkimi innymi wierzchotkami.

Jedli droga laczy jakis wierzcholek z soba samym, to nazywamy ja cyklem. Cykl jest
eulerowski, jedli przechodzi przez wszystkie krawedzie grafu, przy czym przez kaida
krawedZ przechodzi dokladnie jeden raz. Naszym celem bedzie zbadanie, w jakich
grafach istnieja cykle eulerowskie i jak takie cykle znalezé.

W grafie niezorientowanym stopniem wierzcholka z nazwiemy liczbe krawedzi
wychodzacych (lub wchodzacych, bo to jest tym samym) z tego wierzchotka.
Popatrzmy na graf G, przedstawiony na rysunku 2. W tym grafie stopiei
wierzchotkéw a, f, czy v wynosi 4, stopien wierzchotkéw k, p, czy t wynosi 6 i wreszcie
stopiefi wierzchotka z wynosi 2.
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W grafie zorientowanym rozpatrujemy dwa rodzaje stopui: stopien wejdciowy réwny
liczbie krawedzi wchodzacych do danego wierzcholka i stopieft wyjsciowy réwny

liczbie krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka. Dla przykladu, w grafie G2
przedstawionym na rysunku 3 stopief wyjéciowy wierzcholka a wynosi 2, stopief
wyjsciowy wierzcholka p wynosi 3, a stopieri wyjsciowy wierzcholka z wynosi 1. Stopnie
wejsciowe tych wierzcholkéw sa réwne ich stopniom wyjsciowym.

Mozemy teraz udowodnié twierdzenie méwiace o istnieniu cykli eulerowskich w grafie.
Twierdzenie to pochodzi od Eulera.

Twierdzenie.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla istnienia w spdjnym grafie
niezorientowanym cyklu eulerowskiego jest, by stopien kazidego wierzcholka byl parzysty.

Dla epéjnego grafu zorientowanego warunkiem tym jest, by stopiefi wejéciowy kazdego
wierzchotka byt réwny stopniowi wyjsciowemu tego wierzchotka.

Dowéd.
Prowadzimy dowdd niezaleinie od tego, cazy rozpatrywany graf jest zorientowany, cay
nie. Dowéd okaze sie by¢ taki sam w obu przypadkach.

Przypuéémy najpierw, ze w grafie G istnieje cykl eulerowski. Popatrzmy na dowolny
wierzcholek w tym grafie. Przez ten wierzcholek przechodzi cykl eulerowski, byé
moze nawet wiele razy. Jednak za kaidym razem, gdy poruszajac si¢ wetui tego cyklu
dochodzimy do naszego wierzchotka, to zaraz musimy go opuéci¢ inna krawedzia.
Zatem liczba krawedzi, ktérymi weszliémy do tego wierzcholka jest réwna liczbie
krawedzi, ktérymi z niego wyszlismy.

Przypuéémy teraz, ze dany jest graf G spelniajacy warunek sformulowany

w twierdzeniu. Bedziemy dowodzié, se w tym grafie istnieje cykl eulerowski. Dowéd
prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe krawedzi grafu. Graf nie majacy
krawedzi i sp6jny jest jednym punktem i ma oczywidcie cykl eulerowski, mianowicie
cykl pusty. Praypuéémy teraz, je dla graféw majacych mniej krawedzi niz graf G
twierdzenie jest prawdziwe. '

Obierzmy w grafie G dowolny wierzcholek z i wezmy dowolny cykl zaczynajacy sie

i koficzacy w wierzchotku z. Taki cykl oczywidcie istnieje. Mozemy go znalesé

w nastepujacy sposéb. Bierzemy dowolna kraweds wychodzaca z z i prowadzaca,

do wierzchotka y. Jezeli y # z, to bierzemy dowolna nowa krawedZ z y do wierzcholka 2.
Jezeli z # z', to bierzemy nastepna nowa krawedz. Na mocy zalozonego

warunku, jesli wejdziemy do wierzcholka réznego od z, to musimy mieé tez droge
wyprowadzajaca nas z niego. Poniewas graf ma skoficzenie wiele krawedzi, wiec tego
postgpowania nie mozemy kontynuowad w nieskoficzonoéé. Zakoniczyé-sie ono jednak
moze dopiero po powrocie do wierzchotka z i otrzymaniu w ten sposéb szukanego cyklu.

Usuiimy z grafu wszystkie krawedzie tak wybranego cyklu C. Graf rozpadnie sie

by¢ mozie na pewna liczbe mniejszych graféw spéjnych, nazywanych sktadowymi
uzupelnienia cyklu C w grafie G. Kazdy z nich nadal speinia warunek sformulowany
w twierdzeniu. Mianowicie dla kaidego wierzchotka y usuneliSmy z grafu G tyle samo
krawedzi wchodzacych do y, co wychodzacych z y. Cykl C bowiem wchodzi do y tyle
samo razy, ile z ¥ wychodai.

Otrzymane mniejsze grafy maja zatem cykle eulerowskie. Teraz konstruujemy cykl
eulerowski w grafie G. Rozpoczynamy podré: po grafie w wierzchotku z. Poruszamy
sie wzdtuz wybranego cyklu C. W kazdym momencie, gdy dojdziemy' do ktérejs

za skladowych uzupelnienia C, przebiegamy te skladowa wzdluz istniejacego w niej
cyklu eulerowskiego, powracajac do cyklu C w tym samym miejscu. Kontynuujemy
teraz nasza podréz wzdhuz C az do napotkania nastepnej skladowej, ktérej nie
obeszliémy. Po zakoriczeniu w ten sposéb podréiy wzdhuz cyklu C, przerywanej od
czasu do czasu wycieczkami w bok, po kolejnych skladowych uzupehienia C, dojdziemy
do wierzchotka z. Z zalozenia indukcyjnego wynika, je obejdziemy wszystkie krawedzie.
kaidej skladowej uzupehienia C oraz obejdziemy sam cykl C. Zatem obejdziemy
wszystkie krawedzie grafu G, przy czym kaida dokiadnie jeden raz. W ten sposéb
twierdzenie jest udowodnione. :

Grafy, w ktérych istnieja cykle eulerowskie nazywamy grafami eulerowskimi.
Oczywiscie mozemy teraz zapytaé, w jaki sposéb znaleié cykl eulerowski w grafie
eulerowskim. Dowéd twierdzenia daje nam pewien algorytm, zdefiniowany w sposéb
rekurencyjny. Sprébujemy zapisaé ten algorytm w sposéb precyzyjny. Musimy jednak
przedtem zastanowié si¢ nad sposobem reprezentacji grafu. Jest to szczegdlnie wazne
wtedy, gdy chcemy napisaé program komputerowy znajdujacy cykl eulerowski.
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Musimy przeciez powiedzie¢ komputerowi jak wyglada graf, w kiérym ma on tego cyklu
szukaé. Przedstawienie graficzne oczywiécie nie bedzie odpowiednie dla komputera.

Na ogét grafy opisuje si¢ podajac zbiér wierzchotkéw {w przypadku graféw G,

i Go przedstawionych na rysunkach 2 i 3 jest to zbidr liter alfabetu lacifiskiego

od a do z) oraz podajac dla kazdego wierzcholka liste wierzchotkéw, do ktérych
prowadza krawedzie wychodzace z tego wierzchotka. Kolejnoéé wierzchotkéw na tych
listach jest dowolna. W przedstawionym nizej programie komputerowym grafy te
zostaly przedstawione w postaci tablicy G indeksowanej literami od a do z, w ktérej
przechowujemy stéwa skladajace sie z liter oznaczajacych wierzcholki polaczone

z danym. Tak na przykiad w przypadku grafu Gy element G['c'] tablicy G jest slowem
'bdhikz’', co oznacza, ze wierzcholek c jest polaczony krawedziami z wierzchotkami

b, d, h, ¢, k craz z. Zauwazmy, ze w przypadku grafé6w niezorientowanych ta sama
krawedZ od wierzcholka z do wierzchotka y wystepuje w tej reprezentacji dwukrotnie,
raz w slowie G[z|, drugi raz w stowie G[y]. W ponizszych programach komputerowych
tablica G jest wypelniana za pomoca procedury ZapoczatkowanieGrafu.

Programy te zawieraja réwniez pomocnicza procedure UsunKrawedz usuwajaca
z grafu G kraweds o poczatku w wierzcholtku z i koricu w wierzchotku y. Procedura
ta bedzie uzywana podczas generowania cyklu eulerowskiego w grafie G.

Sam cyk! eulerowski C jest tworzony z3 pomoca procedury CyklEuleral. Procedura
ta jest zdefiniowana rekurencyjnie i bedzie korzystala sama z siebie. Formulujemy ja
wiec w sposéb cgdlny. Procedura ta dopisuje do przebytego fragmentu cyklu C cykl
eulerowski wypelniajacy skladowa grafu G zawierajaca, wierzcholek z. Procedura ta
w programie gléwnym zostanie wywolana dla calego grafu G (ktéry jest z zalozenia
spéjny) i pustego fragmentu cyklu C. Efektem dzialania bedzie cykl eulerowski
wypeiniajacy caly graf G, rozpoczynajacy si¢ w wybranym wierzchotku. W naszym
przypadku tym wierzcholkiem bedzie a. ‘

Teraz zastané4wmy si¢ nad czynnoéciami wykonywanymi przez te procedure.
" Jeseli ekladowa zawierajaca wierzcholek z jest pusta, to oczywidcie nic nie robimy.
Przypuéémy teraz, ze skladowa zawierajaca z jest niepusta. Wtedy najpierw
znajdujemy cvkl zaczynajacy sie i koriczacy w wierzchotku z. Cykl ten zostanie
zapamietany w zmiennej Pomoc. Nastepnie wypisujemy ten cykl. W ten sposéb
bedziemy mogli lepiej przesledzi¢ dzialanie programu. Zauwazymy tez, ze jednym
z efektéw dzialania programu bedzie rozlozenie calego grafu G na sume rozlacanych
. cykl.

W trakcie tworzenia cyklu Pomoc wszystkie jego krawedzie 83 usuwane z grafu G,

co spowoduje ewentualny rozpad grafu na skladowe. Teraz przebiegamy cykl Pomoc
drugi raz. Kazda krawedZ dopisujemy do cyklu C i od razu wywolijemy procedure
"CyklEuleral dla wierzcholka koricowego tej krawedzi. Oczywiscie w tym nowym
wywolaniu procedury bedziemy mieli do czynienia ze smodyfikowanym grafem G, by¢
moze skladajacym sie z wielu rozlacznych kawalkéw. Procedura CykiEuleral dopisze
nam do cyklu C odpowiedni cykl obiegajacy skladowa, w ktérej sie znalezliémy, przed
kontynuacja naszej drogi wztuz cyklu Pomoc. Po obiegnieciu calego cyklu Pomoc
zmienna C bedzie zawierala caly cykl eulerowski dla grafu G. Wreszcie program
-wypisze dlugoéé tego cyklu i jego przebieg. Sam program komputerowy, napisany

w jezyku Pascal (w wersji Turbo-Pascal) wyglada nastepujaco:

program CykléEul era; {v grafaie niezorientowanym}

type Cykl = String[266];
ListaWierzcholkow = String[6];

Graf = array [‘a’..’z’] of ListaWierzcholkow;
var G : Graf;
C : Cykl;

procedure ZapoczatkowanieGrafu (var G : Graf);

begin G[’a’] :='befg’; G['b’']:='acgh’; G['c’]:='bdhikz’;
G[’d’] :="ceij’; G['e’l:=’adfj’; G['f°]:=’'aegj’;
G[’'g’] :="abth’; G['h’]:="begi’; G['i’]:='cdhj’;
G['j’]:="defi’; G['k’]:='clopqz’; G['1’]:=’kmqr’;
G['m’] :="1nrs’; G['n’]:="most’; G['0’]:="knpt’;
G['p’] :="koqtuv’; G['q’] :="klprvw’; G['r’] :="lmgswx’;
G['s’] :="mnrtxy’; G['t’] :="nopsuy’; G['u’] :="ptvy’;
G['v’]:="pquw’; G['w']:="qrvx’; G['x']:='rswy’;
G['y’):="stux’; G[’z’']:='ck’

end, {ZapoczatkowanieGrafu}
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procedure UsunKrawedz (var G : grat; x,y : char);
var i : integer;
Koniec : Boolean;
begin i:=0;
repeat i:=i+];
if i>Length(G[x]) then Koniec i=true
else Koniec :=(G[x] [i]=y)
until Koniec;
Delete(G[x].i,1)
end; UsunKrawedz

procedure CyklEuleral (var G : Graf; var C : Cykl; x : char);
var Pomoc : Cykl;
Poczatek,Koniec : char;
i : integer;
begin
if Length(G([x])>0 then begin
Pomoc:='’; Poczatek :=x;
repeat
Koniec:=G[Poczatek] (1];
UsunK:1 " edz{G,Poczatek,Xoniec);
UsunKrawedz(G,Koniec,Pcczatek) ;
Pomoc:=Pomoc+Konniec;
Poczatek :=Kuniec
until (Koniec=x);
writeln(x,’:’,Pomoc);
for i:=1 to Length(Pomoc) do begin
C:=C+Pomoc[i];
CyklEulerai(C,C,Pomoc[i]’
end {for}
end; {if} A
end; {CyklEuleral}
begin {rrogram}
ClrScr;
ZapcczatkowanieCGrafu(G);

c:="";
CrklEulerai(G.C,’a’);
writeln® wri%eln{Leagth(C)); writeln('a:’,C)

end.

Efektem dzialania tego programu bedzie nastepujacy wydruk:

a:bcdea

b:gafejdichb

g:fjihg

c:klmnokpotnsmriqkzc

p:qrstp

q:vputysxrwy
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Zauwaismy rozklad grafu na cykle. Pierwszych siedem wierszy pocaje nzm. e cykle.
Kazdy 7 nich jeet zapisany w postaci: najpierw wierachoiek porzatkowy, a potem po
dwukropku kelejne wierzcholki, przez kiére proechodzimy w tvm cyklu Dalej mawmy
dlugodé cyklu i jego priebieg zapisany w tak: sain spcsdb, jak powyisi zapisalidmy
poszczegolne cykle. Teraz mozemy przeéledzid dsialanie programu. Najpierw zostat
znaleziony cykl wychodrasy z wierzchotka 2 i przechodzacy pirsez wierzcholk; bedea.
Usunelismy ten cykl z grafu (patrz rvsunek 4) i rozpoczelisray pedréiowanie wzdhiz
niego. W wierzchotky b (dopisanym de pusiego na voczatku cykla C) od razn
natknelismy si¢ na iiiepusta skladowa i zaczelismy jc. przebiegaé. Cykl a : bedea rostal
zapamictany (kcmpater robi to antoratyesnia) i peocedura CykiEuleral zaczeia
poszukiwania nowego cyklu. Zostal znalesiony cyk! b : gafejdichb. Usuneiismy go
(patrz rysunek 5), a nasigpaie zaczelismy go przetiegad. Jednak znow iuz w pierwazym
kroki (cdpowiedni wierzcholek, tyin razero g) znalezlisiuy niepusts skladows i cyk!
g: fithg. ZaczeliSmy wiec przebiegaé ten cykl, ocsywidcie po uprzednim nsuniecin

g0 z grafu. Teraz okazalo sig, Ze przebiegniemy go w calodci nie napotykajac na nows
niepuste skladowe Caly ten cyki bedzie wiec dopisany de cyklu . kidrege poczatek
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wyglada zatem nastepujace: a : bgfjihg. Teras kontynuujemy drogg wzluz
zapamietanego drugiego cyklu. Znéw przekonamy sie, e nie natkniery si¢ na zaden
wierzcholek naleiacy do nowej niepustej skladowej do momentu, gdy znajdziemy si¢ w
wierzchotku ¢. Po dopisaniu przebytej drogi do cyklu C otrzymamy a : bgfithga fejdic
i znéw zaczniemy poszukiwania nowege cyklu. I tak dalej...

W definicji procedury CyklEuieral musimy pamietaé o tym, ze kaida krawed4
wystepuje w grafie dwukrotnie i usuwaé trzeba obydwie. W podobny sposéb mozemy
zdefiniowad procedure CyklEulera2 tworzaca cykl eulerowski w grafie zorientowanym.
Bedzie ona krétsza o jedna linijke: tym razem kaida krawedZ wystarczy usunaé tylko
jeden raz.

Tak zdefiniowana procedure wykorzystamy w programie komputerowym wypisujacym
cyvkl eulerowski w grafie G2 z rysunku 3. Oczywiécie zmiany wymaga teraz tez
procedura zapo\czatkowuja;ca graf. Kazdy wierzcholek ma tym razem mniej krawedzi
niz w poprzednim przypadku.

Program komputerowy, napisany réwniei w Turbo-Pascalu wyglada tym razem
nastgpujaco:
program CykleEulera; w grafie zorientowanym
type Cykl = String[2565] ;
ListaWierzcholkow = String[68];
Graf = array ['a’..’z’] of ListaWierzcholkow;
var G : Graf;
C : Cykl;
procedure ZapoczatkowanieGrafu (var G : Graf);,
begin G[’'a’]l:='bf’; G['b’]:="gh’; G[’c’]:="bhk’;
G{'d’]:="ci’; G[’e’]:=’ad’; G['f’']:="ej’;:
G[.s.] c='af’ ; G[.h.] . .si. ; G['i’] :r-'cj :;

G[’i*]:="de’; G['k’]:="1pz’; G[’'1’']:="qr’;
G['m*}:="1r'; G['n’]:='ms’; G['0’]:="kn’;
G[’'p’l:="otv’; G[’'q’]:="kpw’; G[’'r’] :="qsw’;
G['s'j:="mtx’; G['t’):="nou’; G['u'] :="py’;

G['v']:="qu’; G['w']:="vx’; G['x’']:="ry’;
G['y’l:="st’; G['z']:="¢c’
end; {ZapcczatkowanieGrafu}
procedure UsunKrawedz (var G : graf; x,y : char);
var i : integer;
Koniec : Boolean;
begin i:=0;
repeat i:=i+1;
if i>Length(G([x]) then Koniec:=true
else Koniec:=(G[x] [i]=§)
until Koniec;
Delete(G{x],i,1)
end; {UsunKrawedz}

procedure CyklEulera2 (var G : Graf; var C : Cykl; x * char);
var Pomoc : Cyki;
Poczatek,Koniec : char;
i : integer;’
begin
i? Length(G[x])>0 then begin
Pomoc:="'"'; Poczatek :=x;
repeat
Koniec:=G[Poczatek] [1];
UsunKrawedz(G,Poczatek,Koniec) ;
Pomoc :=Pomoc+Koniec;
Poczatek :=Koniec
until (Koniec=x);
writein(x,’:’,Pomoc);
for i:=1 to Length(Pomoc) do begin
C:=C+Pomoc[i] ;
CyklEulera2(G,C.Pomoc[i])
end {for}
end; {if}
end; {CyklEvlera2}
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Rys. 7

—

3
®

begin {progrsm}

ClrSer;

ZapoczatkowanieGrafu(G) ;

C:iest?

CyklFulera2(G,C,’'a’);

writela; writeln{Length(C)); writeln('a:’,C)
end.

Efektern dzialania bedzie ‘ym razem nasterujacy rozklad graiu na rozlacane cykie :
ostateczny cykl eulerowski

a:bga

b:bgfeafjdcb

h:ich

ijedi

c:klgknokze
lirqptnml

rismr

s:tons
t:upvqwvuysxrwxyt
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Przeanalizowarie dzialania programu pozostawie tym: razem Czytelnikowi. Zajmiemy
eig natcmiast zastocowaniem graféw eulerowskich do problemu istnienia ciagdw
de Bruijna.

3. Grafy eulerowskie i ciagi de Bruijna
Chremy skerstrnowad ciag de Bruijna, ktérego wyrazy sa dowolnymi spodréd m
syw'mli ¥ sk, de kaidy ciag dugoéci n wystapi w tym ciagu de Bruijna dokiadnie

jeden raz. Fedziemy tworzyli ciag cykliczny. Zalozymy, je naszymi symbolami sg liczby
naturalne <2 0do m — 1.

... {((m-1a,a N Utworzymy graf, ktérego wierzchotkami sa wszystkie
2 1U2 2) . 2 . . A
ciagi dlugosci n — 1 o wyrazach ze zbioru {0,...,m —1}.

Takich wierzchotkéw jest wiec m™~!. Kaidy wierzcholek
bedzie poczatkiem m krawedzi, numerowanych liczbami
od 0 do m — 1. KrawedZ o numerze ¢ wychodzaca

z wierzchotka a,az ...a,—; prowadzi de wierzcholtka
az...an-11. Przejécie tej krawedzi bedziemy traktowad

jak dopisanie liczby ¢ do ciagu, ktérego ostatnimi n — 1
1 \ 1 wyrazami sa liczby a1, a2, ..., an—1. Zauwaiamy
e : nastepnie, e kazdy wierzcholek jest tei koticem dokladnie
S . m krawedzi. Wierzcholek a1az2...a,— jest koficem
@2 R © PO (m@ krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw 0aia3...an—2,
laiaz...an-2, ..., (m —1)a1a2...a,—2. Wazystkie te

krawedzie sa numerowane liczba an—1 (por. rysunek 6).
Tak skonstruowany graf, nazywany dalej grafem de Bruijna, speinia wiec warunek
sformulowany w twierdzeniu Eulera. Kazdy wierzcholek ma bowiem etopien wejsciowy
i stopiefi wyjéciowy réwny m. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze wszystkich krawedzi jest
w tym grafie dokladnie m™ oraz Ze numery krawedzi dowolnego cyklu eulerowskiego
tworza ciag de Bruijna.

Na rysunkach 7 i 8 mozemy obejrzeé grafy de Bruijna skonstruowane dla ciagéw
de Bruijna dla m=2 oraz odpowiednio n=3 (czyli dla yamdtardjabhénasalagim) i n=4.

A

1
N\
0 3 0
i

0
@
0
Rys. 8 1oa - 0

S/
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Znamy wiec juz rozwiazanie prokblemu istnienia ciagéw de Briijna dla dowolnych m

i n. Znamy tez jeden algorytm otrzymywania takich ciagéw. Mianowicie tworzymy
odpowiedni graf de Bruijna i nastepnie stosujemy znany juz algorytm do otrzymania
cyklu enlerowskiego, czyli tym samym do otrzymania ciagu de Bruijna. Niestety,
algorytm ten jest bardzo nieefektywny. Wymaga on bowicm nie tylkc zapisania

w pamieci komputera calego grafu, ktéry juz dla niezbyt duiych m i » ma bardzo wiele
wierzchotkéw, ale réwniez zapamietania tworzonych w czasie dzialania algorytmu cykli
pomocriczych. Bardzo szybke moze nastapié wiec przepeinienie pamieci komputera

i dzialanie programu zostanie przerwane.

Bedziemy zatem w dalszym ciagu zajmowac sie poszukiwaniem algorytméw bardziej
efektywnych.

4. Rozgalezienia

Kaidy graf ma na ogél wiele réinych reprezentacji, rézniacych si¢ porzadkiem krawedzi
wychodzacych z wierzchotkéw. W powyiszych programach grafy zapoczatkowywalismy
tak, by dla kaidego wierzchotka lista wierzchotkéw, do ktérych z niego prowadza
krawedzie byla uporzadkowana alfabetycznie. Okazuje sie, e zmiana kolejnosci tych
wierzchotkéw moze prowadzié do reprezentacji, dla ktérej bardze latwo podaé algorytm
znajdowania cyklu eulerowskiegc. Do opisu takich reprezentacji grafu shia tzw.
rozgatezienia. Opiszemy je tylko dla graféw zorientowanych.

Dla danego él'afu zorientowanego G rozgalezieniem ¢ korzeniu ¢ nazwiemy taki graf
zorientowany R, ktéry zawiera wszystkie wierzchotki grafu G, ktérego krawedzie sa
krawedziami grafu G (czyli R jest podgrafem grafu G) oraz taki, ze:

- 2z kazdego wierzcholka grafu R, réznego od a wychodzi dokladnie jedna krawedz, pray
czym prowadzi ona do wierzchotka réznego od a,

- do kazdego wierzchotka moze prowadzi¢ dowolnie wiele krawedazi,

- z wierzcholka a nie wychodsi zadna krawed? lub wychodzi tylko petla do samege a.

Majac dany graf G bardzo latwo znajdujemy pewne jego rozgalezienie. Na poczatku

do rozgalezienia R zaliczamy wierzcholek a i ewentualna petle z a do a. Nastepnie
wielokrotnie przeszukujemy graf G za kaidym razem dotaczajac do grafu R

jeden nowy wierzcholek i jedna kraweds. Dolaczamy mianowicie pierwszy

znaleziony wierzcholek, ktéry nie zostal jeszcze zaliczony do R i 2 ktérego prowadz:
przynajmniej jedna krawedz do pewnego wierzchotka juz znajdujacego sie w grafie R.
To postepowanie kodczymy po dolaczeniu wszystkich wierzchotkéw grafu G do grafu R.
W zamieszczonym dalej programie komputerowym ten algorytm jest zrealizowany

w procedurze Rozgaleziente.

Majac dane rozgalezienie R grafu G dokonujemy zmiany reprezentacji G. Mianowicie
dla kazdego wierzcholka z grafu G, z wyjatkiem byé moze korzenia a, zamieniamy
porzadek listy ,nastepnikéw” tego wierzchotka w taki sposéb, by na korcu listy znalast
sie wierzcholek, do ktérego w rozgalezieniu R prowadzi krawedZ wychodzaca z z.

Taka reprezentacje grafu G nazwiemy reprezentacja eulerowska. Oczywiscie algorytm
przejscia od dowolnej reprezentacji.do reprezentacji eulerowskiej jest trywialny, o ile
jest dane rozgalezienie R grafu G. Ten algorytm jest w podanym dalej programie
komputerowym zrealizowany w procedurze ReprezentacjaEulerowska.

Przypudémy teraz, e dany jest graf G wraz ze swoja reprezentacja eulerowsksa dana
przez rozgalezienie R o korzeniu a. Opiszemy algorytm przechodzenia krawedzi
tego grafu. Zaczynamy od korzenia rozgalezienia. W kazdym momencie, bedac

w dowolnym wierzcholku z grafu G wybieramy krawedé prowadzaca do wierzchotka
bedacego na pierwszym miejscu na liscie wierzchotkéw potaczonych krawedsia

z wierzchotkiem z. Przebyta krawedz usuwamy z grafu G. Zauwaiamy, ze kraweds
wychodzaca z wierzchotka z w rozgalezieniu R jest przechodzona w ostatniej kolejnosci;
dopéki z wierzchotka z wychodza inne krawedzie, wybieramy najpierw jedna z nich.
Kolejnos¢ przechodzenia krawedzi wychodzacych z dowolnego wierzcholka jest wiec
dowolna, z tym, Ze krawed? nalesaca do rozgaleszienia R jest przebywana na koficu.
Przechodzenie grafu koficzymy wtedy, gdy dojdziemy do wierzchotka, z ktérego nie
wychodzi juz zadna krawedZ. Okase sie, ze jest nim korzei rozgalezienia.

Czytelnik z latwodcia zauwasy, ze powyiszy algorytin przechodzenia grafu
eulerowskiego wykorzystujacy jego reprezentacje eulerowska daje w wyniku cykl
eulerowski. Dowéd jest oparty na nastepujacych kilku spostrzezeniach. Po pierwsze,
cykl rozpoczynajacy sie w korzeniu a musi zakoniczy¢ sie tei w tym korzeniu.
Wynika to stad, ze do kazdego wierzchotka wchodzi tyle samo krawedzi, ile wychodai
z niego. Po drugie, jeéli jakas krawed# grafu G nie zostala przebyta, to réwniei nie
zostala przebyta pewna krawed? rozgalezienia R. Mianowicie krawedZ nalez 3 do
rozgalesienia przechodzimy na koncu. Po trzecie, jesli nie zostala przebyta kraweds
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rozgalezienia dochodzaca do wierzchotka z, to réwniez nie gostala przebyta kraweds
rozgalezienia wychodzaca z z, o ile oczywidcie z nie jest korzeniem rozgalesienia.
Wynika-to stad, Ze jesli nie zostala przebyta pewna galaz dochodzaca do wierzcholka z,
to réwniei nie moze byé przebyta pewna galaz wychodzaca z z, a zatem i galaé
nalezaca do rozgalezienia. Wreszcie, po czwarte, wynika stad, ze nie zostala przebyta
pewna galai wychodzaca z korzenia. Oznacza to jednak, e mozemy kontynuowad
nasza wedréwke po grafie, co przeczy temu, ze nasz algorytm zakofczy! dzialanie.

W poniiszym programie opisany wyzej algorytm przechodzenia grafu jest srealizowany
w procedurze CyklEulera3. A oto sam program komputerowy:
program CykleEulera; {w grafie zorientowanym}
type Cykl = String[266] ;
ListaWierzcholkow = String[6];
Graf = array ['a’..’z’] of ListaWierzcholkow;
var G,H,R : Graf;
C : Cykl;
procedure ZapoczatkowanieGrafu (var G : Graf);
begin G[’a’]:='bf’'; G[’b’']:="gh’; G[’c’]:='bhk’;
G[’d’']:="ci’; G['e’']:='ad’; G['f’']:="ej’;
G['g']l:="af’; G['h'):="gi’; G['i’]:="cj’;
G[*j’):="de’; G['k’):="1pz’; G['1']:="qr’;
G['m’]:="1r’; G['n’l:='ms’; G['0’']:="kn’;
G['p']l:="otv’; G['q']:="kpw’; G['r’] :="qaw’;
+»G[*8’] :="mtx’; G[’t']:="nou’; G['u’] :="py’;
G('v']:="qu’; G['w']l:="wvx’; G['x']:='ry’;
G['y']:="st’; G['z']:="c’
end; {ZapoczatkowanieGrafu}
procedure WypiszGrafy (G,R;H : Graf);
var x : char;
begin
for x:='a’ to 'z’ do
writeln(x,’:’ ,G[x]:8,R[x]:8,H[x]:8)
end; {WypiszGraf}

procedure UsunKrawedz (var G : graf; x,y : char);
var i : integer;
Stop : Boolean;
begin i:=0;
repeat i:=i+1;
"if i>Length(G[x]) then Stop:=true
else Stop:=(G[x] [1]=y)
until Stop;
Delete(G[x],i,1)
end; UsunKrawedz

procedure Rozgalezienie (G : Graf; var R : Graf);
var Dclaczony,Stop : Boolean;
X,y : char;
i : integer;
begin for x:="b’ to 'z’ do R[x]:=""; R[’a’]):="a’;
repeat Stop:=true; x:='a’;
repeat x:=succ(x);
Dolaczony:=false;
if Length(R [x])=0 then begin
Stop:=false; i:=0;
repeat i:=i+1;
y:=G[x][i]
until (i=Length(G[x])) or (Length(R[y])=1);
if Length(R[y])=1 then begin
Dolaczony:=true;

R[x] :=y
end {if}
end {if}
until Dolaczony or (x='z")

until Stop
end; {Rozgalezienie}
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procedure ReprezentacjaEulerowska (var G,R,H : Graf);

var x : char; .
begin H:=G;

for x:='b’ to 'z’ do begin

UsunKrawedz (H,x,R[x]);

- H[x] :=H[x]+R[x]

end {for}
end; {ReprezentacjaEulerowska}

procedure CyklEulera3 (var G : Graf; var C : Cykl; x : char);
var Poczatek,Koniec : char;
begin C:="'; Poczatek :=x;
repeat
Koniec :=G[Poczatek] [1];
UsunKrawedz (G,Poczatek,Koniec) ;
C:=C+Koniec;
Poczat ek:=Koniec
until (Koniec=x) and (Length(G[x])=0)
end; {CyklEulera3}

begin {program}
ClrScr;
ZapoczatkowanieGrafu(G) ;
Rozgalezienie(G,R);
ReprezentacjaEulerowska(G,R,H);
WypiszGrafy(G,R,H);
CyklEulera3(H,C,'a’);
writeln; writeln(Length(C)); writeln(’a:’,C)
end.

Powyiszy program tworzy reprezentacje eulerowska znanego jui nam grafu Ga,
nastepnie wypisuje graf G, utworzone rozgalezienie R orag srobiona 2 jego pomoca
reprezentacje eulerowska. Na koficu wypisuje dlugoéé cyklu eulerowskiego i jego
przebieg. Wynik dzialania tego programu jest nastepujacy:

a: bf a bf
b: gh g hg
c: bhk b hkb
d: ci c ic
e: ad a da
f: ej e je
g af a fa
h: gi s ig
i: cj c jc
j: de d ed
k: lpz 2 lpz
l: qr q rq
m: Ir 1 rl
n: ms m sm
o: kn k nk
P: otv o tvo
q: kpw k pwk
r: qQsw q swq
8: mtx m txm
t: nou n oun
u: PY P ypP
v: qu q uq
w: vx v XV
x: ry r yr
y: st 8 ts
z: c c c
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W pierwszej kolumnie sg wypisane wierzcholki grafu G, w drugiej znana juz
nam reprezentacja tego grafu, w trzeciej reprezentacja rozgalezienia i w czwartej
reprezentacja eulerowska grafu G;. Zauwazmy tez, ze oirzymaliémy inny cykl
eulerowski niz za pomoca programu poprzedniego.
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Metoda generowania cykli eulerowskich oparta na pojeciu rozgalezienia moie by¢é
‘latwo wykorzystana do generowania ciagéw de Bruijna. Mianowicie zauwazamy,

ie w opisanym poprzednio grafie de Bruijna bardzo latwo moiemy wskazaé pewne
rozgalezienie. Wystarczy bowiem zauwaiyé, e wszystkie krawedzie numerowane
liczba 0 tworza rozgalezienie, w ktérym korzeri jest polaczony petla ze soba samym.
Otrzymujemy zatem bardzo prosty algorytm generowania ciagéw de Bruijna.
Rozpoczynamy od ciagu n — 1 zer. Nastepnie w kazdym momencie patrzymy

na ostatnie n — 1 wyrazéw otrzymanego ciagu i dopisujemy najwieksza moiliwa
liczbe, ktérej jeszcze do tego ciagu nie dopisywalismy. Postepowanie to koficzymy,
gdy powrdcimy do ciagu n — 1 zer i bedziemy musieli dopisaé réwniez zero.

W praktyce ten algorytm moiemy zrealizowaé w taki sposéb, e dla kaidego

(n —1)-wyrazowego ciagu zapamietujemy najwieksza liczbe, ktéra wolno nam
dopisaé. Oczywiécie na poczatku wszystkie te liczby beda réwne m — 1. Nastepnie
rozpoczynamy przechodzenie grafu de Bruijna w korzeniu roszgaleszienia, csyli

w ciagu n — 1 zer. Za kaidym razem bedac w kolejnym wierzcholku grafu patrzymy
na odpowiadajaca temu wierzchotkowi liczbe, wypisujemy ja i zmniejssamy ja o 1.
Postgpowanie to koficzymy wtedy, gdy liczba odpowiadajaca ciagowi n — 1 zer
bedzie —1, co oznacza, ze za tym ciagiem juz dopisaliémy zero. Algorytm ten jest
zrealizowany w nastgpujacym programie komputerowym:

program CiagiDeB ruijnn;

const m = 3;

mi =2; m-1
type Symbole = -1..mi;

Graf = array [0..m1,0..m1,0..m1] of Symbole;
var G : Graf;

procedure ZapoczatkowanieGrafu (var G : Graf);
var i,j,.k : Symbole;
begin
for i:=0 to m1 do
for j:=0 to m1 do
for k:=0 to mi do
G[i,j.k]:=m1
end; ZapoczatkowanieGrafu

procedure deBrui jn (G : Graf);
var c1,c2,c3,c,. Symbole;

begin
c1:=0; ¢2:=0; ¢3:=0;
repeat

c:=G[c1,c2,c3]; write(c);
G[c1,c2,¢3] :=c-1;
cl:=c2; c2:=c3; c3:=c
until (G[0,0,0]=-1)
end; {deBruijn}

begin {program}
ClrScr;
"ZapoczatkowanieGrafu(G) ;
deBrui jn(G)
end.

Efektem dzialania tego programu bedsie ciag de Bruijna dla m = 3 oraz n = 4. Ten
81-cyfrowy ciag wyglada nastepujaco:

222212220221122102201220021212021112110210121002020112010200120001111011001010000.

5. Algorytmy oszczedzajace pamieé

Opisany powyiej algorytm generowania ciagéw de Bruijna wymaga tez bardzo
duzej pamieci komputera. Mianowicie musimy zapamietaé najwieksza mozliwg
do dopisania liczbe dla kazdego ciagu (n — 1)-elementowego. Wymaga to
zatem zapamigtania co najmniej m"~! liczb naturalnych. Pamigé potrzebna
do zrealizowania tego algorytmu roénie wiec wykladniczo wraz ze wzrostem n.
Powstaje naturalne pytanie, czy istnieje algorytm generujacy ciagi de Bruijna
wymagajacy mniej pamieci.
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Jeden taki algorytm zostal podany przez A. Ralstona. Jest oa sbyt skomplikowany, by
go tu praytoczyé w caloéci, zadowolimy sie tylko szkicem jego dzialania i obejrsymy
jego dsialanie na jednym wybranym przykiadzie. Algorytm ten przedstawia si¢ mniej
wiecej nastepujaco:

1. Wypisz pojedyncza, liczbe m — 1.

2. Dopisz m — 1 ciagéw n-elementowych poczawszy od ciagu m —1,m — 1,...,

m-1lm—-2aidom—-1,m—-1,...,m—1,0.
3. Dopisz (m — 1)? ciagéw n—elementowych poczawszy od cxa,gum—l,m—l,.. ;
m-1lm-2,m—-2aidom—-1,m-1,...,m-1,0,0.

4. Kontynuuj dopisujac kolejne ciagi n-elementowe majace coraz mniej rosmaicie
rozmieszczonych liczb m — 1.

5. Nastepnie dopisz ciag de Bruijna skonstruowany wedlug tego samego algorytmu dla
m — 1 i tego samego n.

Punkt 5 tego algorytmu pokazuje, ze jego definicja jest rekurencyjna. Nalesy wiec
wiedsie¢, co zrobi¢ dla m = 1. Otéi oczywiste jest, ie wtedy mamy po prostu wypisac
n zer.

W powyiszym opisie niejasny jest punkt 4. Wymaga oh dokiadnego sprecyzowania,

co wlaénie stanowi zasadnicza trudnoéé. W tym punkcie tez uwidoczni sig réinica
pomiedsy sformulowaniem algorytmu dla liczb n bedacych licsbami pierwssymi i dla
licsb n bedacych licsbami sloionymi. Algorytm ten dla licsb pierwssych n jest snacsnie
prostssy. Teraz przeéledzimy dzialanie algorytmu dla m = 3 (tzn. symboli 0, 1 i 2)

oraz n = 5.

1. Wypisujemy liczbe 2.

2. Dopisujemy 2 ciagi 5-elementowe: 22221 22220.

3. Dopisujemy 4 ciagi 5-elementowe: 22211 22210 22201 22200.

4. Dopisujemy dalsze ciagi 5-elementowe zawierajace mniej inaczej rozmieszczonych

dwéjek:
a. 3 dwéjki ,oddzielnie”: 22121 22120 22021 22020,
b. 2 dwéjki ,razem”: 22111 22110 22101 22100

22011 22010 22001 22000,
c. 2 dwéjki ,oddsielnie™: 21211 21210 21201 21200
20211 20210 20201 20200,
d. 1 dwéjka: 21111 21110 21101 21100
21011 21010 21001 21000
20111 20110 20101 20100
20011 20010 20001 20000.

5. Dopisujemy ciag de Bruijna dla m = 2 i n = 5 utworzony w analogicsny sposéb.

Dalsze szczegély tego algorytmu pominiemy. Zachecam zainteresowanych Czytelnikéw
do samodszielnego opracowania szczeg6léw tego algorytmu. Warto natomiast wiedsiec,
ie algorytm ten nie wymaga tak wielkiej pamieci jak wszystkie algorytmy opisane
poprzednio.
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