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Powszechnie wiadomo, Ze geometriz w punkcie wyjécia swych badah prayimuje

jako dane zaréwno pojecie przestrzeni, jak i pewne pojecia pierwsze, podstawowe

dla konstrukcji w przestrzeni. Podaje ona dla tych pojeé definicje wylacznie nominalne,
podczas gdy ich istotne wiasnodci sa ujete w formie aksjomatéw. Wzajemny stosunek
tych zalozen pozostaje w ciemnodéci; nie bada sie, czy zwiagzek jest konieczny, jak
gleboko on siega, ani — a priori — czy jest on mozliwy.

Niejagnodci te nie zostaly usuniete ani przez matematykéw, poczynajac od Euklidesa
a na Legendre — by wymieni¢ najstynniejszego z ostatnio dzialajacych badaczy
geometrii — skoficzywszy, ani przez tych filozoféw, kiérzy tymi problemami sie
zajmowali. Uzasadnieniem takiego stanu rzeczy méglby byé zapewne fakt nie
opracowania ogdlnego pojecia wielokrotnie rozciagle] wielkodci, ktére to pojecie
obejmuje réwnies wielkodci przestrzenne. Postawilem sobie przeto zadanie
skonstruowania pojecia wielokrotnie rozciaglej wielkosci, prayimujac w punkcie wyidcia
ogblne pojecie wielkodci. Stad wyniknie stwierdzenie, se w wielokrotnie rozciaglej
wielkodci mozliwe 83 réine stosunki miarowe, oraz e przestrzeh jest tylko szczegélnym
przypadkiem trzykroinie rozciagle] wielkodci. Z tego stwierdzenia wynika jednak
wniosek, ze twierdzed geometrii nie moina wyprowadzié z ogélnego pojecia wieikosci,
lecz Ze te wilasnodci, ktdre odrézniaja ja od innych znanych, traykrotnie rozciaglych
wielkodci, moga by¢ zaczerpniete tylko z dodwiadczenia. Pojawia sie zatem zadanie
odszukania najprostszych fakiéw, na podstawie ktérych mozna okreéli¢ stosunki
miarowe przestrzeni — zé.da.nie, ktére z natury rzeczy nie jest jednoznaczne, poniewai
mo#na podaé wiele systemoéw najprostszych faktéw, na podstawie ktérych moznaby
to uczynié; najwazniejszym z nich, ze wugledu na obecny cel, jest system, ktéry zostal
przyjety za podstawe przez Euklidesa. Te fakty, jak wszystkie fakty, nie sa konieczne;
83 one hipotezami, ktérym przystuguje jedynie pewnosé empiryvczna. Mogna badaé
ich prawdopodobiefistwo, kiére wprawdzie w granicach cbserwacji jest bardzo dusze

i nastepnie wydawad sad o dopuszczalnoéci ich rozszerzenia poza granice obserwacii,
zaréwno w strone niemierzalnie wielkiego, jak i w strone niemierzainie malego.

I. Pojecie m-krotnie rozciaglej wielkosdci

Przystepujac do pilerwszego z zapowiedzianych zadaf, to znacsy do konebrukcil nojecia
wielokrotnie rozciagle] wielkodci, wierze, te moge mieé prawo do pobiazliwej oceny,
poniewaz nie jestem wprawny w pracy typu filozoficznego, kidrej irudnodé skupia aie
raczej w sferze pojeé, niz w ich konetrukeji. Poza tym nie dysponowsalem zadnymi
wczesniejszymi pracami, ktére by dotvezyly tematu, poza kilkoma bardzo krétkini
wzmiankami, ktére Pan Tajny Radca Gauss uczynit w swej drugiej rozprawie o resscie
dwukwadratowej, zamieszczone] w Géifingenschen gelehrien Anzeigen, oras w swej

pracy jubileuszowej, a takze poza niekidrymi filozoficznymi badaniami Herbarta.
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Utworzenie pojgcia wielkosct jest mozliwe tylko wtedy, gdy istnieje ogélne pojecie
dopuszczajace réine sposoby oznaczenia. Te sposoby oznaczenia, w zaleinoéci od tego,
czy pomiedzy nimi istnieje ciagle przciécie od jednego do drugiego, c#y nie, tworza
ciagla lub dyskretna rozmaitodé. W pierwszym przypadku poszczegdine aposoby
oznaczenia nazywajs si¢ punktami, w drugim - elementami danej rozmaitodci. Pojecia,
w ktérych sposoby oznaczenia tworza dyskretna rozmaitodé, spotyka sie tak czesto,

%e dla dowolnych przedmiotéw — przynajmniej w bardziej rozwinietych jezykach —
mozna znaleié pojecie, w ktérym bylyby one zawarte (i dlatego matematycy w trakcie
rozwijania nauki o wielkosciach dyskretnych mogliby zakladaé jednorodnosé danych
rzeczy). Przeciwnie, sposcbnodé do tworzenia pojeé, kiérych sposoby oznaczenia
tworzylyby ciagla rozmaitodé, w zyciu codziennym zdarza sie tak rzadko, %e miejsca
przedmiotéw zmystowych | barwy sa chyba jedynymi prc.tymi pojeciami, ktérych
sposoby oznaczenia tworza wielokrotnie rozciagla rozmaitodé. Dopiero na terenie
matematyki wyzsze] czedcie] napotyka sie okazje do utworzenia takich pojeé.
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Chodzi po prostu o liczbe.

Oddzielne czedci rozmaitodci, wyréznione za pomoca, jakiej$ cechy lub granicy,
nazywaja sie wielkosciami. Pod wzgledem ilo§ciowym mozna je poréwnywac przez
liczerie — w przypadka rozmaitosci dyskretnych, lub przez pomiar — w przypadku
rozmaitodci ciaglych. Mierzenie polega na przykladaniu do siebie mierzonych wielkoéci
i wymaga ono istnienia jakiego$ érodka lub sposobu umozliwiajacego przeniesienie
jednej wielkosci, prayjetej za jednostke, do innej. Jesli taki sposéb nie istnieje, to
dwie wielkodci mozna ze soba poréwnywal tylko wtedy, gdy jedna z nich jest czeécia
drugiej i w tym przypadku mozna jedynie stwierdzi¢, ktéra z nich jest wigksza

lub mniejsza, pytania za$ ilociowe musza pozostaé bez odpowiedzi. Badania,

ktére moina w tym przypadku przeprowadzi¢, tworza jakaé ogdlna czeé nauki

o wielkosciach, niezaleina od okreslefi miary, gdzie nie przyjmuje sie, ze wielkodci
istnieja niezaleznie od polozenia i s3 wyrasalne za pomoca jednostki, lecz uwaga

gie je raczej za obszary w jakiejé rozmaitoéci. Takie badania staly sie koniecznymi

w pewnych dzialach matematyki, na przykiad w teorii wielowartosciowych funkcji
analitycznych. Niedostateczny rozwéj tych badan stal sie chyba giéwna przyczyna, dla
ktérej stynne twierdzenie Abela i osiagniecia Lagrange’a, Pfaffa i Jacobiego tak dlugo
pozostawaly bezowocne na terenie ogélnej teorii réwnai rézniczkowych. Dla naszego
obecnego celu wystarcza, by z tej ogélnej czeéci nauki o rozciaglych wielkosciach,
gdzie nie czyni si¢ zadnych zalozen, ktére nie zawieralyby sie w samym pojeciu tychse
wielkosci, wydzielié dwa punkty, z ktérych pierwszy dotyczy skonstruowania pojgcia
wielokrotnie rozciaglej wielkodci, drugi zaé sprowadzenia okredlen poloienia w danej
rozmaitodci do okresleri ilosciowych, co uwyrazni te cechy rozmaitosci, ktére sa istotne
dla n-krotnej rozciaglosci.
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Zalézmy, e pewnemu pojeciu odpowiada zbiér sposobbéw oznaczefi tworzacych
rozmaitoéé ciagla, przy czym od jednego sposobu oznaczenia do innego mozna
przejéé na jeden, okredlony sposéb. Wéwczas wszystkie sposoby oznaczenia, przez

" ktére przechodzi sie, tworza jednokrotnie rozciagla rozmaitosé, ktérej istotna cecha

jest to, de z kaidego jej punktu mozna wyjsé tylko w dwéch kierunkach; do przodu

i do tylu. Wyobrazmy sobie dalej, ze taka rozmaitodé przechodzi w inna, calkiem
rézna i to znéw w jeden, okreslony sposéb, to znaczy, se kaidy jej punkt przechodzi
‘w okredlony punkt tej drugiej. Wéwczas wszystkie sprsoby oznaczenia, przez

ktére przechodzi sie, tworza dwukrotnie rozciagla rozmaitosé. W podobny sposéb
otrzymujemy trzykrotnie rozciagla rozmaitoéé, gdy wyobrazimy sobie, e dwukrotnie
rozciagla rozmaitoéé przechodzi w okreslony sposéb w inna. Latwo domysli¢ sie, w jaki
sposéb mozna te konstrukcje poprowadzi¢ dalej. Jesli, zamiast uwaiaé dane pojgcie
za dopuszczajace réine oznaczenia, rozwasalibysmy jego przedmiot jako zmienny, to
powyisza konstrukcja moglaby zostaé okreslana jako skiadanie zmiennoécion +1
wymiarach ze zmiennoéci 0. n wymiarach ze zmiennoscia o jednym wyiniarze.
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Pokaze obecnie, w jaki sposéb ~ na odwrét — mozna rozlozyé zmiennosé w danej
dziedzinie na zmiennoéé o wymiarze jeden i zmiennoéé o mniejszym wymiarze.

W tym celu wyobraZzmy scbie pewien zmieniajacy sie punkt na pewnej rozmaitodci
wymiaru jeden (przy czym punktowi temu przyporzadkownjemy wynik pomiaru od
pewnego poczatkowego punktu rozmaitoéci tak, Ze poszczegdlne wyniki pomiaru

sa, ze soba, poréwnywalne), kiéry. przebiega w spoadb ciagly wszystkie punkty tej
rozmaitodci. Innymi slowy, przyjmijmy, ze na danej rozmaitodci okreslona jest pewna
ciagla funkcja miejsca, ktéra nie jest stala wzdluz pewnej czedci tej rozmaitosci.
Kazdy zbiér punktéw, w ktérym funkcja ma jakad stala wartodé, tworzy wéwczas
rozmaitodé o wymiarze mniejszym niz wymiar danej rozmaitodci. Przy zmianie tych
wartodci odpowiadajace im rozmaitodci przechodza w siebie sposéb ciagly. Moina
zatem przyjaé, ie z jednej z nich otrzymujemy wszystkie pozostale 1 to w ten sposdb,
ze kaidy punkt jednej z nich przechodzi w okreslony punkt innej. Sytuacje wyjatkowe,
mimo iz ich zbadanie jest wazne, mozna w tym momencie pozostawi¢ bez oméwienia.
Okreélenie polozenia w danej rozmaitodci zostaje sprowadzone w opisany powyzej
sposdb do podania jakiego$ oznaczenia wielkodciowego i okredlenia poloienia w pewnej
rozmaitodci, ktérej rozciaglodé jest mniejsza od rozciaglosci rozmaitosci wyjsciowe;j.
Latwo jest pokazaé, ze jedli wyjsciowa rozmaitodé jest n-krotnie rozciagls, to rozmaitodé
otrzymywana w wyniku powyzszej konstrukeji jest (n — 1)-krotnie rozciagia. Poprzez
n-krotne powtdrzenie tego samego zabiegu okreslenie polozenia w pewnej n-krotnie
rozciaglei rozmaitosci zostaje sprowadzone do okreslenia n oznaczeft wielkodciowych,

a zatem, okreélenie polozenia w danej rozmaitodci, jesli jest to motzliwe, sprowadza sie
do okreslenia skoficzonej liczby wartodci liczbowych. Istniejs jednakze takie
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rozmaitosci, w ktérych dla okreslania polozenia potrzeba nieskoriczonego ciagu iub
nawet ciaglej rozmaitosci wartodci licabowych. Takie rozmaitosci tworza, na przyklad,
funkcje okredlone na danym zbiorze, mozliwe ksztalty figur przestrzennych, itp.

II. Stosunki miarowe na rozmaitosci n~-wymiarowej,
przy zalozeniu, ze linie posiadajg dlugosci niezaleine
od polozenia, tak, ze kazda linia jest mierzalna

za posrednictwem kazdej ’

Po skonstruowaniu pojecia n-krotnie rozciaglej rozmaitoéci i znalezieniu jej

istotnej cechy stwierdzajacej, ze okreslenie polozenia w niej daje sie sprowadzié

do okreédlenia n oznaczein wielkosciowych, mozemy przystapié do rozwiazania

drugiego z postawionych wczeéniej zadaf — do zbadania stosunké6w miarowych
mozliwych na takiej rozmaitoéci oraz warunkéw wystarczajacych do okreslenia tych
stosunkéw. Stosunki te mozna badaé jedynie za pomoca abstrakcyjnych pojeé wielkosci
i w zwiazku z tym mozna je opisywaé jedynie za pomoca formul. Przy pewnych
zalozeniach mozna je jednak sprowadzié¢ do takich stosunkéw, ktére — rozpatrywane

z osobna — dopuszczaja, pewne geometryczne przedstawienia i dzieki temu moszliwym sie
staje przedstawienie rezultatéw rachunkéw w sposéb geometryczny. Choé nie da sie
uniknaé abstrakcyjnego badania za pomoca formul, koniecznego do tego, by oprzeé

sie na pewnych podstawach, jednak rezultaty tego badania dadza sie przedstawié

w geometrycznej szacie. Podstawy tych rozwazai zawarte sa w stynnej rozprawie Pana
Tajnego Radcy Gaussa o powierzchniach zakrzywionych.

1

Okreélenie miary wymaga, by wielkosci byly niezalezne od polozenia. Niezaleznoéé
ta moze byé pojmowana na rézne sposoby. Pierwszym z zaloZefi, ktére narzucaja sie,
i ktére chce tu przyjaé, jest zalozenie, ze dlugoéé linii jest niezalezna od polozenia,

a co za tym idzie, ze kazda linia moze by¢ mierzona za pomoca kaidej. Jesli
okreélenie polozenia zostalo sprowadzone do oznaczen wielkosgciowych, to znaczy,
polozenie punktu w danej n-krotnie rozciaglej rozmaitosdci wyraza si¢ przez n
zmiennych wielkosdci z,, z2, ..., Z,, to okredlenie linii sprowadza sie do zadania
wielkodci z jako funkcji jednej zmiennej. Zadanie nasze przybiera wéwczas postac:
podaé matematyczna formule wyrazajaca dlugoéé linii. Dla zrealizowania tego jest
koniecznym, by wielkosci z mozna bylo wyrazi¢ za pomoca, pewnych jednostek.
Powyisze zadanie bede rozpatrywal przy pewnych ograniczeniach; ograniczam sie
najpierw do tych lirii, w ktérych zwiazki miedzy wielkodciami dz (tzn. odpowiednimi
przyrostami wielkosci z) zmieniaja si¢ w sposéb ciagly. Mozna wéwczas prayjaé,

ze linie te da sie rozlozyé na elementy, we wnetrzu ktérych zwiazki miedzy wielkosciami
dz moga byé uwazane za stale i w tym przypadku zadanie sprowadza sig¢ do tego, by
dla kazdego punktu podaé ogdlne wyrazenie dla wychodzacego z niej elementu linii
dz, ktére to wyrazenie bedzie zawieralo wielkosci z i dz. Po drugie, zakladam ze,
jesli pominaé wielkosci drugiego rzedu, dlugoséé elementu linii pozostaje niezmienna,
gdy wszystkie jego punkty doznaja tej samej nieskoriczenie malej zmiany polozenia,
z ktérego to zalozenia wynika wniosek, ze gdy wszystkie wielkosci dz rosna, w tym
samym stosunku, to element linii zmienia sie réwniez w tym samym stosunku.

Przy powyzszych zalozeniach element linii moze byé dowolna jednorodna, funkcja
stopnia pierwszego wielkosci dz, ktéra pozostaje niezmieniona, gdy wszystkie wielkosci
dz zmieniaja swéj znak, i w kiérej wszystkie wspélczynniki sa ciaglymi funkcjami
wielkodci z. By znalezé najprostsze przypadki, szukam najpierw wyrazenia dla

(n — 1)-krotnie rozciaglych rozmaitosci, ktére sa wszedzie jednakowo oddalone od
poczatkowego punktu elementu linii, to znaczy, szukam ciaglej funkcji miejsca,

ktéra rozréznia te rozmaitosci miedzy soba. Funkcja ta bedzie malala lub rosta

we wszystkich kierunkach od punktu poczatkowego; zakladam, zZe wzrasta ona we
wszystkich. kierunkach, a zatem w punkcie tym ma ona minimum. Wéwczas, jesli
pierwsza i druga pochodna tej funkcji jest nieskoriczona, to rézniczka pierwszego

rzedu musi znikaé, za$ rézniczka drugiego rzedu nie moze staé sie vjemna, zakladam
wiec, Ze pozostaje ona zawsze dodatnia. To wyrazenie rézniczkowe pozostaje

stale, jesli ds pozostaje stale i wzrasta w stosunku kwadratowym, jesli wszystkie
wielkodci dz, a zatem réwmniez ds, zmieniaja si¢ w tym samym stosunku. Wynika stad,
Ze wyrazenie to jest réwne ds? pomnozonemu przez pewngy stala, a zatem ds jest réwne
pierwiastkowi kwadratowemu z pewnej zawsze dodatniej jednorodnej funkcji calkowitej
drugiego stopnia wielkosci dz, ktérej wspdlczynniki sa ciaglymi funkcjami wielkodci z.
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Dla przestrzeni, na przyklad, jesli polozenie punktu wyraza si¢ we wspétrzednych
prostokatnych, to ds = \/E(dz)ﬁ, a zatem przestrzen nalezy do tego majprostszego
przypadku. Nastepny najprostszy przypadek obejmowalby zapewne te rozmaitoéci,

w ktérych element linii daje sie przedstawié jako pierwiastek czwartego stopnia

3 pewnego wyragenia réiniczkowego tegoi stopnia. Badanie tego ogdlnisjszego rodzaju
nie wymagaloby co prawda Zadnych istotnie nowych podstaw, lecz byloby doéé émudne
i rzucaloby stosunkowo malo nowego éwiatia na nauke o przestrseni, swiaszcza,

Ze rezultaty nie moglyby byé przedstawione geometrycznie.

Ogranicze sie zatem do tych rozmaitodci, w kiérych element linii wyraia sig przez
pierwiastek kwadratowy z pewnego wyraienia réinicskowego drugiego stopnia.
Wyrazenie takie mozna przeksstalcié w inne, podobne, podstawiajac za n niegaleznych
zmiennych funkcje nowych n nieszaleinych zmiennych. Nie moina jednak w ten
sposdb przeksztalcaé kaidego wyrasenia w kaide. Wyrasenie to bowiem zawiera

n(n + 1)/2 wspélezynnikéw, ktére sa dowolnymi funkcjami niezaleZnych zmiennych;
przy wprowadzeniu nowych zmiennych spelnionych bedzie n relacji, a zatem tylko

n wspélezynnikéw prayimie sadana wartosé. Posostale n(n — 1)/2 wepéicsynikéw
jest wiec okreslonych przez nature opisywanej rozmaitoéci, a zatem dla okredlania
stosunkéw miarowych potrzeba jeszcze n{n — 1)/2 funkcji miejsca. Te rozmaitodci,

w ktérych — jak ma to miejsce na plaszczyénie i w praestrzeni — element linii daje

sie sprowadzi¢ do postaci E(dz)’z, tworza szczegdiny przypadek badanych tuta)
rozmaitodci. Zastiguja one na odrebna naswe i dlatego te rozmaitodei, w ktérych
kwadrat elementu linii dzje si¢ sprowdzié do sumy kwadratéw niezaleinych réiniczek,
bede nazywad plaskimi. By obecnie méc przejrzeé istotne wiasnodci waaystkich
rozmaitoéci przedstawialnych we wskazane] formie, konieczne jest usuniecie tych
wlasnoéci, ktére zaleia tylko od sposobu przedstawienia, co moina osiagnaé przes
odpowiedni, dokonany wedluig pewnej zasady, wybér zmiennych.

2

Wyobrasmy sobie w tym celu system najkrétszych linii wychodzacych z dowolnie
obranego punktu. Poloienie dowolnego punktu mose byé okreflone przes kierunek
najkrétszej linii, na ktérej on ledy i przes jego oddalenie (wszdhué tej linii) od punktu
poczatkowego. Mozna je zatem okresli¢ za pomoca stosunkéw wielkodci dz®, to znacsy
wielkodci dz w poczatku tej najkrdtszei linii, 1 przez dlugoéé s tej linil. W miejsce
wielkodci dz° podstawmy teraz utworzone z nich wyrazenia liniowe dor takie, by
wartoéé kwadratu elementu linii w punkcie pocaatkowym byla réwna sumie kwadratéw
wyrazefi do. Zmiennymi niezaleinymi sa wéwczag wielkosé ¢ i stosunki wielkodciowe
da. Wresscie, w miejsce da wstawiamy proporcjonalne do nich wielkodci 1, %2,...,%a
takie, by suma kwadratéw byla réwna s*. Po wprowadzeniu tych wielkodci, dla
nieskoficzenie malych wartosci z kwadrat elementu linii bedsie réwny E(dz)’,

pray czym czlon nasigpnego rzedu bgdzie jednorodnym wyrateniem drugiego stopnia
n(n — 1)/2 wielkodci (z,dza - z2¢21), (21458 — zadz1),. .., 2 wige bedzie wielkodcia
nieskoficzenie mala czwartego rzedu. Jedli te wiclkodé podzielimy praes kwadrat

pola powierzchni nieskoficzenie malego tréjkata, w kidrego wierzcholkach zmienne
przybieraja, wartodci (0,0,0;...), (21, %2, 2s,...), (dz1,d22,dzs, ...}, to oirsymamy
wielkodé skoriczona. Wielkodé ia zachowuje te sama wartodé dopdki wielkodci =

i dz zawarte sa w tych samych dwumiennych formach liniowych, albo dopdki obie
najkrétsze linie, od wartodci O do wartodci z i od wartodci O do wartodci dz, pozostajz
w tym samym elemencie piaskim, i zalezy tylko od polozenia i kierunku fego elementu.
Wielkosé ta jest, oczywiscie, réwna zeru, jedli przedstawiona rozmaitodé jest plaska,

to znaczy, jesli kwadrat elementu linii daje sie sprowadzié do E(dz)z, moZe wige ona
byé uwazana za miare odchylenia rozmaitosci do plaskodci w tyra punkcie i kierunku
plaskim. Pomnoczona przez —3/4 jest ona réwna wielkodci, ktéra Pan Tajny Radca
Gauss nazwal miarg krzywizny powierzchni. Powyze] wykazano, fe dla okredlenia
stosunkéw miarowych pewnej n-krotnie rosciaglej i przedstawialne] w rozpatrywanej
formie rozmaitodci potrzeba podaé n(n — 1}/2 funkcji mieisca. Jedli zatem dana
bedzie miara krzywizny w kaidym punkcie w n{n — 1)/2 kierunkach plaskich to na fej
podstawie bedzie mozna okresli€ stosunki miarowe tej rozmaitosci, o ile tylkc pomiedsy
tymi wartodciami, nie zachodsza relacje identyczncdel, co w rzeczywistodcl, méwiac
ogdlnie, nie ma miejsca. Stosunki miarowe tych rozmaitoéci, w ktérych element linii
wyraza sie przez pierwiastek kwadratowy z pewnego wyragenia réiniczkowego drugiego
stopnia, daja sie zatem wyrazié w sposdb calkowicie niesaleiny od wyborn smiennych.
W analogiczny sposéb mozna dojéé do tego stwierdzenia w przypadku rozmaitedcl, w
ktérych element linii wyraza sie przez jakieé mniej prosie wyrazenie, na przykiad jako
pierwiastek czwartego stopnia z wyrazenia réiniczkowego cawartego stopnia.
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Chodzi tu o miare¢ lukowa.

Element linii, méwiac ogélnie, nie dalby si¢ wéwczas sprcwadzié do formy pierwiastka
kwadratowego z sumy kwadratéw wyrazen rézniczkowych, a zatem w wyrasenia dla
kwadratu elementu linii odchylenie od plaskosci byloby wielkodcia nieskoriczenie mala,
drugiego rzedu, podczas gdy w przypadku wczedniej rozpatrywanych rozmaitosei bylo
ono wielkodcia nieskoriczenie mala czwartego rzedu. Z powodu tej cechy ostatnio
omawianych rozmaitodci, mozna by je nazwaé plaskimi w nieskonczenie malym.
Najwazniejsza jednak, ze wzgledu na przyjety cel, cechs szczegélng tych rosmaitodci,
ktéra to cecha sprawia, ze s3 one oddzielnie badaune, jest chyba to, ze stosunki miarowe
dwukrotnie rozciaglej rozmaitoéci daja sie przedstawi¢ gecmetrycznie za poérednictwem
powierzchni, zad stosunki wielokrotnie rozciaglych rozmaitoéci moga byé sprowadzore
do stosunkéw zawartych w nich powierzchni. Ta ostatnia uwaga wymaga kréikiego
oméwienia.

3

W trakcie badania powierzchni miesza si¢ ich wewnetrzne stosunki miarowe,

ktére dotycza jedynie dlugoéci drég na powierzchni, ze stosunkami wyrasajacymi
polozenie tych powierzchni wzgledem punktéw znajdujacych sie poza nimi. Od tych
zewnetrznych stcsunké4w mozna jednak abstrahowad poprzez utozisamienie ze soba
wszystkich powierzchni powstajacych z danej w wyniku takich przeksztaiceri, ktére
nie zmieniaja diugosci linii na tych powierzchniach, to znaczy w wyniku zginania

bez rozciagania. W ten specséb, na przyklad, utoisamia sie z plaszczyzna dowolne
powierzchnie cylindryczne i stozkowe, poniewa moina je otrzymaé z plaszczyzny
poprzez wyginanie jej, przy czym wewnetrzne stosunki miarowe nie zmieniaja sie

i wszystkie twierdzenia o tych stosunkach, a wiec cala planimetria, zachowuja swg
wainoéé. Przeciwnie, powierzchnie te okazuja si¢ by¢ catkiem réine od sfery, ktérej
nie mozna besz rozciagania przeksztalci¢ w plaszczyzne. W mysl poprzednich badan,
wewnetrzne stosunki miarowe dwukrotnie rozciaglej wielkoéci w kaidym punkcie
beda okreslone przez miare kraywizny, jesli tyiko element linii da sie wyrazié¢ jako
pierwiastek kwadratowy z pewnego wyrazenia réiniczkowego drugiego stopnia,

jak to ma miejsce w przypadku powierzchni. W przypadku powierzchni miara
krzywizny posiada pogladowe przedstawienie: jest ona bowiem réwna iloczynowi
dwu krzywizn powierzchni w tym punkcie, lub inaczej : iloczyn tej wielkodci i pola
pewnego nieskoriczerlie malego tréjkata utworzonego z najkrétszych linii jest réwny
polowie nadwyzki sumy jego katéw ponad dwa katy proste w czeéciach promienia.
Pierwsze okreslenie zakladaloby twierdzenie, ie iloczyn obu promieni krzywizny

nie zmienia sie przy zginaniu powierzchni, drugie zaé, e nadwyika sumy katéw
nieskoniczenie malego tréjkata ponad dwa katy proste jest proporcjonalna do pola tego
tréjkata. Aby uzmyslowi¢ znaczenie miary krzywizny n-krotnie rozciaglej rozmaitoéci
w danym jej punkcie i zawierajacym go kierunku plaskim, trzeba wyjsé od faktu,

ze najkrétsza linia wychodzaca z danego punktu jest w pelni okreélona przez swéj
kierunek pcczatkowy. Jedli zatem wszystkie kierunki poczatkowe, wychodzace z danego
punktu i zawarte w danym elemencie powierzchni przedluzmy do najkrétszych linii,
to otrzymamy pewna okreslona powierzchnie, ktérej miara krzywizny w tym punkcie
Jest réwna mierze krzywizny danej n-krotnie rozciaglej rozmaitoéci w danym punkcie
i danym kierunku ptaskim.

4

Zanim zastosujemy nasza teori¢ do przestrzeni, naleiy jeszcze poczynié pewne
obserwacje dotyczace rozmaitodci plaskich w ogélnosci, a wiec tych rozmaitodci,

w ktérych kwadrat elementu linii daje sie przedstawié jako suma kwadratéw réiniczek
zupelnych.

Miara krzywizny plaskiej n-krotnie rozciaglej rozmaitosci jest réwna zero w kaidym
punkcie i w kazdym kierunku plaskim tej rozmaitoéci. Wiemy z wczesniejszych
rozwazafi, e do okredlania stosunkéw miarowych wystarczy wiedsieé, ze w kaidym
punkcie, w n(n — 1)/2 kierunkach, w ktérych miary krzywizny sa od siebie nawzajem
niezaleine, miara ta jest réwna zero. Rozmaitoéci, w ktérych miara kraywizny

Jest w ogdle réwna zero, stanowig szczegdlny przypadek tych rozmaitosci, ktérych
miara krzywizny jest wszedzie stala. Wspélny charakter tych rozmaitoéci, ktérych
miara krzywizny jest stala, wyraza sie poprzez wlasnoéé polegajaca na tym, ze

w rozmaitodciach tych figury moga si¢ poruszaé bez rozciagania. Istotnie - figury
nie moglyby byé w nich dowolnie obracane i przesuwane, gﬂyby miara krzywizny
nie byla taka sama w kazdym punkcie i we wsz.ystkich kierunkach. Z drugiej jednak
strony, stosunki miarowe na rozmaitoéci sa, w pelni okreslone przez miare krzywizny,
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dlategc stesunki miarowe wokét pewnego punkte we wszystkich kierunkach sa takie
sane, jak wokdl innego purktu, 2 zatem moina przeprowadzié te same konstrukcje
startujac od jednego, cay drugiego punktu. Wobec tego w rozmaitoéciach o stalej
mierze krzywizny figary mega przyjmowadé dowolne polozenie. Stosunki miarowe

tych rezmzitedei zaleza jedynie od wartodci miary krzywizny i — co do analitycznego
przedstawienia — moina zauwasyé, ze jesii t¢ warto§é oznaczymy przez a, to wyrazeniu
na clement linii mozna nadaé postaé:

I
14 (o/4)Y 22V £~

L3

Dla geometrycsne} ilnstracji mosra rozwasyé powierzchnie o stalej mierze k-zywizny.
Latwo zauwaiyc, ze powieszchnie, ktérych miara kroywizny jest dodatnia, zawsze
cadza sig owinad woké? kuli, ktérej promierfi jest réwnv odwrotnoée: pierwiastka

2 miary krsvwizny. Zeby przejrzec cala mpogodé tych powierzchai, nadajmy jednej

z nich ksztall kuli, pozostalyn »as postaé powierzchri obrotewych, atycznych z ta kulag
wzdlug 1é6wnixa. Fowierschnie o mierze kraywizny wiekszej, nié miara kraywizny tej
kuli, beda 7 nia styczne nd wewnatrz i beda przyjmowaly kaztalt taki, jak zewnetrzna,
odwrécona cd oei cieéé powierzcho: forusa. Mozna by je nawinaé na pasy kuli

O ILiejazym. proraienii, pizy czym owiniecie to dokonaloby sie wiecej niz jeden

raz. Powierzchrie o mniejczej, dodatniej mierze krzywizny, mo%na otrzymaé praes
wyciecie 3 powierzchni sfery czeéci zawartej miedsy dwoma wielkimi pélokregami

j pelaczenie lej wzdinz linii cigria. Powierzchniy o mierze kraywizny réwnej zero )
bedzie powierzchnia cylindryczna, oparta na réwnikv. Prowierzchnie o wjsranaj mierze
krzywizny beda styczne do tego cylindra od rewnatrz i beda nformowane tak jak
wewnetrzna, zwrdécona ku csi, czedé nowierschni torusa. Jeéli wszystkie te powierscanie
putragtijemy jako miejsce dla priemieszczanych w nich kawathéw powierzchni, tak,
jak przestrzed jest takim miejscem dla cizl, to kawatki powierzchni we wszystkich
tycn powierzchiniach rroga byé przemicszczane bez rozciagania. Powierzchnie

n dodubniej mierzs krsywizny zawsze moina tak utormowad, by kawatki powierzchni
mogly Ly¢ dowolnie przemicssczane réwniei bez wyginania — wystarczy mianowicie
nawiaaé te powierzchrie na pasy knl, czego nie mozna przeprowadzi¢ w przypadku
powierzchni o ujemnej mierze krzywizny. Poza ta niezaleinodcia kawalka powierzchni
0d poloienia, w praypadku powierzchni o mierze krzywizny réwnej zero ma miejsce
réwnies niezaieznosc kiertnkuv od nolozania, co nie zachodzi w przypadku pozostalych
powierzchni.

II. Zastosowanie do przestrzeni

1

Wychodzac z powyiszych badah dotyczacych stosunkéw miarowych n-krotnie
rozciaglej wielkodci, moina obecnie podaé warunki konieczne i wystarczajace

do ckredlania stosunkéw miarowych przestrzeni, przy zaloieniu niezaleznodci linii
od polozenia oraz moiliwodci przedstawienia elementu Jinii przez pierwiastek
kwadratowy z wyrazenia rbzniczkowego drugiego stopnia, a zatem przy zalozeniu
plaskodci w nieskoficzenie malym.

Warunki te, po pierwsze, daja si¢ wyrazié w sposéb nastepujacy: miara krzywizny

w danym punkcie w trzech kierunkach ptaskich jest réwna zero. Stosunki miarowe
przestrzeni sa wiec okredlone, gdy suma katéw dowolnego tréjkata jest warnedzie réwna
dwu katom prostym.

Zakladajac jednak, po drugie, jak uczynil to Euklides, ze nie tylko istnienie linii,
ale takze istrnienie bryl jest niezaleine od poloienia, otrzymamy wniosek, ze miara
krzywizny jest wszedzie stala i wtedy suma katéw dla wszystkich tréjkatéw jest
okreélona, jesli tylko jest onz okreslona dla jednego z nick.

Mozina by w koricu, po trzecie, zamiast przyjmowaé niezaleznos¢ linii od polozenia

i kierurku, przyjaé niezaleznoéé ick diugoéci i kierunku od poiozenia. Przy takim
podejéciu zmiany i réznice polozenia sa wielkosciami zloZonymi, wyrazalnymi w trzech
niezaleznych jednostkach.
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2

W trakcie dotychczasowych badah oddzielilismy stosunki.rozciagloéciowe albo stosunki
dziedzinowe od stosunkéw miarowych. Stwierdziliémy, ze przy tych samych stosunkach
rozciaglodci mozliwe 83 rézne stosunki miarowe. Zwrécilismy sie wéwczas do systemu
prostych oznaczeii miarowych, przez ktére stosunki miarowe przestrzeni sa w petni
okreélone, i z ktérych wszystkie twierdzenia geometrii wynikaja jako konieczne wnioski.
Pozostaje jeszcze do rozwazenia problem, jak, w jakim stopniu i w jakim gakresie
zalozenia te 83 potwierdzane przez dodwiadczenie. Pod tym wzgledem zachodzi

istotna réinica pomiedzy stosunkami rozciagloéci a stosunkami miarowymi, poniewas
dla pierwszych z nich, dla ktérych mozliwe przypadki tworza rozmaitoéé dyskretna,
wyniki doswiadczenia wprawdzie nigdy nie sa pewne, ale réwniez nie s3 niedokladne,
podczas gdy dla drugich, gdzie mozliwe przypadki tworza rozmaitoéé ciagta, wyniki
doéwiadczenia pozostaja zawsze niedokladne, choéby prawdopodobiefistwo, ze 83 one
bliskie dokladnoéci, bylo duze. Staje si¢ to wazne pray rozszerzaniu tych oznaczef
empirycznych w strone niemierzalnie wielkich i niemierzalnie malych, gdyz poza
granicami obserwacji stosunki miarowe moga stawac si¢ coraz bardziej niedokiadnymi,
czego nie mozna powiedzie o stosunkach rozciaglosci.

Pray rozszerzaniu konstrukcji przestrzennych w strone niemierzalnie wielkich trzeba
rozrozni¢ wiasnodci nieogranicznoéci i nieskoriczonosci. Pierwsza odnosi sie do
stosunkéw rozciaglodci, druga do stosunkéw miarowych. To, e przestrzen jest
nieograniczona trzykrotnie rozciagla rozmaitoscia, jest prayjmowanym w kaidej
koncepcji zewnetrznego swiata, wedhig ktérego to zaloienia obszar naszego
postrzegania jest nieustannie uzupeiniany i przeprowadza sie w nim konstrukcje
mozliwych polozen poszukiwanych przedmiotéw, ktére to zastosowania potwierdzaja
to zalozenle. Nieogranicznoéci przestrzeni przyshiguje zatem pewnoéé empiryczna
wigksza, niz jakiemukolwiek innemu codziennemu doéwiadczeniu. Stad jednak w zaden
sposdb nie wynika nieskoriczonoéé; wrecz, gdyby zostala zaloiona niezaleznodé¢ bryl
od poloienia w przestrzeni, to znaczy, gdyby przestrzeni przypisywano pewngy stala
miare krzywizny, to przestrzen bylaby skonficzona, byleby tylko jej miara krzywizny
miala wartos¢ dodatnia, choéby najmniejsza. Gdybysmy lezace w jednym elemencie
plaskim kierunki poczatkowe przedluzyli do najkrétszych linii, otrzymalibysmy
pewna nieograniczona.powierzchnie o stalej, dodatniej mierze krzywizny, wiec
powierzchnie, ktéra w ‘bewnej plaskiej trzykrotnie rozciaglej rozmaitodci przyjetaby
postaé powierzchni kulistej, a zatem bylaby ograniczona.

3

Dla wyjasnienia przyrody pytania o niemierzalnie wielkie sa pytaniami zbytecznymi.
Inaczej jednak ma sig rzecz z pytaniami o niemierzalnie mate. Od dokladnodci, z jaka
potrafimy #ledzi¢ zjawiska w nieskoriczenia malym, istotnie zaleiy znajomoséé zwiazkéw
przyczynowych. Postepy w poznaniu przyrody, jakie dokonaly si¢ w ostatnich
stuleciach, sa, uzaleznione od dokladnosci konstrukeji, ktéra stala sie mozliwa dzieki
wynalezieniu analizy nieskoriczonoéciowej i odkryciu przez Archimedesa, Galileusza

i Newtona prostych pojeé podstawowych, ktérymi posluguje sie dzisiejsza fizyka.

W tych jednak naukach przyrodniczych, w ktérych do dzié brakuje prostych pojeé
podstawowych do takich konstrukcji, w celu poznania zwiazkéw przyczynowych bada
gi¢ zjawiska do granicy malosci, ktéra to granica jest okreslona przez mozliwoéci
mikroskopu. Pytania o stosunki miarowe przestrzeni w niemierzalnie malych nie naleia
wigc do zbytecznych.

Jedli zalozymy, Ze ciala istnieja niezaleznie od polozenia, to miara krzywizny jest
wszedzie stala i, jak wynika z pomiaréw astronomicznych, nie moze ona by¢ rézna od
zera, badZ tez — gdyby bylo inaczej — obszar dostepny naszym teleskopom musialby
by¢ zaniedbywalnie maly w poréwnaniu z powierzchnia sfery o danej krzywiznie.
Jezeli jednak taka niezaleznosé cial od polozenia nie ma miejsca, to nie mozna na
podstawie stosunkéw miarowych w obszarach skoiiczonych wnioskowaé o stosunkach
miarowych w nieskoriczenie malym; miara krzywizny w kaidym punkcie moze
wéwczas mie¢ dowolng wartosé w trzech kierunkach, jezeli tylko krzywizna kaidej
mierzalnej czesci przestrzeni nie jest zauwazalnie rézna od zera. Jeszcze bardziej
skompiikowane stosunki moglyby mieé miejsce, gdyby nie zachodzila zaloiona
mozliwos¢ przedstawienia elementu linii przez pierwiastek kwadratowy z wyrazenia
rézniczkowego drugiego stopnia. Pojecia empiryczne, na ktérych opieraja sie okreslenia
stosunkéw miarowych w przestrzeni, tzn. pojecie ciala stalego i promienia swietlnego,
zdaja si¢ traci¢ swa waincéé w nieskoriczenie malym. Mo#na wiec sobie wyobrazié,
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e stosunki miarowe przestrzeni w nieskoniczenie malym nie s3 zgodne z zalozeniami
geometrii i musieliby§my to uznaé, gdyby zjawiska daly sie przes to wytlumaczyé
w prostszy sposéb.

Pytanie o wainoéé zaloiefi geometrii w nieskoriczenie malym wiage si¢ z pytaniem

o wewnetrzna podstawe stosunké4w miarowych w przestrzeni. W trakcie rozpatrywania
tego pytania, ktére chyba moze by¢ jeszcze zaliczone do nauki o przestrzeni, dochodsi
do zastosowania uczynionej wyzej uwagi, ze dla rozmaitoédci dyskretnej podstawa
stosunké4w miarowych zawarta jest w pojeciu takiej rozmaitoéci, w praypadku jednak
rozmaitoéci ciaglej musi ona byé wzieta skadinad. Wynika stad, ie albo leiaca

u podstaw przestrzeni rzeczywistoéé musi tworsy¢ rozmaitoéé dyskretna, albo podstawy
stosunké4w miarowych nalezy szukaé na zewnatrz, w silach wiazacych, ktére na nia
dzialaja. .

Roztrzygniecia tego pytania mozna oczekiwaé jedynie wtedy, gdy, wyszediszy

s dotychczasowego, potwierdzonego przez dodwiadczenie pojmowania zjawisk, ktéremu
podstawy dal Newton, podda sie je stopniowej modyfikacji, w sposéb podyktowany .
faktami, ktérych nie da si¢ w oparciu o to pojmowanie wyjaéni¢. Badania, ktére -
podobnie, jak badania tu przeprowadzone — wychodza 3 pojeé ogélnych, moga shuiyé
jedynie temu celowi, by praca ta nie napotykala przeszkody ze strony ogranicsonoéci
pojeé i by postep w poznawaniu powiazai pomiedzy rzeczami nie byl powstrsymywany
przez przyjete i zakorzenione przesady.

Wprowadza nas to w dziedzine innej nauki — fizyki, lecz na wstapienie w ten obszar
nie pozwala nam charakter dzisiejszego wystapienia.
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