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Bernhard Riemann i podstawy geometrii

Réwnolegle z geometriami nieeuklidesowymi prawo obywatelstwa w matematyce
zyskaly sobie geometrie wyzej wymiarowe. Dzigki pracom A. Cayleya, K. Jacobiego,

H. Grassmanna, J. Pliickera, L. Schlifliego i innych to, co wydawalo si¢ niemoiliwe

do opisania, stalo si¢ bardzo pozytecznym narzedziem w wielu dziedzinack matematyki.
Szczegblna role odegral tu Bernhard Riemann. W swoim wykladzie habilitacyjnym
wygloszonym takze z okazji obiecia katedry w Uniwersytecie w Getyndze w 1854 roku
(10 czerwca) pod tytulem »Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu
Grundeliegen” (O-hipotezach lezacych u podstaw geometrii) przedstawil szereg
niezwyklych i dalekowzrocznych idei, w oparciu o ktére powstala péiniej gecmetria
riemannowska, teoria rozmaitoéci, wykrystalizowala sie topologia.

Riemann znacznie rozwinat nowatorskie koncepcje Gaussa; nie ogranicazy! sie

do powierzchni, lecz pojecia wprowadzone przez swojego mistrza uogélnil na twory
wielowymiarowe. Riemannowi zawdzieczamy idee n wymiarowej rozmaitoédci (n-Streck)
jako rozwiniecie pojecia powierzchni. Tworzac geometrie rozmaitoéci Riemann
wprowadzit pojecie metryki (nazwanej pésniej metryks Riemanna) — uogélnienie
pierwszej formy kwadratowej (elementu liniowego). Zauwazyt tez, ie jest to wielkodé

o podstawowym znaczeniu mogaca shuzyé za fundament calego gmachu geometrii;
metryka opisuje catkowicie ggometrie wewnetrzna rozmaitosci.

Riemann postawil sobie takze pytanie, co jest odpowiednikiem krzywizny Gaussa

w przypadku przestrzeni wyzejwymiarowych? Jak mozemy rozstrzygnaé, majac dana
metryke, czy geometria, ktéra ona wyznacza, jest lub nie jest typu euklidesowego?
Naturalnie krzywizna Gaussa juz tu nie wystarczala. Trzeba bylo wprowadzi¢ obiekt
bardziej skomplikowany; o zakrzywieniu tworu wyzej wymiarowego nalezalo zebraé
wiecej informacji.- Takim obiektem st~} sie tensor krzywizny Riemanna. Oczywiscie
nazwa ,tensor Riemanna” zostala wprowadzona znacznie pééniej, jednakie sam
Riemann zbadal wlasnoéci tego twor:. i zauwazyl, ze za jego pomoca, moina calkowicie
opisal zakrzywienie przestrzeni (rozmaitosci). Wynika stad miedzy innymi, ze postaé
lokalnej geometrii naszej przestrzeni (jesli tylko jest ona rozmaitoécia) mozemy odkryé
dokonujac pomiaréw w samej przestrzeni, bez odwolywania sie do jej ,otoczenia” — byl
to wynik wielkiej wagi dla wspélczesnej kosmologii.

Dzigki swym konstrukcjom Riemann pokazal takie, ze moze istnie¢ cala rodzina
geometrii réznych od euklidesowej i to takich, ktérych wlasnoéci moga si¢ zmieniaé
od punktu do punktu.

W zakoriczeniu wykladu Riemann zastanawial si¢ nad tym, ktéra z wielu geometrii
moze stuzyé do opisuéwiata fizycznego zaréwno w jego najwiekszej, jak i najmniejszej
skali. Warto przytoczyé fragment, ktéry nawet w epoce kosmologii relatywistycznej
brzmi bardzo nowoczesgnie:

wlezeli zaloiym.y - pisal Riemann - Ze ciala istnieja niezaleznie od poloZenia, to miara
krzywizny jest wszedzie stala i, jak wynika z pomiaréw astronomicznych, nie moze

ona byé rézna od zera, badz tez — gdyby bylo inaczej — obszar dostepny naszym
teleskopom musialby byé zaniedbywalnie maly w poréwnaniu z powierzchnia strefy

o danej krzywiznie. Jezeli jednak taka niezaleznoéé cial od polozenia nie ma miejsca, to
nie mozna na podstawie stosunkéw miarowych w obszarach skoriczonych (im Grossen)
wnioskowaé o stosunkach miarowych w nieskoriczenie malym; miara krzywizny

w kaidym punkcie moze wéwczas mieé dowolna wartosé w trzech kierunkach, jezeli
tylko krzywizna kazdej mierzalnej czeéci przestrzeni nie jest zauwazalnie réina od zera.
Jeszcze bardziej skomplikowane stosunki moglyby mieé miejsce, gdyby nie zachodzila
zalozona moiljwog’é przedstawienia elementu linii przez pierwiastek kwadratowy

z wyrazenia rézniczkowego drugiego stopnia.”
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Koncepcje Riemanna zostaly uscislone i rozwiniete w pracach Christoffela.

W 1892 roku M. Ricci wprowadzil pojecie tensora i wspélnie z E. Levi-Civita rozwinat
rachunek tensorowy. Geometria Riemanna uzyskala écislty ksztalt i zostala wzbogacona
o ncwe eleganckie narzedzia.

Trudno przecenié dzielo Riemanna. Jego wyklad inauguracyjny do dzié jest frédiem
nowych idei i koncepcji. Oddajmy glos Corneliusowi Lanczosowi:

w»bdumiewajaca jest dalekowzrocznoéé i trafnoéé przewidywar, ktéra, wykazat Riemann
uzasadniajac swe na pozdr bezuzyteczne badania. Twierdzil, ze w przyszlosci moze

sie zdarzy¢, iz fizycy beda zmuszeni do wyjscia poza system pojeé newtonowskich.
Praca, ktéra podjal, ma za zadanie utorowaé droge temu szerszemu podejéciu, aby, gdy
owe czasy nadejda, nauka nie byla skrepowana tradycyjnymi uprzedzeniami. Trudno

C. Lanczos, Albert Einstein ¢ porzadek  byloby wyrazié écidlej historyczne znaczenie jego pracy, ktére zrealizowalo si¢ w dziele
Wezechfwiata, PWN Warszawa 1967. Einsteina. ( . )

Dzielo Riemanna, wazki rezultat przenikliwej mysli matematycznej, tak dalece

nie harmonizowalo z klimatem intelektualnym owych czaséw, ze za Zycia autora

w ogéle nie bylo publikowane i stalo sie znane w éwiecie dopiero po jego émierci.
(-..) Geometria tego rodzaju nie przeméwila do wyobraZni wspélczesnych
Riemanna, gléwnie dlatego, ze nie mogli oni dotrzec potrzeby odrzucenia prostszego,
euklidesowego ujecia geometrii na rzecz geometrii, ktéra wydawala sie im bardsziej
zawila i mniej ?peratywna.”

Klopoty z' klasycznym Wszechd§wiatem

Matematyka XIX wieku dostarczala silnych narzedzi przydatnych do opisu przestrzeni
fizycznej. Dostarczyla tez calej serii alternatywnych modeli geometrii. Wypada tu
przynajmniej wspomnieé o programie Kleina i zwiazaniu geometrii z odpowiednia
grupa, przeksztalcei. W owy czasie osiagniecia te przekraczaly zapotrzebowania
fizykéw. Wydawalo sie, ze opis rzecaywistosci fizycznej nie bedsie nigdy wymagal tak
poteznych srodkéw jak zakrzywione przestrzenie Riemanna i rachunek tensorowy.

Jak juz wspomnieli$iny, do poczatkéw XX wieku triumf §wigcila mechanika
newtonowska rozwinieta przez L. Eulera, J.L. Lagrange’a, W.R. Hamiltona i innych.
Newtonowski obraz Wszech§wiata byt bardzo prosty i intuicyinie przekonywajacy.
Przestrzefi, rozciagajaca sie nieskoniczenie we wszystkich kierunkach i niczym
nieograniczone trwanie, zwane czasem, stanowia jakby scene, na ktérej rozgrywaja sie
wszystkie fizyczne procesy. Scena ta jest z rzadka wypelniona materialnymi ciatami
oddzialywajacymi na siebie za poérednictwem pola grawitacyjnego. Scena speinia
funkcje ,,pojemnika”, w ktérym wszystko sie dzieje. Procesy ,dzieja sie” w pojemniku,
ale sam pojemnik jest bierny — ani nie bierze udzialu w procesach, ani na ich przebieg
nie wplywa.

Jednakze od samego poczatku jeden obiekt nie chcial poddaé si¢ wszechwladnym
prawom newtonowskiej dynainiki. Tym zbuntowanym obiektem byl Wszechéwiat jako
caloéé. Dynamika klasyczna konsekwentnie stosowana do Wszechéwiata rozwazanego
calodciowo prowadzila do co najmniej klopotliwych wynikéw.

Jedli Wszechéwiat jest nieskonriczony i mniej wiecei réwnomiernie wypelniony materia,
to w dowolnym punkcie przestrzeni potencjal grawitacyjny powinien by¢ wielkodcia
nieokreslona. Na ten fakt, ewidentnie sprzeczny z obserwacjami, zwrécil uwage Seeliger
w 1896 roku. Obok grawitacyjnego paradoksu Seeligera slynny jest jeszcze inny,
wczesdniejszy - tak zwany fotometryczny paradoks Olbersa z 1823 roku. Nieskoriczonoéé
Wszechdwiata gwarantuje, ze jasnoéé wszystkich gwiazd, mniej wiecej réwnomiernie
wypelniajacych przestrzef, nakiadajac sie na siebie, powinna sprawia §wiecenie calego
nieba jednostajnym blaskiem. Mimo to wieczorne niebo jest ciemne i zachwyca nas
§wiatlern z rzadka rozsianych gwiazd.

Moina powiedzied, ze w XIX stuleciu pojawily si¢ juz pewne zagadnienia o wyragnie
kosmologicznym charakterze, ktére po raz pierwszy zaangazowaly do tej dziedziny
zaréwno naukowg teorie, jak i badania empiryczne. Dalo si¢ zauwazyé pierwsze
symptomy unaukowiania sie kosmologii. Paradoksy fotometryczny i grawitacyiny
stanowily prébe — na razie zakofczona niepowodzeniem — konfrontacji pewnych
uznanych teorii z najprostszymi danymi obserwacyjnymi. Préby te stworzyly klimat,
w ktérym mogly si¢ narodzié przyszie teorie kosmologiczne.

Sytuacja w nauce na poczatku XX wieku byla niezwykle ciekawa. Z jednej strony
geometria, dysponujaca bogactwem modeli przestala byé nauka, badajaca pewien
nzewnetrzny przedmiot” — rzeczywista przestrzen”. Z nauki empirycznej siala sie
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nauka formalna. Jako dzial matematyki zajmuje ona sie wyprowadzaniem wnioskéw

z przyjetych aksjomatéw, ktére wcale nie musza byé konieczne ani oczywiste. Z drugiej
strony fizyka, ktérej fundamentem byla newtonowska mechanika, wciaé poshugiwala sie
tylko ,najlepiej sprawdzonym” modelem geometrii euklidesowej. Lecz wlaénie fizycy
powinni da¢ odpowied?, ktéra z proponowanych geometrii najlepiej pasuje do opisu
Wszechéwiata jako calodci, a wiadomo juz bylo, e geometria eukiidesowa prowadszi

do trudno wytlumaczalnych paradokséw.

Sa to rozréinienia metodologiczne dla nas dzi§ dodé oczywiste, ale na przelomie
stuleci swiadomos¢ kompetencji gometrii, jako nauki formalnej, i fizyki, jako nauki
eksperymentalnej, w dziedzinie badan przestrzeni dopiero si¢ ksztaltowala. Naleiy

tu odnotowaé wielkie zaslugi Henri Poincarégo. On jako jeden z pierwszych nie

tylko zrozumial, ale i zdecydowanie propagowat czysto formalny charakter geometrii.
Pomogly mu w tym jego przekonania konwencjonalistyczne: nauka jest zbiorem uméw
miedzy uczonymi; umowy, stanowiace geometrie i wyrazone w jej aksjomatach nie
odnosza, sie do dwiata fizycznego. Ale z drugiej strony konwencjonalizm przeszkodzil
Poincarému w zrozumieniu wiaéciwego stosunku geometrii do fizyki: jeieli geometrie
83 zbiorem uméw, to dlaczego do opisu §wiata nie stosowaé najprostszej geometrii,

to znaczy geometrii Euklidesa? Kurczowe trzymanie sie tej mysli przez Poincarégo
sprawilo, ze to nie on, ale Albert Einstein stal sie twdrca szczegdlnej teorii wzglednodci.
Poincaré dysponowat juz cala potrzebna struktura matematyczna (egrupa Poincarégo),
ale nie zdoby! si¢ na odwage nickonwencjonalnej (i niekonwencjonalistycznej) jej
interpretacji.

Z koricem XIX wieku wydawalo sie, ze na dobre trzeba bedzie pogodzié sie z faktem,

iz zagadnienie struktury Wszechéwiata jako calosci musi pozostaé w cbszarze domysiéw
i spekulacji, a kosmologia nigdy nie wejdzie do rodziny nauk empirycznych. Takie
przekonanie podtrzymywane bylo przez fakt, ze przedmiot badaf kosmologicznych jest
unikalny — Wszechdwiat jest przeciei dany tylko w jednym egzemplarzu.

Rewolucja Alberta Einsteina

Wtedy na firmamencie-nauki rozblysta gwiazda pierwszej wielkoséci — Albert Einstein.
W 1905 roku ukazuje sie praca pod niewiele méwiacym tytulem ,,O elektrodynamice
cial w ruchu”. Byl to przelom w mysleniu fizycznym, mechanika klasyczna stala sie
teoria historyczna, dobrze opisujaca zjawiska fizyczne przy malych predkosciach.
Szczegdlna teoria wzglednosci (bo ona to otrzymala zycie w pracy Einsteina) jest
fizyczng teoria czasu i przestrzeni. We wczedniejszych teoriach czas i przestrzen
wystepowaly jako pojecia w zasadzie od siebie niezalezne. Szczegdlna teoria
wizglednosci“ukazala ich wzajemne zwiazki i zwrécila uwage na koniecznoéé unifikacji
tych pojeé. Formalnego zabiegu unifikacji dokonal Hermann Minkowski, wprowadzajac
do fizyki pojecie czasoprzestrzeni. Pojecie to umozliwilo zrealizowanie kartezjarnskiego
programu geometryzacji mechaniki. Minkowski wskazat geometrie, ktéra byla
adekwatnym modelem dla mechaniki relatywistycznej. Nie bylo jui tak wielkim
zaskoczeniem, ze najlepsza do tego celu okazala sie jedna z geometrii nieeuklidesowych
(tzw. geometria pseudoeuklidesowa).

Dzigki pracom Minkowskiego po raz pierwszy pojecie przestrzeni o wiecej niz trzech
wymiarach zyskalo sobie na dobre prawo obywatelstwa w fizyce. Wspomnieliémy, ze
matematycy juz wczesniej znali i postugiwali sie przestrzeniami wyzej wymiarowymi;
staly sie one wygodnym narzedziem w pracy nie tylko matematykéw lecz takie

i fizykéw. Byly to jednak przede wszystkim zabiegi czysto formalne ulatwiajace

na przykiad opis zachowania si¢ mechanicznego uktadu punktéw materialnych
(przestrzenie konfiguracyjne). Natomiast czasoprzestrzei Minkowskiego nie stanowila
tylko formalnej konstrukcji - linii §wiata nie nalezy traktowaé jako dogodnej metody
przedstawiania ruchu w postaci sugestywnego rysunku, iecz jako co$, co rzeczywiscie
nalezy do fizycznego éwiata. Czas stal sie dodatkowym wymiarem geometrycznym!

W tym okresie matematycy usilnie poszukiwali precyzyjnego okreélenia pojecia
wymiaru. Mimo iz postugiwano sie nim juz prawie sto lat (a pewne idee pojawily sie
nawet w XVII wieku), wciaz bylo to gléwnie pojecie intuicyjne; nie istniala porzadna
definicja, nie istniala teoria. Wczeéniej czy pézniej musialo sie to staé powodem
klopotéw. Skonstruowanie przez G. Peano w 1890 roku krzywej wypeliajacej kwadrat
oraz wczedniejsze prace Cantora o réwnolicznoéci zbioréw ukazaly szczegélnie dobitnie
braki intuicyjnego pojmowania wymiaru. Wprcowadzenie do fizyki przez Minkowskiego
czterowymiarowej czasoprzestrzeni zasygnalizowalo fakt, e wymiar jest réwniez
wainym pojeciem opisujacym przestrzen fizyczna,.
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Szczegblna teoria wzglednoéci jest teoria w inercjalnych ukladach odniesienia. Ponadto
czasoprzestrzef szczegdlnej teorii waglednoéci jest pusta; element czasoprzestrzeni

- zdarzenie ma charakter czysto potencjalny, informuje tylko o miejscu i czasie

- wzgledem odpowiedniego ukladu odniesienia — w ktérym coé si¢ moie sdarzy¢.
Pcwstaje problem uogélnienia szczegélnej teorii wzglednoéci do dowolnych ukiadéw
odniesienia i wypelnienia czasoprzestrzeni materia. Zagadnienie to podejmuje ogélna
teoriar wzglednoéci, stworzona przez Einsteina w ostatecznej wersji w 1915 roku.
Ogélna teoria wzglednoéci, czyli fizyczna teoria czasu, przestrzeni (w dowolnych
ukladach odniesienia) i grawitacji, powstala dzieki natchnionemu geniuszowi Einsteina,
a takze dzieki temu, ze prawie p6l wieku wczedniej matematycy praygotowali
odpowiedni, subtelny aparat.

Ogélna teoria wzglednoéci jest teoria wysoce zmatematyzowana (co bylo takze

jednym z powodéw nieufnoéci do niej). Dlatego tei utaria si¢ opinia, ie Einstein byt
wybitnym matematykiem swobodnie postugujacym sie najbardziej abstrakcyjnymi
matematycznymi teoriami. Nie jest to prawda, Einstein byl przede wszystkim fizykiem
i, jak twierdzi wielu wybitnych specjalistéw i historykéw nauki, nie byl najlepszym

matematykiem, ale dzieki temu, mégl, nie krepowany zbytnim formalizmem, stworzy¢

fak brzmienne w skutki teorie fizyczne.

Powszechnie wiadomo, Ze z najnowszymi ideami geometrii rézniczkowej, 3 pra.cami‘
Ricciego, Riemanna i Levi-Civity zapoznal Ensteina jego przyjaciel, matematyk Marcel
Grossman. W czasie, gdy Einstein pracowatl nad ogélna teoria wzglednoéci, zetknat sie
on z jednym z najwiekszych matematycznych umystéw wszystkich czaséw — Dawidem
Hilbertem. Oto jak Hilbert okreélal Einsteina:

,Kazdy chiopak na ulicach Getyngi wiecej rozumie z geometrii czterowymiarowej niz
Einstein, a jednak to wlasnie Einstein wykonal te prace a nie matematycy.”

I jeszcze jedna opinia o Einsteinie, tym razem ucznia Hilberta — Hermanna:

nJest on zlym rachmistrzem. Powiedzial mi, ze pracuje raczej pojeciowo. Nie sadzi, ze
to, co my robimy w Getyndze, jest dobre. On sam nigdy nie myslal tak formalistycznie.
Jego wyobraznia jest éciéle zwiazana z rzeczywistodcia. Jest on bardzo ostroiny

i calkowicie jest fizykiem. Nie robi pospiesznych uogélnieri jak my w Getyndze.”

Jadrem ogélnej teorii wzglednosci sa réwnania pola (réwnania Einsteina) wiaZace
rozklad mas, energii i pedéw z geometrig czasoprzestrzeni. Wynika z nich, ze pole
grawitacyjne mozna interpretowaé jako zakrzywienie czasoprzestrzeni. Niosa one

tez informacje, w jaki sposéb rozklad materii okredla geometrie (zakrzywienie)
czasoprzestrzeni i odwrotnie, jak geometrialdeterminuje ruchy mas. Teoria grawitacji
zostala calkowicie zgeometryzowana. Dotychczas prébowano nadaé geometrii
euklidesowej sens fizyczny. Einstein -dokonal czegod zupeinie odwrotnego, zastepujac
przy tym tylko geometrie Euklidesa znacznie bardziej ogélna geometria (Riemanna).

Z matematyéznego punktu widzenia nalezy odnotowaé dwa trwale sukcesy

teorii wzglednosci. Pierwszym bylo wzbudzenie zainteresowania rozmaitodciami

z okreslonymi na nich pseudoriemanowskimi strukturami. Z poczatku badania

tego rodzaju struktur byly prawie wylacznie domena fizykéw, dopiero w latach
siedemdziesiatych i osiemdziesiatych zaczely powstawaé czysto matematyczne prace
im poswiecone. Drugie osiagniecie zostalo z czasem uznane za naturalne, ale wydaje
sie, e matematycy jeszcze go nie zauwazyli. Zwykle w matematyce bada si¢ réwnania
rézniczkowe okreslone na z géry zadanej przestrzeni, natomiast réwnania pola
grawitacyjnego Einsteina sa pierwszym znanym przypadkiem réwnaii, ktére okreslaja
przestrzen (jej strukture pseudometryczna), na jakiej funkcjonuja. Czy nie jest to
zapowiedZ nowego (trudnego!) rozdzialu teorii réwnan réiniczkowych?

Geometryczne wszech$§wiaty ogélnej teorii wzglednosci

Jednym z zastosowari ogélnej teorii wzglednosci stala sie¢ kosmologia relatywistyczna,
czyli préba rekonstrukeji struktury — ewolucji Wszechéwiata w mozliwie najwiekszej
skali w oparciu o aparat pojeciowy ogélnej teorii wzglednosci.

W roku 1915 skoniczyla sie prehistoria kosmologii, mogla sig zaczaé jej historia
pisana. Po raz pierwszy mozna bylo sensownie postawié pytanie: w jaki sposéb

masy we Wszechswiecie determinuja jego geometrie? Pierwsza praca dotyczaca
kosmologii, juz jako dziedziny fizyki, pochodzi od Einsteina. W 1917 roku ukazuje

sie jego niewielki artykul zatytutowany: , Kosmologiczne rozwazania nad ogélna teoria
wzglednoéci”.
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Naleiy tu zesuaczyé, e w tym

czasie nie byla jeszcze do kosica
wyjasniona sprawa rozmieszczenia
gwiazd we Wszechswiecie. Brak

bylo gcrzekcenujacych danych
potwierdzajacych ,wyspowa” budow.:
Wszechfwiata — natura tzw. mgiawic
spiralnvch byla niejasna; cay sa

to skupiska gazu, cay tei uklaay
gwiazd poza naszna Galaktyka. Cho¢
niektSivzy mysliciele - jak np. Kant

— uwatali, ze mglewice tworza
systemy gwiezdne podobne do naszej
GalaxtyXki, wiclu astronomdw uwazaio
t2 hipotezg za filozoficzna spekulacje.
Lopiere w 1923 roku znakomity
astronom E. Hubble odkryciem cefeidy
w Wielkiej Mglawicy Andromedy (co
pozwolilo wyznaczy¢ ocleglodé do tej

mglawicy) rozwial wszelkie watpliwodci.

Byl to poczatek rowej ery w kesmologii
obserwacyjnej.

Ruchy na wielka skale

we Warechdéwiecie zaobserwowano

w 1912 roku. Dokonal tego

V.M Slipher, asironom pracujacy
w obserwatorium Lowella (Arizona).
Badajac lini2 spektralne mglawic
spirainych zauwazvl, zc w niektérych
widmach sa one przesunicte

ku czerwieni, co, na mocy efektu
Dopplera, Swiadzzyloby o oddalaniu
sie tych kosmicznych obiektéw.

Obecnie pomija si¢ weznelkie ,lckalne”
niejednorodnosci oraz bada geometrig
i ruch materii uérednione po

bardzo duiych obszarach. Materi¢
we Wezechdéwiecie traktuje si¢ jak
plyn (!}, ktérego czastecnkami sa
gromady galaktyk. Niepodwazalny:u
faktem do$wiadczalnym jest réwnics
rozazerznanie sie Wszechswiata.

Praca ta miala dwa korzenie: jeden wyrastsl z przeprowadzonej pizez Macha krytyki
mechaniki newtoncwskiej, drugi z racjonalistycanej filozofii Spirozy. Wiadomo,

ze Einstein studiowal Macha i czytywal Spinoze i ze obydwaj ci myS§liciele wywarli
na nim silne wrazenic. Od Spinozy Einstein przejal mysl, ze Wezechéwiat-powinien
by¢.systemem logicznie zamkanigtym; od Macha pewien szczegdlny przypadek tej ide::
bezwladnodé danego cizla nie jest ,wewnetrana” wilasnoscia tego ciala, lecz wynikiem
oddzialywan miedzy tym cialem, a wszystkirai innymi masami wyrelniajacymi
Wszech§wiat. Te mysl Einstein nazwa? zasadg Macha i cna to wladnie stala sie
gléwnym motywem pracy nad stworzeniem ogélnej teorii waglednoéci, ktérej
nastepstwem hyly ,Kosmologiczne rozwazania...”

Einstein w swojej pierwszej pracy kosmologicznei milczaco zaakceptowal tradycyjny
obraz swiata wypelnicnege jednostajnic gwiazdami pozbawionego systematycznych
ruchéw na wielka skale.

Dokorai te# niezrnacznej modyfikacji ogélnej teorii wsglednosci. Modyfikacja ta,

z punktu widzenia matematycznege zupeinie naturalna (dopisarnie do réwuar pola tzw.
czlonu koemologicznego), gwarantowats istnierie jedynego taw. statycznego rozwiazania
réwnai pola. W ten spoadh Einstein otrzymal pierwsay teoretycznije spdjny model
Wszechdwiata.

Geometryczna konstrukcja, obrazujaca czascprzestrzen statycznege $wiata

Finsteina, jest stosunkowo prosta: mamy czas kesmiczuy w postaci proatej;

ra te prosta ,nawlekamy” przestrzenie chwilowe, tak by kazdej chwili czasu
kosmiczucgo odpowiadala jedna i tylko jedna przestrzeh cawilowa (% danym

ukladzie wspéirzeduych). Innymi slowy: na oé czasu nawlekamy hipsrkule; i:térych
iréjwymijarowe powierzchnie za, przestrzeniami chwilowymi. W efekcie otrzymuiemy
hiperwalec, ktérego osia jest os czasu, = przekroje prostopadle do osi czasn
kiperkulami, k:térych iréjwyniiarowe powierzchnie starowia przestrzenie chwilowe.
Powierzchnia hiperwalca ma cztery wymiary i reprezentuje czasoprzesirzenl statycinego
modelu Eiasteina. Dlatego tei modei ten razwano takie modelem cylindrycznym.

Praca Hinsteina nie rozwiazala wazystkich zagadek kosmologicznych. Wkrétce okazato
sie nawet, Ze jej sodstawowe wyniki nie zgadzaja sie z nowo przeprowadzonymi
obserwacjami astfonomicznymi.

Dujym zaskoczeniem:dla opinii natkowej bylo rozwiazanie réwnas Einsteina

przez Wilhelma de Sittera. Otrzymal on ,konkurencyiny”® model Wszechéwiata.
Wszechéwiat de Sittera by} pusty! Dc tego jeszcze sie rozszerzall De Sitter réwnies
poszukiwal statycznege modelu (innego nie wyobrazal sobie) i sadzil, ze model taki
znalazl, gdyz krzywizna wymodelowanego przezef éwiata byl stala. Dzié tego redzaju
model nazywamy stacjonarnym; statyczny jest natomiast wszech§wiat Einsteina.

Statycany,model Einsteina i pusty model de Sittera sa rozwiazaniami tego samego
réwnania i to rozwiazaniami w pewnym sensie skrajnymi. Fomiedzy nimi znajduje sie
bardzo wiele modeli, ktére ani nie s3 statyczne jak éwiat Einsteina, ani nie sa puste
jak Swiat de Sittera. Wykazal to Aleksander Friedman. Rodzily si¢ nowe publikacje

i dalsze donioste odkrycia. Ich autorami byli A. Friedman, G. Lemaitre, E. Hubble,
A. Eddington, H.P. Robertson, A.G. Walker i wielu, wielu innych.

Poczatki wspélezesnej kosmologii powstawaly pod znakiem paradokséw. Nauka

o Wszechswiecie jeszcze nie zdolata sie wyzwoli¢ z paradokséw przedrelatywistycznych,
a juz pojawily sie nowe. Paradoksalny byl przede wazystkim pusty, ale rozszerzajacy sie
$wiat de Siitera. Obserwacyjny efekt ocieczki galaktyk tei prowadzit do klopotliwych
wnioskéw.

Mimo istotnych trudnosci, w drugiej i trzeciej dekadzie naszego stulecia kosmologia
zyskala dwie rzeczy: baze obserwacyjna i teoretyczna nadbudowe, w ktérej waina
role odegraly metody geometryczne. Postawilo to ja w rzedzie wspsiczesnych nauk
przyrodniczych. Réwniez matematycy doskonalili i rozwijali nowe teorie. Geometria
ulegla nieprawdopodobnym przeobrazeniom. Herman Weyi pcdal abstrakcyjna
definicje rozmaitosci — tworu, bez ktérego trudno sie teraz obejs¢ we wepdlczesnej
fizyce. Levi-Civita wprowadzit pojecie pochodnej kowariantnej i koneksji. E. Cartan
nadal nowoczesna postaé geometrii réiniczkowej i wytyczy! kierunki badan oraz
postawil problemy, ktérych starczy do konca stulecia. Schouten doprowadzit

do perfekcji symbolike rachunku tensorowego. Narcdzilo sie niezwykle subtelne

i abstrakcyjne pojecie wiazki wiéknistej. Poteine narzedzia stworzyla topologia.
Wszystkie te konstrukcje mialy by¢ skwapliwie wykorzystane przez kosmologéw juz
po drugiej wojnie §wiatowej.
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Zakoriczenie?

Na tym musimy doéé brutalnie przerwaé nasza opowieéé o wzajemnych zwiazkach
pomiedzy kosmologia a geometria. Wraz z dalszymi sukcesami nauki o Wszechéwiecie
zwiazki te jeszcze bardziej spotegowvialy sig¢. Ich dokladniejsze przebadanie wymagaloby
odrebnego studium, byé moie nawet odrebnej monografii ksiazkowej. Na zakoriczenie
naszych rozwaiaf poprzestahmy na kilku uwagach, ktére zapowiadaja, ie podjecie
trudu zbadania wzajemnych oddzialywar pomiedzy teoria wzglednoéci a nowoczesna
geometria mogloby odplaci¢ niezwykle interesujacymi rezultatami.

Nie ulega watpliwosci, ze wizle geometrycznych idei XX wieku narodzilo sie

z relatywistycznych inspiracji, chociaz mozna obserwowaé proces stopniowej
emancypacji poje¢ matematycznych. Jesli nawet Weyl nie stworzyl pojecia rozmaitodci
specjalnie dla potrzeb fizyki, to w kazdym razie sam je wkrétce zastosowal

do zagadnien fizycznych, ale jui prace Whitney’a nad tym pojeciem nie mialy
bezpoéredniego zwiazku z zastosowaniaini, a niektére z jego wynikéw zostaly
wykorzystane w fizyce relatywistycznej znacznie pdZnie;j.

Zachodsi takie proces ,inspiracji w przeciwna strong”: fizycy relatywisci pelnymi
garsciami czerpia z prac ,czystych matematykéw”. O ile je znaja — niestety za czesto
zdarza sie, ze matematyczne narzedzia juz istnieja, ale odpowiednie czasopisma

nie znajduja sie w bibliotekach wydzialéw fizyki. Rzadko jednak wykorzystanie
teorii matematycznej do fizyki relatywistycznej jest automatyczne; z reguly wymaga
daleko idacych przystosowari, a niekiedy opracowania nowej teorii matematycznej,
wzorowanej na juz istniejacej. Tak bylo w przypadku slynnych twierdzed o istnieniu
osobliwodci w kosmologii i astrofizyce relatywistycznej. Osobliwoé¢ rozumie sie tu
jako geodezyjna niezupeinoéé czasoprzestrzeni. Teoria geodezyjnej niezupeinoéci

dla rozmaitodci z metryka riemannowska byla dobrze opracowana przez geometréw
réiniczkowych (w tym wypadku geodezyjna niezupeinoéé pokrywa si¢ z metryczna
niezupeinodcia rozmaitosci), ale ani wynikéw, ani nawet wigkszoéci metod nie mozna
przenieéé na praypadek czasoprzestrzeni. Czasoprzestrzenie wyposazone sa w metryki
pseudoriemannowskie (tzw. metryki Lorentza) i bogactwo mozliwych sytuacji jest tu
bez poréwnania wigksze. Penrose, Hawking, Geroch i inni musieli najpierw stworzy¢
teorie geodezyjnej niezupeinosdci rozmaitoéci pseudoriemannowskich (lorentzowskich),
a dopiero potem zastosowal ja do czasoprzestrzeni.

Wspomnieli$my juz o niezmajomosci (lub niewystarczajacej znajomoéci) osiagnieé
czystej matematyki przez fizykéw-realistéw. Nieznajomoéé ,,w druga strone” byla
jeszcze wigksza. Matematycy na ogél mato interesowali si¢ metodami i wynikami
uzyskiwanymi przez swoich kolegéw fizykéw, a nierzadko patrzyli na nie z odcieniem
pobiazania, jakby w przekonaniu, ze zastosowania 83 ujma dla krélowej nauki.

Na szczedcie w ostatnich latach sytuacja pod fym wzgledem zaczela si¢ zmieniaé.
Fizycy teoretycy intensywnie pracuja obecnie nad teoriami wielkiej unifikacji

i superunifikacji, ktérych celem jest znalezienie takiej struktury matematycznej, ktéra
zawieralaby w sobie cala znanga fizvke. Na potrzeby tych teorii wypracowano szereg
bardzo pigknych i ogélnych metod (zwlaszcza tak zwana metoda cechowania). Okazalo
sie, ze metody te sa takie skuteczne w czystej matematyce. Za ich pomoca udalo

sie uzyskaé kilka zaskakujacych wynikéw (egzotyczne struktury réiniczkowe na RY),

a perspektywy na przyszloéé sa jeszcze bardziej obiecujace. Ale to juz osobny rozdzial
- rozdzial, ktéry historia dopiero pisze.

Wszystko wskazuje na to, ze przyszloéé nalezy do badar interdyscyplinarnych.
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