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Dlaczego nie potrafie zaproponowaé¢ konkretnego
programu zajeé z dydaktyki matematyki dla shuchaczy
studium podyplomowego

Godzac sie napisaé co, moim zdaniem, powinno si¢ znaleZ¢ w programie zajeé

z dydaktyki matematyki na studium podyplomowym dla nauczycieli, nie wiedzialam
jeszcze, jak trudne jest to zadanie. Wystarczylo jednak tylko zaczaé mysdleé nad
problemem, poczytaé co nieco...

Wiedzieé, jaki powinien byé ten program, znaczyloby, choéby czedciowo rozwiazac
problem tzw. profesjonalnej wiedzy nauczyciela, lub, bardziej po polsku, podstaw
zawodowego wyksztalcenia nauczyciela matematyki. Jest to problem trudny,

do dzié nie rozwiazany, choé sporo ludzi nad nim sie¢ biedzi. Na kongresie ICME—6
(International Congress of Mathematics Education) w Budapeszcie dyskutowano

o nim przynajmniej w czterech sekcjach. W szczegélnodci stwierdzono: ,,Wiele uwagi
poéwiecono kwestii wiedzy, jaka jest niezbedna nauczycielowi. Istnieje napiecie miedzy
tymi, ktérzy twierdza, ze nauczycielowi potrzebna jest przede wszystkim wiedza
matematyczna, a tymi, ktérzy podkreélaja wage wiedzy pedagogicznej. Ogélnie
panuje zgoda co do tego, ze dobry nauczyciel potrafi z powodzeniem laczyé wiedze
pedagogiczna i wiedze matematyczna, ale pozostaje problemem otwartym jaka jest
dokiadnie natura tej wiedzy” (z raportu grupy TI ~ The profession of teaching).

Byly glosy poddajace w watpliwoéé mozliwoéé ustalenia czegoé, co moinaby nazwaé
podstawowa wiedza profesjonalna, nauczyciela, co nie budziloby kontrowersji, i co
moznaby przekazaé przyszlym lub aktualnym nauczycielom w czasie studiéw.

Rézne mozna tu przytaczaé argumenty. Na przyklad: cokolwiek bysmy nie powiedzieli
i nie glosili na wykladach, seminariach itp., to interpretacja tego wszystkiego bedzie
zalezala od indywidualnych przekonan i'pogladéw nauczycieli na sama matematyke,
jej nauczanie i role nauczyciela. Te przekonania i poglady zaleia od kultury, w jakiej
sie wyroslo, od doéwiadczefi, jakie si¢ wynioslo ze szkoly, uniwersytetu, od wzoréw
zachowar, jakie si¢ tam mialo. Z drugiej strény, problematyka zwiazana z nauczaniem
matematyki jest niezmiernie szeroka i ogniskuje w sobie filozofie i socjologie,
psychologie, matematyke, a ostatnio takze informatyke i techniczne umiejetnosci
programowania i korzystania z komputeréw. Literatura jest rozproszona i, nie tylko

u nas w kraju, trudno dostepna. Nielatwo jest wyobrazi¢ sobie kogod, kto, z réwnym
zapalem i znajomoécia rzeczy, byltby w stanie realizawaé kaidy punkt programu
obejmujacego choéby najbardziej podstawowe problemy z dziedziny nauczania
matematyki. Trudno jest wiec ustalaé jaki§ obowiazujacy program. Ponadto, nawet
przy zaloieniu, ze potencjaini wykladowcy przeczytali te same ksiazki i artykuly

i maja, w przyblizeniu, te sama wiedze, nie mozna mieé pewnoéci, ze zinterpretuja
oni ten sam program tak samo. Raczej jest bardzo wysokie prawdopodobiefistwo,

Ze zrozumieja i zrealizuja go zupekie inaczej. Tak jak to przed chwila méwilam

o nauczycielach, interpretacja programu bedzie zalezala od jawnej lub niejawnej
filozofii matematyki, nauczania i koncepcji roli nauczyciela posiadanych czy
wyznawanych przez wykladowce.

Poniewaz jednak nie mozna powiedzieé, ktéra filozofia i ktéra koncepcja roli
nauczyciela sa lepsze, bardziej uniwersalne od innych (taka jest bowiem natura
filozofii), to wybér wykladowcy i ulozenie programu staja si¢ jeszcze trudniejsze.

Coé zamiast programu

Jedli nie ma jednej dobrej filozofii, jesli trudno méwié o jednej poprawnej interpretacii,
to moze wladnie prezentowaé nauczycielom wieloéé spojrzefi, rozmaitych rozwiazan,
ujeé, podejéé do nauczania tego samego materialu, prowokujac ich do dyskusji,
refleksji, zastanawiania si¢ nad wilasnymi nawykami, trudnoéciami, bledami. Zamiast
wykladéw — wspélna praca w réznych formach. Zamiast wykladowcy — animator.
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Zamiast realizowania programu - organizowanie pracy zespotu lub zespoléw wokét
pytan, ktére moga pochodzié od samych nauczycieli. J2éli pytanie nauczyciela jest
bardzo szczegdlowe, to sprawa animatora jest ujrzeé w nim zogniskowane szersze
problemy matematyczne i dydaktyczne i eksploatowaé je w tych kierunkach, sugerujac
nowe pytania, zagadnienia do opracowania lub dyskusji.

Nauczyciele, ktérzy biora udziat w zajeciach studium podyplomowego, na ogdl maja
pare lat pracy w zawodzie, moze ulegli juz pewnej rutynie.

Celem zajeé z dydaktyki matematyki mogloby byé zachwianie ta rutyna, uswiadomienie
nauczycielom istnienia innych mozliwych podejéé, postaw i zachowari w klasie podczas
lekcji matematyki. Nie da sie tego osiagnaé za pomoca wyktadéw, przez opowiadanie.
Nauczyciele musza to sami przezyé, jako — teraz — uczniowie, studenci; oni mnsza mieé
wzory postaw do nasdladowania. Niech prowadzacy zajecia animator zademonstruje im
postawe otwarta wobec ich wiedzy, niech negocjuje z nimi znaczenia pojeé i symboli
matematycznych zamiast je ustanawiaé z wysokodci swojej katedry.

Kilka przykladéw z wlasnego doswiadczenia

W semestrze zimowym roku akademickiego 1988/89 miatam kilka zajeé z grupa
stuchaczy Studium Podyplomowego w Siedlcach w ramach tak zwanego
konwersatorium z dydaktyki matematyki.

I Chcialam daé na poczatek coé praktycznego. Wybralam propozycje dydaktyczna
dotyczaca nauczania poczatkéw analizy ([5]). Pierwszy blad: tylko dwie osoby

na sali uczyly w liceum. Zaczelam od saznistego wykladu zawierajacego filozoficzne
rozwazania dotyczace natury wiedzy naukowej i matematycznej, jej zwiazkéw

z kultura, przekonaniami, wierzeniami, koncepcjami czasu, przestrzeni tkwiacymi

w danej kulturze; krétko méwiac, zaczelam od pojecia przeszkody epistemologicznej
(to takie moje hobby — patrz [3], [4]). Drugi blad. Jedna pani z wypiekami na twarzsy
prébowala cos zanotowad; inni, po kilku minutach zapadli w spokojna drzemke.

Ozywili si¢ dopiero gdy przeszlam do prezentacji zestawu 10 pytard bedacych osnowa
propozycji dydaktycznej. Geneza tych pytan byly rézne bledne rozumowania

i spontaniczne koncepcje uczniéw, ktére ujawnily si¢ podczas moich badaf nad
mysleniem matematycznym licealistéw. Dalszy ciag zajeé byl juiz wspélnym
zastanawianiem sie i dyskusja. nad mozliwymi Zrédlami i przyczynami uczniowskich
bledéw. Nauczyciele proponowali tez rézne sposoby i zabiegi dydaktyczne
umozliwiajace pokonanie lub unikniecie tych bledéw.

Bledy uczniowskie budza wiec zainteresowanie nauczycieli. Moze to jest dobry temat?
Odskoczuia do eksploracji w rozmaitych kierunkach?

Po pierwsze, blad kaze zastanowié sie nad znaczeniemm matematycznych pojeé

i symboli, z ktérymi jest zwiazany — a wiec prowadzi do lepszego rozumienia
matematyki, kiérej si¢ uczy. Po drugie, jest okazja dla animatora do zademonstrowania
notwartej” postawy wobec wiedzy uczniéw. Postawa ta nie polega na karceniu ucznia
za popelniony blad i sankcjonowaniu go, lecz na zainteresowaniu sie, jakie to ukryte
koncepcje ucznia prowadza go do bledu i na negocjonowaniu nowego znaczenia.

Po trzecie, btad pobudza do refleksji nad mozliwoéciami matematycznej eksploatacji

biedu. ) :

Na przyklad, uczer upiera sie przy twierdzeniu ze 0,999... jest mniejsze od 1. Cay
popelnia blad w jakim§ absolutnym sensie? Co to jest, dla niego, ,,0,999...”7 Liczba?
Ciag? Jedli ,,0,999...” oznacza ciag, to co znaczyloby ,,0,999... = 1?7 Cszy ten znak
réwnoéci znaczy to samo, co w napisie ,1 + 1 = 2”? Co oznaczaja te trzy kropeczki?
Co to znaczy ,nieskoriczenie wiele dziewiatek®? Bardzo duzo? Dowolnie duzo?

Ze zawsze moina dopisaé jeszcze jedna?

Jesli uczen proporuje napisaé ,,0,999... s 1” zamiast tego samego ze znakiem
réwnosci, to mozna zapytaé, czy jakosé tego prayblizenia jest taka sama, jak,

na przykiad, przyblizenia 0,888... ~ 0,9. Moze lepsza? Na czym to polega? Moie
réznica miedzy 1 a 0,999...jest mniejsza od dowolnej liczby dodatniej, czego nie moina
powiedzieé 0 0,9 i 0,888...7

Inny przyklad. Jesli uczeh z uporem dodaje ulamki ,,po wspélrzednych” i pisze,

na przyklad, e 2/3 + 4/5 = 6/8, to nauczyciel powinien si¢ zainteresowaé znaczeniem,
jakie przypisuje on napisowi ,,2/3”. Moze kojarzy on to ze stosunkiem punktéw

w jakiej§ grze? Jedli w pierwszym secie wynik byl dwa do trzech, a w drugim — cztery
do pieciu, tc ostatecznie wynik meczu moze byé szeéé do oémiu, jeéli takie sa reguly
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obliczania punktéw w tej grze. To nie jest bledne rozumienie zapisu ,2/3”, tylko,

po prostu, inne. Rozumienie napisu ,2/3” jako ulamka pewnej caloéci trzeba z uczniem
wynegocjowad i nie szkodzi, ze si¢ przeciez pojecie ulamka porzadnie juz kiedys
wprowadzilo i wyjasnilo znaczenie takich zapiséw. Tamte slowa mogly nie mieé

dla ucznia oczekiwanego znaczenia. Mozna wigc wréci€é do pojecia ulamka. Ale

mozna te: péjéé w innga strone i zapytaé, jakie bylyby konsekwencje przyjecia reguly
wa/b+c/d=(a+c)/(b+d)” (por. [2]).

II Problematyka bledéw jest bardzo obszerna i ma wiele aspektéw. Bledy popeiniaja
takze nauczyciele. Moga to by¢ bledy matematyczne, pedagogiczne, psychologiczne.
Warto te bledy dyskutowad, analizowal. Warto tez zastanowié si¢ nad reakcja
nauczyciela na wiasny blad. Kamuflaz, czy raczej otwarte przyznanie si¢ do bledu

i wspélne z uczniami poprawianie go, szukanie jego przyczyn? Kamuflai robiony jest
czesto dla ratowania wlasnego autorytetu; ale gdy uczniowie wykryja go, autorytet
naucsyciela pogrzebany jest na wieki. Druga mozliwoéé pozwala jednoczeénie zachowad
autorytet i daje uczniom pewien wzorzec, jest okazja do ksztalcenia u nich krytycznej
postawy wobec wiasnych rozwiazain.

Dobre rezultaty w zakresie ksztalcenia u nauczycieli zaréwno analitycznej postawy
wobec wlasnych btedéw, jak i lepszego rozumienia pewnego fragmentu matematyki,
_dostarczyly zajecia osnute znowu wokél pewnego zestawu pytai, z tym ge, tym ragem,
nauczyciele sami na nie odpowiadali.

" Nauczyciele pracowali nad pytaniami w grupach, mogli dyskutowaé z kim chcieli; grupa
miala przedstawi¢ jedno, uzgodnione rozwiazanie. Nauczycielom bardzo podobala sig
ta forma pracy. Nie bylo tu napiecia zwiazanego czesto z praca samodszielna, ktéra
trzeba oddaé prowadzacemu zajecia. Kiedy nauczyciele uznali, ze zakoficzyli prace,
zebralam rozwiazania. Na nastepnych zajeciach przedstawilam wyniki — nie ocene

lecz rozwiazania. Ocena, wybér dobrych rozwiazan, poszukiwanie bledéw — nalezaly

do stuchaczy.

A oto pytania; byly one podawane nauczycielom stopniowo, nie wszystkie naraz.
Chodzilo o to, by daé okazje do popelnienia bledu. Nastepne pytanie czesto kazalo
zrewidowaé odpowiedZ na pytanie poprzednie.
»1. Czy nastepujacy tekst:

‘Niech

\/2+\/2+...\/2+\/5=z,

gdzie wyrazenie po lewej stronie jest rozumiane jako nieskonczone.
Podniesmy obie strony tej réwnoéci do kwadratu. Skoro wyrazenie,
o ktérym mowa, jest nieskoriczone, to mamy

. 24z =212
Stad z = —1 lub z = 2. Poniewas z > 0 to musi byé z = 2’

przekonuje cie o prawdziwodci réwnoéci

\/2+\/2+...\/2+\/§=2?,

2. Cazy tekst ten jest poprawnym dowodem tej réwnosci?

\/2+\/2+...\/2+\/§?

4. Na jakiej podstawie mozna sadzié, ze ciag V2, ..., \/2 +V2+...+ V2 jest

3. Co to jest wlasciwie

: n skiadnikéw

zbiezny?

-5. Czy mozesz podaé definicje rekurencyjna tego ciagu? Ciag ten moina traktowad
jako powstaly z iterowania jednej funkcji. Jakiej? Jak mozna to wykorzystaé dla
dowodu zbieznoéci ciagu?

6. Czy w dowodzie, ze ciag z zadania 4 jest rosnacy i ograniczony 2 odgrywa jakaé
specjalnga role?



7. Zbadaj wyraienie: R[a] = \/a +1v/a + ...+ /a (nieskoficzona licsba skiadnikéw).

Dla jakich a okreéla ono pewna liczbe rzeczywista? Znajdf R[a] dlaa=1,3,4,5,6.
Dla jakich a, R[a] jest liczba naturalna?

8. Zbadaj funkcje )
R[]: Rt U {0} - R U {0}
. &+~ Ra]

'w otoczeniu zera (por. [1]).”.

Nie bede tu omawia¢ odpowiedzi uczestnikéw konwersatorium w calodci. Powiem tylko,'
e na szeéé zespoléw, tylko w jednym uznano si¢ za nieprzekonanych. Ale jui cstery
zespoly uznaly dowéd za niepoprawny (ale tylko w jednym dodano komentars: ,bo to
83 dsialania nieskoriczone”; w innych odpowiedszi nie uzasadniono). Na pytanie trsecie
byly tray odpowiedzi typu: ,Jest to liczba rzecsywista®, dwie — ,suma nieskoficsona®,
jedna — ,pierwiastek laficuchowy”.

Zakonczenie

Przed prizystapieniem do pisania tego artykulu chcialam uslysseé ,glos ludu®;
sapytalam wiec uczestnikéw konwersatorium, csego ocsekiwaliby od zajeé s dydaktyki
matematyki na studium. Oto kilka odpowiedsi: ,Ja nie umiem oblicsaé granicy
funkcji w punkcie; ile rasy oblicze, zawsze okazuje si¢, ¢ powinno wyjéé co innego”;
»Ja mam klopoty z konstrukcjami geometrycznymi®; ,Coé o sastosowaniach w fisyce”;
»O typowych bledach naucsycieli i jak ich unikaé®.

Jest to bogaty program. Byloby co robi¢ prsez caly semestr. S:koda,.ie sadalam to
pytanie pod koniec zajeé zamiast wszystko od niego zacsaé.
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