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Leonard Euler napisal tyle prac, ze z okazji kolejnych rocznic jego urodzin

i $mierci Akademie Nauk (Szwajcarii i Rosji) publikowaly kolejne tomy Opera
omnia. Jednym z przedsiewzie¢ upamietniajacym zas rocznice, ktéra obchodzimy
teraz (300 lat od urodzin), jest nowy przeklad (na angielski) fundamentalnego
dzieta Eulera o algebrze, pisanego w latach 1765-66, wydanego przez
petersburska Akademie Nauk w 1770 r. Oryginalny, niemiecki tytut Volstandige
Anleitung zur Algebra mozna przettumaczyé na polski tak wlasnie, jak tytul tego
artykulu. Uwaza sie, ze jest to druga, po Elementach Euklidesa, ksiazka
matematyczna o najwiekszej liczbie wydrukowanych egzemplarzy. Przektady
pojawialy sie jak grzyby po deszczu (przed koricem XVIIT wieku: na rosyjski
1768-9, holenderski 1773, francuski 1774, na tacine 1790, na angielski 1797

i grecki 1800). Edycja wydawnictwa Reclam Verlag sprzedata sie od 1883 do
1943 roku w liczbie okoto 108 tysiecy egzemplarzy.

I nic dziwnego. Metode Eulera wyktadu algebry zakwalifikowaliby$Smy dzisiaj jako
Ezemplarisches Lernen (uczenie na przykltadach), moze jako ,metode projektow”
najpierw jest problem i do niego dobieramy sposéb rozwiazania. Uczymy sie,
robigc cos. To trudniejsza, ale trwalsza droga niz wyktad i éwiczenia, duza porcja
teorii, porcja praktyki. Ladnie ujmuje to skomplikowanie brzmiaca maksyma:

Tego, czego powinnismy sie nauczyc, by cos robicé, uczymy ste, robigc to wlasnie.

Sam Euler traktowal swoja ksiazke jako podrecznik do samodzielnego
studiowania. I to sie mu udato — zrozumie ja kazdy. Oczywiscie, pisana byta, gdy
nie zostaly jeszcze odkryte grupy, pierScienie i ich ideaty, ciata, przestrzenie
liniowe, topologia i geometria algebraiczna, algebry uniwersalne, algebry Boole’a
— slowem, kiedy algebra nie zawojowala jeszcze naszego swiata matematycznego,
a matematyka nie byla wcale algebraicznym mocarstwem — nawiazuje tu do
tematu pewnej Szkoly Matematyki Pogladowe;j.

W o$miu tomach swego dziela Euler podaje zadania i je rozwiazuje. Niektore

z nich zakwalifikowalibySmy dzi$ jako matematyke rekreacyjng, inne sa
ciekawymi zadaniami tekstowymi, dobrymi i dla dzisiejszej szkoty. Wiele z tych
zadan jest bardzo starych, bardzo wiele Euler przepisal z pierwszej niemieckiej
ksiazki o algebrze, ktorej autorem byl Rudolf (1553). Oto przyktady.

Trzech kupcow nabyto na spotke dom za 100 talarcw reniskich. Gdyby pierwszy

z nich pozyczyt od drugiego % jego pieniedzy, to mogtby dom kupié samodzielnie.
Gdyby drugi kupiec pozyczyt od trzeciego % jego pieniedzy, takze mdgtby kupicé
dom samodzielnie. To samo mdgtby zrobié trzeci kupiec, pozyczywszy od
pierwszeqo % jego pieniedzy. Ile pieniedzy miat kazdy z nich?

Kupitem sukno, ptacgc po 7 talaréw za 5 tokci. Sprzedatem wszystko biorgc za
7 tokci po 11 talaréw. Zarobitem na tym réwno 100 talarow. Ile byto sukna?

Pewien bogaty szlachcic podzielit w testamencie sztuki ztota miedzy swoje dziect
w nastepujgcy sposob. Dziecko o numerze i otrzymato a -1 sztabek, plus %-tq
czesSé pozostatej liczby sztuk ztota. Okazalo sie, ze wszystkie dzieci otrzymaly po
rowno — tyle samo Zota. Ile byto dzieci i ile sztuk ztota miat szlachcic?

Uwaga: n nie jest liczba dzieci, tylko pewna liczba naturalna.

Zadanie to jest bardzo stare, rozwiagzywatl je juz Cardano, a takze wspomniany
juz Rudolf. Rozwigzan jest wiele. Czytelnik z 21. wieku bedzie miat wiele
uciechy, szukajac kolejnych.
Ale nie tylko takie ciekawostki wypelniaja Wprowadzenie do Algebry Leonarda
Eulera. Euler byt wspanialym rachmistrzem. To on potrafit roztozyé¢ na czynniki
piata liczbe Fermata:
5
22" 41 = 641 x 6700417,

a szacunek budza takie przyktady, kiedy an? 4+ 1 moze byé kwadratem, jak na
przyktad
13- 2336402 + 1 = 709 639 444 801 = 8423012

Wiele miejsca poswieca Euler réwnaniu

y? = a+ bz + cx’® + da®
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i jego rozwiazaniom wymiernym. W jezyku dzisiejszej geometrii algebraicznej
powiedzielismy, ze bada krzywe eliptyczne i punkty wymierne na nich — to
klasyczne zagadnienie odegralo zasadnicza role w dowodzie Wilesa Wielkiego
Twierdzenia Fermata. Nie da siec oméwié catej zawartosci dzieta Eulera,
zwlaszcza, ze przy koncu koniecznie chce napisaé o ,polskim akcencie”.

O wtasnie, do stynnego juz wtedy zagadnienia Fermata podchodzi Autor bardzo
interesujaco. Probuje je rozwiazaé¢ metodami elementarnymi, przynajmniej dla
wyktadnika n = 3. Uzasadnia nawet, jak moze, dlaczego rozwigzaé si¢ nie daje.
Przy koicu ksiazki pisze mniej wiecej tak, proroczo: ,widocznie do tego réwnania
potrzebne sa specjalne metody, ktore nie zostaly jeszcze wynalezione. Dla
réwnania

2 4 y3 =28
udalo mi si¢ znalez¢ metode”.

Metoda ta to (znana juz Fermatowi) algebraiczna wersja ,niekonczonego zejscia’.
Tak dowodzili niewymiernosci liczby /2 starozytni Grecy. Przypomne: nietrudne
rozwazania pokazuja, ze hipotetyczna wspolna miara przekatnej kwadratu i jego
boku musi by¢ tez wspdlna miara analogicznych odcinkéw w mniejszym
kwadracie (p. np. Marek Kordos, Wyktady z historii matematyki) — zatem po
pewnej liczbie iteracji owa wspo6lna miara bylaby wieksza niz caty bok kwadratu.

Rachunki, ktoére zastosowal Euler do wykazania nierozwiazalnosci rownania
Fermata dla wykladnika 3, zrozumie kazdy licealista, a jeszcze prostszy jest
przypadek n = 4, ale z powodu ograniczonosci miejsca nie przytocze ich. Idea
jest nastepujaca: zakladamy, ze rozwiazanie istnieje i wykazujemy, ze wobec tego

musi istnieé¢ jeszcze jedno, w ktérym liczby sa juz mniejsze. I tak dalej, ... ale
jak dalej? Nieskonczony ciag malejacych liczb naturalnych nie istnieje. Jezeli
konstruujemy taki ciag, to ... musi gdzies tkwi¢ falsz. I wszystko jasne — jak oto

$mieliSmy przypuscié, ze rownanie ma rozwiazanie? Euler ttumaczy to do$¢ dtugo
i zawile — widocznie metoda bylta ,nowa” i nie catkiem przyswojona. Dzi§
powiedzieliby$my, ze wszystko jest w porzadku, bo zbiér liczb naturalnych jest
dobrze ufundowany.

Oto ten dowod Eulera twierdzenia Fermata dla wyktadnika 3. Mozemy zatozy¢,
ze liczby catkowite spelniajace réwnanie 23 4+ y3 = 23 sa wzglednie pierwsze,
dodatnie i ze x > y . Zatem co najwyzej jedna z nich moze by¢ parzysta; bo
gdyby dwie byly parzyste, to i trzecia tez. Ale takze jedna z nich musi by¢
parzysta, bo nieparzystosé dwoch z nich implikuje parzystosé trzeciej. Zaltézmy
najpierw, ze liczba parzysta jest z. Wtedy x oraz y musza by¢ nieparzyste. Niech
2p=x+4+yoraz2q=x—y,azatemx =p-+gq, y =p—q. Liczby p i q tez sa
wzglednie pierwsze, a takze réznej parzystosci. Zachodzi tatwa do sprawdzenia
rOWNOSC

2P =2+’ = (e +y)(@® —ay+ ) = 2p(0° + 3¢%).
Inaczej méwiac, wyrazenie 2p(p? + 3¢2) jest szeScianem pewnej liczby calkowitej.
Dojdziemy do podobnego wniosku i dla parzystego x. Mianowicie podstawiamy
teraz 2p =2z —y,2q=z+y, czyli z=p+q, y = ¢ — p. Wtedy

¥ = 2%~y = 2p(p” + 3¢°).

Symetria rownania wzgledem zamiany x na y Swiadczy o tym, ze przypadek
obejmuje takze i parzystosé y.

Wracamy do dowodu twierdzenia Fermata dla wyktadnika 3. Nastepnym krokiem
w dowodzie jest wykazanie, ze jezeli liczby 2p i p? + 3¢® nie sa wzglednie
pierwsze, to obie sa podzielne przez 3. Niech bowiem d bedzie ich wspdlnym
czynnikiem. Nie moze to by¢ 2, gdyz liczby te sa réznej parzystosci. Przypusémy,
ze d > 3. Istniejg zatem liczby P, Q takie, ze 2p = dP, p? + 3¢ = dQ.

7 pierwszej z tych réwnosci (i z tego, ze d # 2) wynika, ze P jest parzyste. Niech
P =2H, zatem p = dH, a wigc 3¢> = Qd — p? = d(Q — dH?). Zalozylismy,

ze d > 3, zatem d jest dzielnikiem ¢. Ale d bylo tez dzielnikiem p. To sprzeczne
jest z tym, ze p, q sa wzglednie pierwsze. A zatem istotnie d = 3.

Dalszy dowod prowadzimy w dwoch przypadkach: najpierw gdy otrzymane wyzej
liczby 2p i p? + 3¢ sa wzglednie pierwsze i gdy jedynym ich dzielnikiem
pierwszym jest 3. W pierwszym przypadku z otrzymanej réwnosci

23 =2p(p? + 3¢) (czy tez x3 = 2p(p? + 3¢%)) wynika, ze obydwa czynniki 2p
oraz p* + 3¢® sa szeécianami. I tu dochodzimy do ,jadra sedna” rozumowania.
Trudno pojaé, jak mozna byto wpas$é na nastepujacy
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Lemat. Jezeli liczby a,b sq wzglednie pierwsze, to kazdy nieparzysty czynnik
pierwszy liczby a® + 3b% jest tez postaci c? + 3d>.

Dowo6d? E tam, sprawdzmy na przykladzie.
20072 +3-2008% = 16124241 = 3 x 7 x 739 x 1039 =
=(02+3-1%)(224+3-1%)(82 +3-15%)(26 + 3 - 11?).

Skrzystajmy z lematu. Wiemy, ze 2p = u3, p? + 3¢% = v® . Ale jezeli p? + 3¢? jest
szescianem, to jest szeScianem liczby tej samej postaci, tj. a® + 3b. Stad, po
tatwych rachunkach dostajemy:

V8 =p? +3¢% = (a2 + 3b*)? = (a® — 9ab?)? + 3(3a2b — 3b°)°
i mamy p = a® — 9ab? i ¢ = 3ab® — 3b%; w szczegdlnosci
2p = 2a(a + 3b)(a — 3b).

Lewa strona tej réwnosci jest szeScianem, czynniki po prawej sa wzglednie
pierwsze, zatem kazdy z nich jest szeScianem. Pol6zmy

2a =13, a+3b=s a—3b=1t>

To daje r® = 53 + t3. Ale liczby r, s,t s3 mniejsze niz x,y, z. Otrzymalismy
rozwigzanie rownania Fermata z mniejszymi liczbami. Z nowym rozwiazaniem
postapimy tak samo — przerobimy je na mniejsze. Mozemy tak is¢

w nieskoriczonosé, no ale z drugiej strony nie mozemy. Sprzecznosé, koniec
dowodu, hurra.

Przedstawiony tu dowod jest dalece niekompletny. Nie ma dowodu lematu (a jest
naprawde blyskotliwy) i nie zostal rozpatrzony przypadek, gdy jedynym
dzielnikiem pierwszym liczb 2p i p? + 3¢? jest 3. Ale ... ja ten caly dowdd po
prostu przepisywalem ze strony internetowej (autorstwa Larry’ego Freemana

z Freemont w Kalifornii), na ktora kazdy moze sobie zajrze¢ i jest tam lepiej
wytuszczone o co chodzi:

fermatslasttheorem.blogspot.com /2005 /05 /fermats-last-theorem-proof-for-n3.html

Zmarly niedawno Ryszard Kapusciriski nazwal paradoksem Schella (Jonathan
Schell, wspolczesny eseista amerykanski) zjawisko, ze wzrost informacji powoduje
zwiekszanie sie niewiedzy ludzi. Moze i zZyjemy w epoce informacji, ale ta
informacja najwidoczniej przechowywana jest gdzie indziej niz w umystach
obywateli. Wyglada na to, ze podczas gdy komputery sa zapchane informacja,

w umystach straszy coraz wieksza pustka. Zamiast o tym, jak pisac,
dyskutujemy, jak redagowaé, a zamiast o wyktadaniu rozprawiamy o prezentacyi.
Wiemy jak pojemna jest pamieé, a nie wiemy, co ma byé¢ w tej pamieci. Jak
widaé, przy pisaniu tego artykutu sam wpadtem w te putapke.

Ucze w WSTiO, Wyzszej Szkole Tego i Owego. Szkota jest zreszta na dobrym
poziomie, walczy zatem o przetrwanie, bo konkurencja kusi zanizaniem optat ...
i wymagaini. Przyjeto zatem kilkunastu studentéw z Nigerii. Maja oni znakomite
$wiadectwa maturalne ze swojego kraju. Jesli chodzi o matematyke, sa
poréwnywalni z naszymi érednio rozgarnietymi gimnazjalistami; na przyktad po
pewnym czasie da sie im wytlumaczyé, co otrzymamy, jezeli od liczby 3
odejmiemy iloczyn minus 2 i minus 3. Jeden ze studentéw umial nawet
rozwiazaé¢ rownanie kwadratowe!!! No i wtasnie. Yes, sir, of course, odpowiedzial
Mgwayoplu Nukabe na moje pytanie, czy potrafi znalezé w Internecie hasto
,wektory wtasne”. Istotnie, znalazt w p6t minuty — i najwyrazniej uwazat, ze
opanowal juz technike szukania wektoréw wlasnych macierzy.

Ale Internet ma takze zalety, na przyktad dostarcza rozrywki. Dlugo nie mogtem
zrozumieé, ze wciaz sa ludzie, ktérzy probuja wykazaé twierdzenie Fermata
elementarnymi rachunkami. Jednym z nich jest Tom Ballard
(http://www.fermatproof.com/ , ktory zdaje sie na powaznie twierdzi, ze zrobit
durnia z Andrew Wilesa.

Odszedlem od Eulera i wroce do niego w zupelnie innym, ,,polskim” kontekscie.
Zauwazmy, ze wielomian jednorodny f kilku zmiennych jest proporcjonalny do
sumy swoich pochodnych czastkowych mnozonych przez kolejne zmienne, na
przyktad dla f = 2%yz + zy?z + zy2? mamy
of
Ti—— =
! axl
+ 2 - (22y + xy? + 22yz2) =
=4 (2%yz + 2y’z + ayz’®) = 4f.

x- (2zyz +yPz +y2) +y - (222 + 2ryz + x2?) +
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Ta nietrudna zaleznosé nosi nazwe tozsamosci Eulera. Latwo zauwazyé, ze
wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest stopieri.

Przeskoczmy 250 lat. We wspoélczesnej geometrii algebraicznej ciaggiem Eulera
nazywa si¢ taki oto ciag wiazek wektorowych na przestrzeni rzutowej wymiaru n,
powstalej przez projektywizacje przestrzeni wektorowej V:

0-0—-0(1)®V — Tpn — 0.

Odwzorowanie O(1) @ V — Tpn jest generowane przez pola wektorowe, ktore

mozemy traktowaé jako rozniczkowania %, a jadro tego odwzorowania to
k2

wiazka trywialna O wlozona w O(1) @ V; lokalnie wlozenie to jest operatorem,
ktory funkcje f odwzorowuje na > xi%, czyli (z dokladnoscia do
proporcjonalnosci) f, na mocy witasnie relacji Eulera.

Czy wyjasnilem, o co chodzi? Oczywiscie, ze ... nie. I nie bede sie staral. Od
kilku lat do$¢ duzo mojej uwagi zajmuje matematyka szkolna, matematyka dla
nauczycieli i popularna. Dopiero teraz widze doktadnie, jak daleko jest od tych
obszaréw do matematyki, ktora tu nazwe akademicka. To niemalze dwie rézne
nauki. Nic dziwnego, ze niezrozumienie jest wzajemne, a wielcy matematycy
nadzwyczaj czesto nie rozumieja probleméw zwiazanych z nauczaniem, uwazajac,
ze zjedli wszystkie rozumy.

Sam Euler nie wiedzialby pewnie, dlaczego jego nazwiskiem nazwano ciag wiazek
wektorowych. Samo pojecie wiazki wektorowej powstato w latach pieédziesiatych
XX wieku. Lecz to, ze badamy 6w ciag, dobrze ilustruje proces tworzenia
matematyki. Komu$ cos sie z czym$ skojarzy, potem motywy zostaja,
zapomniane, odrywamy sie od korzeni, zostaje sama nazwa, problem, teoria. Do
badania ,konkretéw” uzywamy narzedzi badawczych, ktére po pewnym czasie
same staja sie ,konkretami”, do ktérych badania tworzymy nowe narzedzia . . .

i tak wchodzimy bez koiica.

Andrzej Grzegorczyk, znany filozof, logik i po czesci matematyk, powiedziat, ze
matematyk ma dwie przyjemnosci: dowodzenie i konstruowanie. To jest jednak
podejscie matematyka, ktorego Zdzistaw Pogoda nazwat ,liniowym”. Taki
matematyk prze do przodu, po linii prostej, codziennie odkrywa jedno lub kilka
twierdzen i zastuzenie zbiera zaszczyty. Istotnie, wlasnie za taka dziatalnosé
matematyczng jesteSmy oceniani przez spoteczno$é¢ naukowa i urzednikéw nauki.
Ale lista przyjemnosci jest znacznie dtuzsza. Nalezy do nich na przyktad mite
uczucie, gdy co$ obliczymy — i najwieksza rozkosz: gdy co$ zrozumiemy. Ale
prace polegajace na obliczeniach nie dostaja dobrych opinii, jako nietworcze.
Moze nie zawsze. Oto, co o Eulerze powiedzial Dominique Jean Arago
(1786-1813): On (Euler) po prostu obliczyt, jak cztowiek oddycha, jak orzet
utrzymuge sie w powietrzu. Inni wyrazali sie o nim z mniejszym entuzjazmem.
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) powiedzial: nasz przyjaciel Euler jest
wybitnym matematykiem, ale kiepskim filozofem.

No, wlasnie? Co komu przyjdzie z tego, ze ja cos zrozumiatem? Nie musisz nic
rozumieé, musisz produkowaé. Tylko wtedy jestes cos wart. Stusznie? By¢ moze.
No, z pewnoécig. Tylko ... troche smutno. Dawno temu Naczelny Delty napisal,
ze bawiac sie tak od dawna, stawiamy coraz bardziej madrosé poza obrebem
nauki.

Moj byly student, a potem kolega z pracy, Krzysztof Jaczewski (1955-1994), byt
wlasnie takim, ktéry duzo rozumial. Na seminariach byt jednym z ostatnich,
ktory gubit sie, gdy prelegent mowit za trudno. Natomiast brak mu byto

z pewnoscig umiejetnosci wykorzystania swoich umiejetnosci do pracy nad
produkcja twierdzen. W konicu jednak zrobil bardzo dobry doktorat. Wykazat, ze
(zn6w niczego nie bede ttumaczy¢!), ze istnienie uog6lnionego ciagu Eulera
charakteryzuje rozmaitosci toryczne. Jeszcze dziesieé¢ lat temu byly one szalenie
modne. A ten ogblniejszy ciag nazywa sie dzi§ w literaturze matematycznej
ciagiem Eulera—Jaczewskiego. I taki to polski akcent zwiazany z Leonardem
Eulerem; moze wybaczymy temu wybitnemu uczonemu, ze jadl goscinny chleb na
dworze carycy Katarzyny, sprawczyni rozbioréw Polski.
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