Problemy nauczania matematyki
Zdzistaw POGODA, Krakow

Stwierdzenie, ze nauczanie matematyki jest zadaniem bardzo waznym, juz
dawno zostalo zaliczone do truizméw. Nikt nie ma watpliwosci, co do znaczenia
takiej dzialalnosci; wszyscy przeciez wiedza, jak ogromne jest znaczenie
matematyki w Swiecie wspélczesnym. A jednak daje sie zauwazy¢ coraz stabsza
znajomos¢ matematyki w spoleczenstwie, mimo, paradoksalnie, coraz wigkszej
komputeryzacji — choé, znéw stereotypowo, obecnie matematyke kojarzy sie

z komputerami. Istotny regres w nauczaniu matematyki w szkole jest faktem:
spada liczba godzin przeznaczonych na matematyke, ogranicza sie drastycznie
programy, matematyka nie jest juz elementem wyksztalcenia ogélnego na
poziomie matury, bo jest na niej nieobowiazkowa. Wspomina sie, co prawda,

o przywroceniu obowiazkowej matematyki na maturze, ale... czyz mozna
wierzy¢ politykom?

Mimo iz z wiedza matematyczna nie jest najlepiej, to mozna zaryzykowaé
stwierdzenie, ze na nauczaniu matematyki — i na nauczaniu w ogble — zna sie
niemal kazdy, jak na medycynie, czy sporcie. Trudno bowiem znalez¢ osobe,
ktéra nie mialaby na ten temat zadnego pogladu. Czesto mozna uslyszeé, czego
i jak powinno sie uczy¢ na lekcjach matematyki, a co koniecznie pominaé¢. Daje
sie tez zauwazy¢ poglad, ze matematyki moze uczy¢ kazdy, kto tylko na studiach
mial zajecia z tego przedmiotu. Czyli ksztalceniem matematycznym moze
zajmowac sie ktos, kto mial jakikolwiek kontakt z matematyka lub nawet tylko
z jej nazwa — jako nauczycieli matematyki zatrudnia sie czasem osoby, ktére
ukoniczyly dowolny kierunek (np. wychowanie techniczne) na wydziale majacym
w nazwie matematyke. Ostatnio jeden z wiceministréw stwierdzil, ze praca
nauczyciela niczym nie rézni si¢ od pracy w biurze. Efekty takiego mys$lenia

i postepowania sa juz widoczne — wystarczy choéby przyjrzeé¢ sie wynikom
matury z matematyki w latach 2005 i 2006.

O problemach nauczania matematyki napisano wiele artykutéw i ksigzek.
Zmienialy sie¢ koncepcje, poszukiwano réznych metod, aby jak najlepiej

uczy¢ elementow dziedziny, ktora nazwano krolows nauk. Ostatnio Gdanskie
Wydawnictwo Oswiatowe zaproponowalo niezwykla serie ksiazek po$wieconych
wlagnie nauczaniu matematyki pod wspdélnym tytutem O nauczaniu matematyks.
Autorem o$miotomowej pozycji jest Michal Szurek prowadzacy goscinnie na
Uniwersytecie Jagiellonskim od kilku lat wyklady z dydaktyki matematyki

dla studentéw matematyki, ktérzy postanowili zaliczy¢ tak zwany blok
pedagogiczny. Mozna by wiec przypuszczaé, ze czytelnik dostaje do reki
rozbudowany kurs dydaktyki matematyki oparty na przemysleniach Autora

w zwiazku z prowadzonym wykladem. A jednak nie! Cho¢ sporo fragmentéw
ksiazki (ksiazek) rzeczywiscie nawiazuje do krakowskich wykladéw, to jednak
dydaktyka matematyki jest tylko jednym z zagadnien poruszanych przez Szurka.
Pamietajmy jednak, ze dydaktyka to ,dzial pedagogiki: nauka o metodach
nauczania i uczenia sie”, jak twierdza stowniki i encyklopedie. Wydaje sie

wiec dziwne, ze ksiazka o nauczaniu matematyki, to nie ksiazka z dydaktyki.
Naturalnie, rozumiejac bardzo ogdélnie termin ,dydaktyka”, mozna by do niej
zaliczy¢ wszystko, co wiaze si¢ z nauczaniem, a zatem i réwniez tredci nauczania,
elementy historii przedmiotu, problemy psychologiczne z rozumieniem pojec,
rozne zagadnienia socjologiczne i wiele jeszcze innych, o ktérych pisze Szurek.
Autor zapewne celowo chcial uniknaé¢ terminu ,dydaktyka” w tytule swojego
dziela, zeby nie zostaé¢ posadzonym przez specjalistéw o czeste odchodzenie od
tematu.

Ksiazki podzielone sa na wyklady (w kazdej sa dwa lub trzy wyktady), z ktérych
kazdy mozna traktowac¢ jako esej na wybrany temat. Okreslenie wyktad jest

tu bardzo umowne, bowiem niektore rozdziaty-wyklady sa tak rozbudowane,

ze moglyby stanowié¢ caly cykl wykladéw. Autor chetnie robi rézne dygresje,
siega po cytaty nie tylko z literatury przedmiotu, lecz takze z literatury pigknej

i poezji. Pelno jest w wykladach uwag o charakterze historycznym. Nie brakuje
tez przyktadow konkretnych zadan oraz réznego typu ciekawostek, anegdot

i tamigtéwek.

Pierwszy wyklad, noszacy tytul Ucze Swiadomie, a wiec lepiej i ciekawiej,
poswiecony jest dyskusji nad takimi pytaniami jak: Co to jest matematyka? Co
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to jest szkota? Co to jest uniwersytet? Co to jest dydaktyka? Autor zastanawia
sie nad paradygmatem matematyki, spoteczna rola wyksztalcenia w naukach
Scistych. Wyjaénia, dla kogo przeznaczona jest jego ksiazka. Jest tam tez

o kulturze i... Nicolasie Bourbakim. Czytelnik moze si¢ dowiedzie¢, czym rézni
sie poszerzanie wiedzy od jej poglebiania. W nastepnym wyktadzie Dodawanie

1 odejmowanie analizowane sa problemy zwiazane z wprowadzaniem tytutowych
dziatan. Czy lekcje podwiecone dodawaniu i odejmowaniu moga by¢ ciekawe?
Autor stara sie przekonaé czytelnika, ze tak. Przypomina mniej znane algorytmy
dodawania i odejmowania, proponuje interesujace zadania. Przy okazji zwraca
uwage na sprawe niezwykle wazna i wydawaloby sie oczywista: ,,im nizsze klasy,
tym nauczanie jest trudniejsze”. Oczywiste? Z pewnoscia nie dla decydentéw
sadzac po ich réznych decyzjach. Po dodawaniu i odejmowaniu kolejnymi
omawianymi dzialaniami sa mnozenie i dzielenie. I tu nie brakuje informacji

o roznych algorytmach. Wspomina sie rowniez o wielu problemach zwiazanych
z nauczaniem wtasnosci tych dziatan — na przyklad analizowany jest problem
przemiennoéci mnozenia oraz definiowania utamkow.

W nastepnym wykladzie Autor znéw powraca do pytan zasadniczych: po co
ucze matematyki? Jakie sg cele nauczania matematyki? Jakie sa cele ksztalcenia
w ogdble? Z takimi pytaniami musi sie zetkna¢ kazdy przyszly nauczyciel —
powinien przeciez wiedzie¢, co chce osiagnaé, do czego zmierza. Przy okazji
zasygnalizowana jest rola nauczyciela w procesie ksztalcenia. Mozemy sie

tez przekonaé dzieki licznym przyktadom z historii, ze od dawien dawna
nauczyciele traktowani byli przez wladze po macoszemu, cho¢ zawsze chetnie
podkreslano znaczenie ich pracy i obiecywano ,zlote géry”. Piaty wyklad,
zatytulowany Swiaty liczbowe, znéw jest poswiecony liczbom — teraz jednak
konstrukeji nowych typéw liczb i trudnosciom z ich wprowadzeniem w szkole.
A dalej, w wykladzie Zasady dydaktyczne, metody, sposoby i formy nauczania,
nastepuje powrét do dydaktyki ogélnej; tym razem rozwazania dotycza pytania
— jak? Czyli, zgodnie z tytulem, mowa jest wladnie o zasadach dydaktycznych,
metodach, sposobach i formach nauczania i, cho¢ wyklady nie sg typowymi
wykladami z dydaktyki matematyki, to jednak takie elementy powinny sie

w nich znalezé. Tu, z oryginalnymi komentarzami i przemysleniami Autora.
Mozna sie domysle¢, ze po porcji dydaktyki przewage uzyskaja znéw elementy
matematyczne. W wyktadzie siodmym Starzy znajomi, oméwione sa zadania,
za ktorymi uczniowie szczegdlnie nie przepadaja: o pociagach, rowerzystach,
roztworach, stopach, robotnikach itp., czyli zadania tekstowe zawsze sprawiajace
ktopoty. ... nie tylko uczniom.

Wyktad ésmy Autor poswiecil problemom uczenia sie. Aby uczy¢ innych, trzeba
umie¢ samemu sie uczy¢, mie¢ swiadomosé probleméw z tym zwiazanych.

Jest wigc tam o pamieci, zapamigtywaniu, rozumieniu, zapominaniu, a takze

o wyobrazni i dydaktyce Jeana Piageta. Wszystko, jak zawsze, przeplatane

jest niezwyklymi, zaskakujacymi ¢wiczeniami. Kolejny wyklad po$wiecony jest
logice. Matematyka uwazana jest za nauke logicznego myslenia, czy jednak

w szkole nalezy uczy¢ elementéw logiki formalnej? Jesli nie, to jak uczyé
logicznego myslenia? Czy tylko na przyktadach w postaci zadan i probleméw

z geometrii? To tylko nieliczne przyklady pytan poruszanych przez Autora

w tym rozdziale.

W tomie piatym, jak w wigkszosci, sa takze dwa wykltady. Pierwszy (a dziesiaty
w kolejnosci) poswiecony jest trojmianowi kwadratowemu — bohaterowi wielu
zadan, chetnie wykorzystywanemu na egzaminach. Autor zwraca uwage na
rozmaite powiazania i zastosowania tego pojecia. Pojawia si¢ miedzy innymi
jedno z najbardziej modnych — réwnanie logistyczne wykorzystywane w teorii
chaosu. Drugi wykltad, czyli jedenasty z kolei, ponownie jest o liczbach; tym
razem dyskutowane jest miejsce liczb (naturalnych) w kulturze. Czytelnik ma
okazje poznaé¢ symbolike zwiazang z niektorymi liczbami i przekonaé sie, ze tak
naprawde kazda liczba jest wyjatkowa.

Jedli uczymy innych, to chcielibySmy poznaé efekty naszej pracy. Jak zatem
sprawdzi¢ obiektywnie wiedze uczniow? Jak ich sprawiedliwie oceni¢?

W jakiej formie organizowaé sprawdziany i egzaminy? Czym si¢ rézni egzamin
sprawdzajacy od réznicujacego? Czy mozna pomagaé uczniom na egzaminie? To
znéw tylko wybrane pytania rozwazane przez Szurka w tomie széstym, ktory
zawiera tylko jeden, ale za to bardzo dlugi, wyklad poéwiecony problemom
oceniania i sprawdzania wiedzy. Ponadto w tym wyktadzie, nie tylko jako
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ciekawostke, mozna znalezé zestawy sprawdzajace dla uczniow X klasy z 1954
roku oraz wiele anegdot o egzaminach.

Gdy zastanawiamy sie nad problemami nauczania matematyki, to nalezy
zwrdci¢ uwage na konkretne dziedziny krélowej nauk. Autor nawiazuje jeszcze
do trzech dzialéw: matematyki finansowej, statystyki i geometrii. Wyktad 13 —
Pienigdze — zawiera rozwazania dotyczace matematyki finansowej, obecnie chyba
najmodniejszej i szybko rozwijajacej si¢ dziedziny matematyki. W zasadzie sg

to ,starzy znajomi”, bo rozmaite zadania o obliczaniu procentéw. Kontekst

jest jednak inny. Najpierw Szurek przypomina historie pienigdza, a nastepnie
omawia problemy dotyczace takich zagadnien jak dyskontowanie i kapitalizacja,
obnizki i podwyzki, stopa nominalna i efektywna, inflacja, kredyty, obligacje,
podatki, czy wreszcie opcje. Jest to wiec krotki kurs podstaw matematyki
finansowej z elementami dydaktyki ilustrowany ciekawie dobranymi przykladami
i waznymi komentarzami. Chociaz sprawy finansowe tylko w niewielkim stopniu
pojawiaja sie w programach szkolnych, to mozna przypuszczaé, ze w najblizszym
czasie zaczna zajmowaé coraz wiecej miejsca. Drugi wyktad przedostatniego,
siddmego tomu poswiecony jest statystyce opisowej. Ze statystyka, podobnie jak
z finansami mamy do czynienia na co dzien. JesteSmy bombardowani rozmaitymi
danymi statystycznymi: o zarobkach, o popularnoéci partii lub politykow,

o kondycji gospodarki, czy pogladach Polakéw. Autor pisze o tym, jak wlasciwie
i rzetelnie nalezy prezentowaé dane, jak umiejetnie je interpretowac. Zwraca tez
uwage na mozliwosci manipulacji i jak sie przed nimi broni¢. Przedstawia tez
problemy arytmetyki wyborczej.

Ostatni tom zawiera trzy wyktady. W pierwszym, réwnie dlugim jak rozdzial
o ocenianiu, gtéwnym bohaterem jest geometria. Nie znaczy to, ze wczedniej

o niej nie wspominano. Stanowila jednak raczej zrédlo przyktadéw ilustrujacych
inne problemy. O nauczaniu geometrii mozna by napisa¢ osobna wielotomowsa,
rozprawe. Mozna mieé¢ watpliwosci co do stwierdzenia, ze geometria byta jest

i bedzie najwazniejsza w nauczaniu matematyki. Trudno jednak przecenié

jej znaczenie w tej dziedzinie. Autor z koniecznosci porusza tylko niektére
zagadnienia. Pisze o zakresie geometrii, specyficznych celach jej nauczania,
problemach definiowania i dowodzenia. Analizuje wprowadzanie wybranych
obiektow. Chetnie nawiazuje do tematéw znacznie wykraczajacych poza
program. Wspominajac o koncepcjach przestrzeni cytuje fragmenty z wyktadu
habilitacyjnego Riemanna. Zajmuje sie geometria w n wymiarach; oblicza
objetos¢ n-wymiarowej kuli i n-wymiarowego sympleksu.

Przedostatni wyktad Matematyka z oddali ma charakter bardziej filozoficzny.
Jest tam o nieskonczonosci, metafizyce, epistemologii i ontologii. Jak pisze sam
Autor, jest to zbidr refleksji po lekturze eseju Leszka Kolakowskiego Matematyk
1 mistyk. Powracaja pytania dotyczace istoty matematyki, jej roli w opisie $§wiata
i rozumieniu. .. nas samych.

Wreszcie ostatni wyklad jest taka gaweda z refleksjami nawigzujacymi do
wszystkich wczesniejszych rozwazan. Autor zawart tam wiele ciekawych
spostrzezen réwniez natury ogélnej. Niemal w kazdym wyktadzie pojawiaja

sie przyktady proponujace wykorzystanie komputera. Jednak stosunek Szurka
do komputera nie jest czolobitny. Nie uwaza, ze jest to lekarstwo dobre na
wszystko, ktére za nas wykona calg robote. Zwraca uwage, iz bardzo czesto

w ,nauczaniu komputerowym” tre$¢ bywa mylona z forma. Zamiast o tym, co

i jak pisa¢, zastanawiamy sie, jak redagowaé, a forma prezentacji przestania
tres¢. Czytelnikowi mozna poleci¢ ,Poradnik dla wychowawcy klasy maturalnej”
— zabawny sposéb, jak poradzi¢ maturzyscie wybér przysztego zawodu.

Naturalnie ten pobiezny przeglad nie pokazuje calego bogactwa probleméw
poruszanych przez Autora. Wiele z przedstawionych wyktadéw tak naprawde,
mogloby by¢ cyklem wykladéw na poruszany temat. A niemal kazdy

z wyktadéw moze by¢ podstawa osobnego wyktadu monograficznego lub
kursowego. Specjalisci zwrdca by¢ moze uwage, ze w wykladach praktycznie
nie ma rachunku prawdopodobienstwa, kombinatoryki i elementow analizy.

7 pewnoécia istnieja powazne argumenty uzasadniajace konieczno$¢ poswiecenia
wiekszej uwagi tym dziedzinom. Nalezy jednak uszanowaé prawo Autora do
wlasnego doboru tematyki, a uzasadnienie, dlaczego jedne dzialy omawiane
sg bardziej szczegdlowo, a inne mniej, mozna potraktowac jako jeszcze jedno
¢wiczenie uzupelniajace.
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Juz na poczatku zostalo zaznaczone, ze wyklady nie pretendujg do miana
ksigzki naukowej, ani poradnika metodycznego. Nie jest to takze podrecznik

z dydaktyki ani pozycja popularnonaukowa. Cho¢ $miato mozna stwierdzi¢,

ze ksigzka Szurka ma po trosze wszystkie wymienione cechy. Uwazny

czytelnik moze znalezé wiele cennych, konkretnych informacji z zakresu samej
matematyki, jej historii, filozofii i dydaktyki. Niektore tezy formutowane sa

do$¢ jednoznacznie i nie kazdy zechce si¢ z nimi zgodzi¢. To jednak zmusza

do zastanowienia i okreslenia wtasnego pogladu. W wielu innych miejscach
czytelnik staje przed wyborem propozycji albo odrzuceniem wszystkich, co takze
zacheca do wypracowania indywidualnego stanowiska. W tak rozbudowanym
dziele nietrudno wskazaé niedcistoéci albo nie do kofica jasne miejsca. I to mozna
uznaé za zalete, bowiem bledne lub niejasne rozumowanie moze znacznie wiecej
nauczy¢ niz, zwalniajace od myslenia, poprawne ,wylozenie kawy na lawe”.
Autor czesto wspomina o pojeciach matematycznych, ktérych nie ttumaczy.

To tez moze zacheci¢ dociekliwego czytelnika do samodzielnego odnalezienia
znaczenia niezrozumialtych hasel. Wyklady pelne sa cytatow z innych ksiazek —
czesto z literatury pieknej, fragmentéw wierszy i piosenek. Trudno chyba bytoby
znalezé w literaturze Swiatowej ksiazke o nauczaniu matematyki tak bogato
ilustrowana cytatami, szczegélnie z literatury pigkne;j.

Wielka zaleta wykladéw sa proponowane niezwykle, nietypowe ¢wiczenia.
Czytelnik zachecany jest nie tylko do rozwigzywania przeréznych zadan,

lecz takze uktadania nowych, do wedréwki po stronach internetowych, do
analizowania tekstow innych podrecznikow, interpretacji wierszy, pisania
wypracowan albo dyskusji ze znajomymi. Gdyby zebra¢ wszystkie te zadania
i polecenia w osobny tom, bylby to zapewne jeden z najbardziej niezwyktych
zbioréw zadan, jaki kiedykolwiek powstal.

Ksiazka — jako zestaw wszystkich toméw — nie ma jednoznacznie okreslonego
adresata. Wyklady, na bazie ktérych powstata, przeznaczone byly dla studentéw
starszych lat matematyki myslacych ewentualnie o pracy w szkole. Jednak,

jak takze zaznacza sam Autor, po ksiazke moga siegnaé¢ nauczyciele, ktérzy
chca doskonali¢ swéj warsztat pracy, pragnacy przeanalizowaé i zrewidowadé
rozmaite poglady na problemy nauczania. Nauczyciele akademiccy tez znajda
wiele cennych informacji lub probleméw do przemyslen. Specjalisci dydaktycy
przeczytaja krytycznie wyktady Szurka z zawodowego obowiazku. Ich krytyka
w efekcie moze jednak przyczynié sie do lepszego ksztalcenia nauczycieli

i bardziej efektywnego nauczania matematyki w szkole. Warto, zeby do ksiazki
zajrzeli réwniez ci, ktérzy twierdza, ze do nauczania matematyki wystarczy
tylko merytoryczne przygotowanie, a reszta przyjdzie wraz z do$wiadczeniem.
Po ksiazke moze wreszcie siegnaé kazdy, kto chcialby dowiedzieé sie czego$ nie
tylko o nauczaniu matematyki, lecz przy okazji o samej matematyce, jej historii
i filozofii, bez wchodzenia w zbyt szczegdlowe rozwazania.

Nalezy wyrazi¢ uznanie dla Gdanskiego Wydawnictwa Oéwiatowego, ze
odwazylo sie wyda¢ tak rozbudowane dzietlo — zrobiono to zreszta w tempie

iScie ekspresowym — i udostepni¢ je wszystkim chcacym poznaé poglady
Michata Szurka na temat nauczania matematyki. O tym, czy ksiazka zostanie
zaakceptowana, zadecyduja czytelnicy, ktérzy ostatecznie ocenig jej przydatnosc.

Michat Szurek

O nauczaniv matematyki

Gdanskie Wydawnictwo Oswiatowe, Gdansk 2006

Tom 1: Ucze Swiadomie, a wiec lepiej i ciekawiej. Dodawanie © odejmowanie.
Mmnozenie i dzielenie. )

Tom 2: Po co ucze matematyki? Swiaty liczbowe.

Tom 3: Zasady dydaktyczne, metody, sposoby i formy nauczania.

Tom 4: Jak sie uczyé? Logika.

Tom 5: Tréjmian kwadratowy. Liczby w kulturze.

Tom 6: Jak badaé efekty naszej pracy, czyli o ocenianiu.

Tom 7: Pienigdze. Statystyka opisowa.

Tom 8: Geometria. Matematyka z oddali. XXI wiek, czyli o matematyce przy
kominku.
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