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1. Problem z nieskonczonoscia

Informatyka ma z nieskoiiczonoscia ktopot. Komputer jest skoriczonym
urzadzeniem, a uzytkownicy zycza sobie, zeby ich programy konczyly sie nie
tylko w skoniczonym, ale w jak najkrotszym czasie. Nieskoniczone obliczenie nie
kojarzy sie z niczym dobrym.

Mimo to, coraz czesciej informatycy musza pisa¢ programy analizujace
nieskonczone struktury. Rozwazmy nastepujacy prosty problem. Mamy dany
skoniczony zbior zakazanych stow skoriczonych nad alfabetem {a,b}. Nalezy
stwierdzié, czy istnieje nieskonczone stowo nad alfabetem {a,b}, ktore nie
zawiera jako podstowa zadnego ze stow zakazanych. Czasami odpowiedZ na to
pytanie jest tatwa. Na przyktad dla zestawu stéw aa, bb, stowo abababab. ..
spelia nasz warunek. Natomiast dla stow ab, aa, bb takie stowo nieskonczone nie
istnieje. Dlaczego? Przypu$émy, ze istnieje i zaczyna sie od a. Druga litera nie
moze by¢ ani a, ani b, wiec otrzymujemy sprzecznos¢. Gdyby pierwsza litera byto
b, to druga musialoby by¢ a i dalej znowu nic by nie pasowalo.

My jednak nie szukamy odpowiedzi dla konkretnych przypadkéw, tylko ogolnej
metody. Chcemy stworzy¢ komputerowy algorytm rozwiazujacy ten problem dla
kazdego zbioru zabronionych podstéw. W tym celu bedziemy musieli nauczyé
komputer mysle¢ o nieskoriczonych stowach.

2. Nieskoriczone, ale regularne

Skoriczonych reprezentacji nieskoriczonych napiséw uzywa kazdy z nas. Na
przyktad nieskoniczony napis 0,3333333 ... reprezentujemy zwyczajowo jako %,
a 0,1428571428. .. jako % Zauwazmy, ze oba powyzsze napisy sktadaja sie

z powtarzajacego sie w nieskoriczonosé skonczonego ciagu cyfr. Stad, czasami
stosujemy inna reprezentacje tych napiséw: 0,(3) 1 0, (142857). Notacja

0, (142857) jest swojego rodzaju przepisem na napis 0, 1428571428 . ... Przepis
moéwi: ,,Napisz 0, potem przecinek, potem 142857, a potem jeszcze raz 142857,

i jeszcze raz, i tak dalej”. Przepis ten mozna zilustrowaé nastepujacym grafem.

Napis 0, 1428571428 . .. generujemy startujac ze stanu oznaczonego podwojnym
kotkiem i poruszajac sie zgodnie ze strzatkami.

Latwo mozna sobie wyobrazi¢ grafy, ktore generuja wiecej niz jedno stowo.
Wystarczy, zeby z pewnych wierzchotkéw wychodzito kilka strzatek. Na przyktad
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generuje nieskonczone ciagi, ktére maja parzyste ilosci liter a miedzy kolejnymi
wystapieniami liter b.

Wtasnie takich graféw bedziemy uzywali do reprezentowania zbioréw
nieskonczonych stéw. Niestety dotychczas opisana wersja jest troche za staba na
nasze potrzeby. W sformutowaniu zadania, ktore chcemy rozwiazaé, pojawia sie
na przyktad wtasnosé ,zawieranie podstowa w”. Nie jest trudno pokazaé, ze zbidr
stow zawierajacych podslowo w nie daje sie wygenerowaé¢ w tym prostym
modelu. Aby objaé¢ ten przypadek musimy wzmocnié¢ nasz model. W grafie
dodatkowo wyréznimy pewne wierzcholki, nazwijmy je ulubionymi

42



wierzchotkami. Za stowa generowane przez grafy z wyréznionymi wierzchotkami
ulubionymi bedziemy uznawali jedynie te, ktére powstajg na Sciezkach
przechodzacych nieskonczenie czesto przez wierzchotki ulubione. Teraz mozemy
juz tatwo generowaé zbiory sléw zawierajacych w dla dowolnego w. Na przyklad
zbidr stow zawierajacych podstowo bb jest generowany przez nastepujacy graf:
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Rzeczywiscie, najpierw mozemy wygenerowa¢ dowolnie dtugi prefiks, ale zeby
odwiedzi¢ stan ulubiony (oznaczony litera U), musimy w koncu wygenerowaé

kolejno dwie litery b. Ciag dalszy stowa znowu jest dowolny. Grafy dla innych
stow w sa bardzo podobne do powyzszego.

Skoro potrafimy juz generowa¢ stowa nieskoriczone zawierajace ustalone
podstowo w, to moze udaltoby sie wygenerowaé zbiér sléw nie zawierajacych
zadnego stowa zabronionego. Gdyby faktycznie nam sie to udato, to aby
rozwigzaé problem, od ktérego wyszliémy, wystarczytoby sprawdzié, czy nasz
graf generuje jakiekolwiek stowo. To ostatnie zadanie jest jednak bardzo tatwe:
wystarczy sprawdzié¢, czy z wierzchotka startowego da si¢ doj$¢ do wierzchotka
ulubionego u, z ktorego istnieje $ciezka powrotna do wu.

Sprobujmy podej$é do problemu etapami. Najpierw skonstruujemy graf
generujacy stowa nie zawierajace ustalonego podstowa zabronionego.

3. Determinizacja i dopelnienie

Graf generujacy stowa zawierajace bb mial pewng specyficzna ceche. Dla kazdego
nieskonczonego stowa istniato cate mnostwo Sciezek, ktore byly zgodne z tym
stowem, ale tylko dla stéw zawierajacych w istniata Sciezka przechodzaca
nieskonczenie wiele razy przez stan ulubiony. Powiemy, ze graf jest
deterministyczny, jesli dla kazdego stowa istnieje doktadnie jedna $ciezka zgodna
z tym slowem. Sprobujmy skonstruowaé deterministyczny graf generujacy stowa
zawierajace w. Zeby stwierdzi¢, ze juz wypisalismy stlowo w wystarczy pamietac
koncoéwke generowanego stowa o dtugosci rownej dtugosci w. Dla w = bb graf
wyglada tak:

Wierzchotkiem ulubionym jest oczywiscie wierzcholtek oznaczony literami bb.

Po co skonstruowalismy taki graf? Jest przeciez duzo wiekszy i bardziej
skomplikowany niz wcze$niejsza, niedeterministyczna wersja. Okazuje sie, ze
bardzo prosto mozna przerobi¢ go na graf generujacy stowa nie zawierajgce bb.
W tym celu wystarczy jako wierzchotki ulubione wybraé aa, ab i ba. Istotnie,
kazda $ciezka, ktora nie przechodzi nieskoriczenie wiele razy przez bb, musi
przechodzi¢ nieskoriczenie wiele razy przez ktorys z wierzchotkow aa, ab, ba. Ale
skoro na kazde stowo przypada doktadnie jedna Sciezka, to tym wtasnie Sciezkom
odpowiadaja stowa niezawierajace bb. Tak jak poprzednio, uogdlnienie tej
konstrukeji na dowolne stowa pozostawiamy Czytelnikom.

Na koniec warto zauwazy¢, ze nie kazdy zbioér generowany przez jakis graf jest
generowany przez graf deterministyczny. Mimo to, nasz model jest zamkniety na
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dopelnienie: jesli istnieje graf generujacy pewien zbior, to istnieje rowniez graf
generujacy jego dopelnienie. Dowod tego faktu jest trudny, a o jego
konsekwencjach bedzie jeszcze mowa.

4. Przeciecie

Ostatnim etapem rozwiazania zadania jest skonstruowanie grafu generujacego
zbior stow niezawierajacych zadnego ze stow wq, wa, ..., w,. Posiadamy juz grafy
generujace zbiory stéw nie zawierajacych jednego stowa, wystarczy z nich zrobié
graf generujacy przeciecie tych zbioréw. Wtasnosé zamkniecia na przeciecia —
podobnie jak zamkniecia na dopelnienie — przystuguje wszystkim zbiorom
generowanym przez grafy i tym razem udowodnimy ogdélne stwierdzenie.

Pokazemy jak z grafow G 1 H generujacych zbiory L i M zrobié¢ graf generujacy
LN M. Intuicyjnie, musimy sprawdzaé¢ jednoczesnie dwie wlasnosci. Stuzy do
tego konstrukcja grafu produktowego G x H. Wierzchotkami grafu G x H sa
pary (u,v), takie ze u jest wierzchotkiem G, a v jest wierzchotkiem H. Miedzy
wierzchotkami (u,v) i (u/,v) jest krawedz z etykieta a jesli istnieja krawedzie

z etykieta a miedzy u i v’ (w G) oraz miedzy v iv' (w H). Podobnie dla
etykiety b. Stanem startowym jest para stanéw startowych oryginalnych grafow.
Sciezki w grafie G x H odpowiadaja parom $ciezek w G i H zgodnym z jednym
stowem nieskoriczonym.

Wydaje sie, ze jesteSmy blisko rozwiazania. Pozostaje tylko wybraé¢ wierzchotki
ulubione w G x H — i tu pojawia sie problem. Aby uzyska¢ przeciecie zbiorow,
powinni$my zobaczy¢ nieskonczenie wiele wierzchotkéw o pierwszej sktadowej
ulubionej i nieskoiiczenie wiele wierzchotkéw o drugiej sktadowej ulubionej. Jesli
za wierzchotki ulubione uznamy pary (u,v), takie ze u jest ulubiony w G, lub

v jest ulubiony w H, to nasz graf bedzie generowal nie przeciecie, ale sume
zbioréw: $ciezka w G x H przechodzaca przez nieskoriczenie wiele ulubionych
standéw odpowiada parze Sciezek, z ktorych co najmniej jedna przechodzi przez
nieskoriczenie wiele wierzchotkéw ulubionych. Sprobujmy inaczej: za wierzchotki
ulubione przyjmijmy te pary, ktéorych oba komponenty sa ulubione.Tym razem
nie wygenerujemy wszystkich stow z przeciecia. Jesli jakas $ciezka w G przechodzi
przez wierzcholki ulubione w krokach parzystych, a zgodna z tym samym stowem
nieskoniczonym $ciezka w H — w krokach nieparzystych, to odpowiadajaca jej
$ciezka w grafie produktowym nie przejdzie przez zaden wierzcholek ulubiony!

Sztuczka, ktéra pozwala ominaé¢ powyzsze trudnosci polega na rozwazeniu dwoch
kopii grafu produktowego i rejestrowaniu stanéw ulubionych pochodzacych od G
i od H na zmiane. Niech kopie grafow produktowych nazywaja sie (G x H)¢

i (G x H)p. W pierwszej kopii za ulubione uznamy te wierzchotki, ktorych
pierwsza wspoélrzedna jest ulubiona, a w drugiej — te ktorych druga wspoétrzedna
jest ulubiona. Teraz powinnismy tak poprowadzi¢ Sciezki w grafie, zeby po
odwiedzeniu wierzchotka ulubionego w jednej kopii, przechodzity do tego samego
miejsca w drugiej kopii. Aby to osiagnaé, nalezy przerobi¢ wszystkie strzaltki
wychodzace z wierzchotkéw ulubionych w obu kopiach. Powiedzmy, ze (u,v)q
jest ulubiony w (G x H)g 1 ze wychodzi z niego strzaltka z etykieta a do (u',v")¢.
Nalezy odczepi¢ koniec tej strzatki od (u',v")g 1 przyczepi¢ do (v',v') g.
Podobnie postepujemy ze strzatkami wychodzacymi ze stanéw ulubionych

w (G x H)g. Wierzcholtkiem startowym nowego grafu niech bedzie wierzcholek
startowy pierwszej kopii.

W otrzymanym grafie Sciezki przechodzace przez nieskoriczenie wiele
wierzchotkéw ulubionych przeskakuja pomiedzy kopiami G x H. W ten sposéb
na przemian odwiedzaja wierzcholki o pierwszej i drugiej sktadowej ulubione;j.
Zatem, jesli pewne stowo jest generowane przez nasz graf, to jest rowniez
generowane przez G i H. Odwrotnie, jesli stowo jest generowane przez G i H, to
Sciezka odpowiadajaca parze Sciezek z G i H, bedzie nieskoiiczenie czesto
przeskakiwala miedzy (G x H)g 1 (G X H) g, a zatem bedzie nieskoriczenie czesto
przechodzita przez wierzchotki ulubione (mimo, ze wielu odwiedzin

w wierzchotkach ulubionych G i H nie zarejestruje).
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5. Autorefleksja

Rozwiazujac nasze zagadnienie przy okazji zauwazyliSmy, ze rodzina zbioréw
generowanych przez grafy z wyréznionymi wierzchotkami jest zamknieta na
przeciecie i dopelnienie. Nie jest trudno pokazaé, ze jest zamknieta réwniez na
operacje odpowiadajaca uzyciu kwantyfikatora, a stad juz tylko krok do logiki.
Michael Rabin udowodnit w 1969 roku, ze zbiory nieskonczonych stow
generowane przez automaty z wyrédznionymi wierzchotkami to doktadnie te
zbiory, ktére mozna zdefiniowaé¢ w pewnym rozszerzeniu logiki pierwszego rzedu,
zwanym logika monadyczna drugiego rzedu. Rozszerzenie polega na tym, ze
wolno nam kwantyfikowaé¢ nie tylko po elementach, ale réwniez po ich zbiorach.

Najwazniejszym wnioskiem z twierdzenia Rabina jest to, ze dla zadanej formuty
w logice monadycznej potrafimy algorytmicznie stwierdzié¢, czy istnieje choé jedno
nieskonczone stowo, ktore posiada opisywana przez nig wlasnosé. Wystarczy

w tym celu przerobi¢ formute na graf, a nastepnie stwierdzi¢, czy graf generuje
choé¢ jedno stowo — doktadnie tak, jak w przypadku naszego prostego zadania.

Fakt odkryty przez Rabina legt u podstaw automatycznej weryfikacji.
Przypu$émy, ze mamy system komputerowy, ktéry ma dziataé potencjalnie

w nieskoriczono$¢é. W nieskoriczono$é¢?! Owszem. Pomy$lmy na przyktad

o serwerze poczty elektronicznej — wcale nie chcemy, zeby wykonal zadanie i sie
wylaczyl. Wrecz przeciwnie, chcemy, zeby dziatal dowolnie dtugo, potencjalnie
w nieskoriczono$é.

Sa liczne wlasnosci, ktore taki system powinien spelnia¢ — nie moze sie zawieszac,
listy powinny dochodzi¢ do adresatéw, itd. Okazuje sie, ze wlasnosci tego typu
mozna zapisywac¢ formutami wspomnianej logiki monadycznej. W jaki sposob?
Nalezy popatrzeé¢ na system jak na graf. Wierzcholki reprezentuja stany
systemu, a strzatki mozliwe wydarzenia i reakcje systemu.
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Wtedy mozemy mysleé¢ o wszelkich potencjalnych wykonaniach systemu, jako

o nieskonczonych stowach generowanych przez ten graf i wyrazaé ich wlasnosci
w logice monadycznej. Aby stwierdzi¢, czy istnieje wykonanie systemu, ktore nie
spelnia zadanej wlasnosci wystarczy skonstruowaé graf, ktory bedzie generowal
przeciecie zbioru wszystkich wykonan systemu ze zbiorem stéw nie spetniajagcym
zadanej wlasnosci, a nastepnie sprawdzi¢, czy taki graf generuje choé¢by jedno
stowo. Jesli tak, to znalezliémy niepoprawne wykonanie systemu, a jesli nie, to
system jest zgodny z nasza specyfikacja, a wiec poprawny.

Moéwiac o nieskoriczonych wykonaniach systeméw komputerowych
wykorzystaliSmy pojecie nieskonczonosci w roli zupelnie innej niz dotychczas.
Nieskoriczonosé jest juz nie tylko cechg problemu, ktory ktos chce rozwiazaé za
pomoca komputera, ale jest aspektem dzialania samego komputera.
Automatyczna weryfikacja zmusza skoriczony system komputerowy do
rozmys$lania o swoim wlasnym, potencjalnie nieskoniczonym losie.
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