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Zastanéwmy sie jak ksztaltuje sie intuicja matematyczna. Poczatkowo,
szczegblnie w przypadku prostych relacji geometrycznych, czerpie wprost

z otaczajacego nas $wiata, nastepnie ze zdobywanej przez lata wiedzy. Gdy
poznajemy kolejne matematyczne obiekty, chcemy znalezé ich zwiazki z tymi
poznanymi wczesniej, by zorientowaé sie, czy poznane dotychczas fakty beda
przy poznawaniu nowego obiektu przydatne.

Zajmijmy sie przypadkiem przestrzeni unormowanych i zastanéwmy sie, czy
intuicje uksztaltowane przez najbardziej znanego przedstawiciela tej klasy — R™
z norma euklidesowa, moga by¢ przydatne w przypadku innych przestrzeni

Z norma.

W szerokiej klasie przypadkéw odpowiedz jest twierdzaca. Dziegki réwnowaznosci
dowolnych dwéch norm na R™ wtasnoéci analityczne dowolnej przestrzeni
unormowanej wymiaru n sa takie same, jak w przypadku przestrzeni
euklidesowej. Posiadajac podstawows wiedze dotyczaca R™ z naturalna norma
mozna stwierdzi¢, ze kazda skonczeniewymiarowa przestrzen unormowana jest
osrodkowa, lokalnie zwarta i zupelna.

Jak latwo sie domysle¢, w przypadku nieskoniczeniewymiarowym sprawa sie nieco
komplikuje. Przedstawimy kilka przyktadéw obiektéw w przestrzeniach
unormowanych nieskonczonego wymiaru, niezgodnych, przynajmniej na pierwszy
rzut oka, z intuicjami pochodzacymi ze skonczeniewymiarowego przypadku.

1. O pewnych wlasnosciach kuli

Podstawowa wlasnoscia analityczng kuli domknietej w (R™, || - ||) jest jej
zwartosé. Latwo wskazaé przyklad, $wiadczacy o tym, ze w przypadku
nieskonczonego wymiaru przestrzeni kula tej wtasnosci mieé¢ nie musi, co wiecej
twierdzenie Riesza méwi, ze mie¢ jej nie moze.

Twierdzenie 1 (Riesz). Kula w przestrzeni unormowanej X jest zwarta wtedy
i tylko wtedy, gdy dimX < oo.

Przytoczymy dowdd tylko mniej znanej czesci twierdzenia, tzn. pokazemy ze
zwartos¢ kuli jednostkowej w przestrzeni X implikuje fakt, ze X jest przestrzenia
skoniczeniewymiarowa. W dowodzie wykorzystywane beda dzialania
Minkowskiego oraz ich wtasnosci.

Definicja 1 (Dzialania Minkowskiego). Dla dowolnych zbioréw A i B
bedgcych podzbiorami przestrzeni liniowej definiujemy dodawanie

A+B:={a+blac A, be B}
oraz mnozenie przez skalar dla A € R
A :={)a | a € A}.

Latwo wykazaé nastepujaca wlasno$¢ dziatan Minkowskiego.

Fakt 1. Dia wypuklego zbioru A i nieujemnych wspdlczynnikow o, 8 zachodzi
rownosé

aA+ BA = (a+ B)A.

Przytoczymy dowdd innej wiasnosci dodawania zbioréw przydatnej przy
dowodzeniu twierdzenia Riesza.

Twierdzenie 2 (Prawo skracania). Jesli A, B,C sq niepustymi podzbiorami
przestrzeni liniowej, przy czym zbior B jest wypukly i zwarty, a C' ograniczony, to

A+CCB+C = ACB.
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Dowéd. Niech a bedzie dowolnie wybranym elementem zbioru A, zas c¢g
dowolnym elementem zbioru C'. Z zawierania A + C C B 4+ C wynika istnienie
c1 € C oraz by € B takich, ze a + ¢g = by + ¢1. Podobnie znajdujemy b, € B,
c; € C takie, ze
a+cr=by+cy, a+co=bs+c3, ..., a+cn_1=>b,+cp.
Dodajac stronami powyzsze réwnosci i przeksztalcajac otrzymanag w ten sposéb
réwnoéé¢ dostajemy
by +bas+...+0b, Cn — Co
a= + .
n n

Wypukloéé zbioru B gwarantuje przynaleznosé by, := n~Y(by +by+...+b,) €B
dla dowolnego n € N, za$ ograniczonosé zbioru C' implikuje zbieznos¢ do zera
ciggu &, := n~Y(c, — o). Dzieki zwartosci B z ciagu b, mozna wybraé¢ podciag
by, zbiezny do pewnego b € B. Mamy

a= lim (bp, + ) = b,
k—oo
czyli a € B. ]
Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia Riesza.

Dowéd. Niech B(0,1) oznacza domknieta kule jednostkowa w rozpatrywanej
przestrzeni. Rozpatrzmy pokrycie kuli B(0, 1) kulami otwartymi intB(z, 1/2),
x € B(0,1). Mozemy z niego wybraé¢ podpokrycie skoficzone. Istnieja wiec
Z1,%2,-..,2, € B(0,1) takie, ze
" 1 " 1
B(0,1) c | |imtB(z, =) = ( ; )+B(07—>.

oney (w03) Ut :
Poniewaz kula w kazdej przestrzeni unormowanej jest wypukla, wiec mozemy
zastosowa¢ Fakt 1, by uzyskaé¢ zawieranie

B(0,1/2) + B(0,1/2) C conv{z1, 22 ...,z,} + B(0,1/2),

gdzie convA oznacza najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy A. Wykorzystujac
prawo skracania dostajemy

B(0,1/2) C conv{z1,22...,2n} Clin{as — x1,23 — T1,... 2y — T1}.

By zakonczyé dowdd wystarczy zauwazyé, ze podprzestrzen liniowa przestrzeni
unormowanej zawierajaca kule jest réwna calej przestrzeni. O

Twierdzenie Riesza sugeruje, ze intuicje analityczne uksztaltowane w skoniczonym
wymiarze, moga przeszkadza¢ w badaniu nieskoniczenie wymiarowych przestrzeni
unormowanych. Aby sprawdzié, czy warto ufa¢ geometrycznym przeczuciom
pochodzacym z R"™ przeanalizujemy problem istnienia punktéw ekstremalnych.

Definicja 2. Punkt x € K nazywamy punktem ekstremalnym zbioru
wypuklego K, jesli z rownoéci x = %a + %b, zachodzgcej dla pewnych a,b € K,
wyntka a =b = x.

Na przyktad, w przypadku kuli euklidesowej dowolnego wymiaru punktami
ekstremalnymi sa wszystkie punkty brzegu, a w przypadku wieloscianu tylko jego
wierzchotki. Doé¢ naturalny jest nastepujacy fakt dotyczacy istnienia punktow
ekstremalnych.

Fakt 2. Kazdy domkniety, wypukly i ograniczony zbior A € R™ ma punkt
ekstremalny.

Dowdéd. Bez straty ogdlnosci mozna zatozyé, ze 0 € A. Przeprowadzimy dowdd
indukcyjny ze wzgledu na wymiar przestrzeni, w ktorej zbiér jest zawarty.

Dla n =1 zbiér A musi by¢ domknietym odcinkiem lub zbiorem
jednopunktowym, ma wiec punkt ekstremalny.

Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla wszystkich n < k. Ustalmy wektor v i niech
H? oznacza (k — 1)-wymiarowa podprzestrzen R”, prostopadta do wektora v,
odlegla od 0 o r. Istnieje o takie, ze H° N A # () i dla kazdego r > rg zachodzi
H N A=0.Zbiér H* N A jest domknigtym, wypuklym i ograniczonym

27



Przestrzen unormowang nazywamy $cisle
wypukla gdy dla dowolnych dwéch
niezerowych wektoréw x,y prawdziwa jest
implikacja

lle +yll = llzll + llyll = = = cy.

Latwo sprawdzié, ze w przestrzeni $cisle
wypuktej kazdy punkt brzegowy kuli jest
jej punktem ekstremalnym.

Kazda przestrzen unitarna jest $cisle
wypukla przestrzeniag unormowang.

Przestrzen liniowo-topologiczna
nazywamy lokalnie wypukta, gdy posiada
baz¢ otoczen zera ztozong ze zbioréw
wypuktlych.

podzbiorem (k — 1)-wymiarowej podprzestrzeni H]°. Na mocy zalozenia
indukcyjnego ma punkt ekstremalny. Punkt ten jest punktem ekstremalnym
zbioru A. a

Skonstruujemy teraz przyklad pokazujacy, ze w przestrzeni
nieskonczeniewymiarowej zbiér wypukly i domkniety nie musi mieé¢ punktu
ekstremalnego. Zacznijmy od przypomnienia definicji przestrzeni cg

co = {{z:}Z | lim 2, =0} z normy ||z = sup |@n| = max|an|.
, . :

Fakt 3. Domknieta kula jednostkowa w co nie ma punktu ekstremalnego.

Dla dowolnego ciagu = nalezacego do domkniecia kuli jednostkowej definiujemy
a={a;}32,1b={b;}52, w nastepujacy sposéb:

1 — |z 1 — |z

bi:Iif

a7:z,+
(3

Wowezas lim; o0 a; = lim; o b; = 0, a wiec a,b € ¢y. Ponadto ||a], ||b]| < 1,
% 7é bia gdy ‘xz‘ 7é 17 oraz
1 1 . 1 1
T = 5 + §bi, czyli x = 20 + §b.
O

Przyklad ten sklania do postawienia dwoch problemow. Po pierwsze wiemy juz,
ze skonczeniewymiarowa przestrzen unormowana jest lokalnie zwarta. Mozna
wiec w sposéb rownowazny preformutowaé Fakt 2 zastepujac zalozenie
,domkniety i ograniczony” stowem ,zwarty” i zastanowic¢ sie, czy w tak
zmodyfikowanej wersji fakt ten pozostaje prawdziwy w przypadku
nieskonczeniewymiarowym. Twierdzenie Kreina—Milmana nie tylko pozytywnie
rozstrzyga ten problem, ale pokazuje ponadto zwiazki miedzy zbiorem zwartym
wypuklym a jego punktami ekstremalnymi. Zanim przytoczymy jego tresé
przypomnijmy, ze powloka wypukla zbioru A nazywamy najmniejszy zbior
wypukly zawierajacy A.

Twierdzenie 3 (Krein—-Milman). W dowolnej przestrzeni unormowanej zbidr
zwarty 1 wypukly jest domknieciem powloki wypuklej zbioru swoich punktéw
ekstremalnych.

Drugi problem, ktéremu warto poswieci¢ chwile uwagi, dotyczy istnienia punktow
ekstremalnych kul jednostkowych w przestrzeniach nieskonczonego wymiaru. Jak
juz odnotowalismy, kula w przestrzeni nieskonczeniewymiarowej nie jest zwarta,
wiec powyzsza wersja twierdzenia Kreina—Milmana nie przyda sie przy ustalaniu,
czy brak punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej charakteryzuje przestrzenie
unormowane nieskoniczonego wymiaru. Rozstrzygniecie problemu jest negatywne,
tatwo dostrzec, ze w dowolnej przestrzeni unitarnej, takze
nieskonczeniewymiarowej, kula ma punkty ekstremalne.

Ogodlniejsza wersja Twierdzenia 3 pozwala na wskazanie klasy przestrzeni,
w ktorej kula jest domknieta powloka wypukta zbioru swoich punktow
ekstremalnych. Aby ja sformulowaé¢ przypomnimy jak wprowadza si¢ stabg*
topologie na przestrzeni sprzezonej do przestrzeni unormowanej.

Niech X* oznacza przestrzen wszystkich funkcjonaléw liniowych cigglych na X,
na X* okreslamy norme

|l*|| = sup |z*(x)] dla z* e X*.

llzll<1

Kazdy element z € X definiuje pewien funkcjonatl liniowy ciagly na X* zadany
w nastepujacy sposéb x(z*): = a*(x).

Definicja 3. Staba* topologia na X* nazywamy najstabszq topologie, przy ktdérej
wszystkie funkcjonaly na X* zadane przez elementy przestrzeni X sq ciggle.

Fakt 4. Przestrzenn X* wyposazona w slabg* topologie jest lokalnie wypuklg
przestrzeniq liniowo-topologiczng.
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Przestrzenie [, dla 1 <p < oo sg
przestrzeniami sprzezonymi do pewnych
przestrzeni unormowanych, podobnie L,
dla 1 < p < oo.

Punkt Czebyszewa tréjkata
rozwartokatnego w przestrzeni
euklidesowej NIE JEST $rodkiem okregu
opisanego na tym tréjkacie.

T + rB jest zbiorem punktéw odleglych
od T o nie wigcej niz r.

Przytoczymy teraz dwa silne i wazne twierdzenia analizy funkcjonalnej.
Twierdzenia te wraz z dowodami mozna znalezé w [3] str. 180, 187 lub [4] str. 87,
81.

Twierdzenie 4 (Krein—Milman (wersja ogélna)). W lokalnie wypukiej
przestrzeni liniowo-topologicznej zbior zwarty © wypukly jest domknieciem powloki
wypuktej zbioru swoich punktow ekstremalnych.

Twierdzenie 5 (Banach—Alaoglu). Zbidr {z* € X* | ||z*|| < 1} jest zwarty
w stabej* topologii.

Wykorzystajmy zebrane powyzej fakty. Jesli przestrzen unormowana Y jest
przestrzenig sprzezona do pewnej przestrzeni unormowanej, to mozemy
wprowadzié na niej staba* topologie. Kula jednostkowa w tej przestrzeni to zbidr

{yeY =X" |yl = [l«"] < 1},

a wiec na mocy Twierdzenia Banacha—Alaoglu i Faktu 4 jest zbiorem zwartym
w lokalnie wypuklej przestrzeni liniowo-topologicznej. Stosujac twierdzenie
Kreina—Milmana w wersji ogélnej stwierdzamy, ze kula jednostkowa w Y jest
domknietg powltoka wypukla zbioru swoich punktéow ekstremalnych. Przy okazji
powyzszego rozumowania wykazaliémy nastepujaca wlasno$¢ przestrzeni cg.

Fakt 5. Przestrzen co nie jest przestrzeniq sprzezong do Zadnej przestrzeni
UNOTMOWANE].

2. Istnienie punktu Czebyszewa

Definicja 4. Niech (X, || ||) bedzie przestrzenig Banacha. Punktem Czebyszewa
niepustego ograniczonego zbioru M C X nazywamy punkt xq taki, Ze

R(M,x0) = inf R(M,x), gdzie R(M,x)= sup ||z —yl.
reX yeEM

Punkt Czebyszewa zbioru M oznaczaé¢ bedziemy przez C(M); niech ponadto
R(M) = infyex R(M, z).

W przypadku, gdy M jest domknietym podzbiorem przestrzeni
skonczeniewymiarowej, R(M) jest promieniem najmniejszej kuli, w ktérej mozna
zawrze¢ M, a punkt Czebyszewa jest srodkiem tej kuli. Poniewaz kula

w przestrzeni unormowanej jest zbiorem wypuklym, prawdziwy jest nastepujacy
fakt.

Fakt 6. Punkt Czebyszewa ograniczonego zbioru M pokrywa sie z punktem
Czebyszewa powloki wypuktej M.

Zajmijmy sie punktem Czebyszewa tréjkata. W przestrzeni euklidesowej tatwo go
wskazaé, w dowolnej przestrzeni skonczonego wymiaru moze by¢ troche trudniej,
ale jego istnienie nie budzi wiekszych watpliwosci. Istotnie, mozna je tatwo
wykazac.

Fakt 7. W skonczeniewymiarowej przestrzeni unormowanej kazdy tréjket T ma
punkt Czebyszewa.

Dowdd. Poniewaz tréjkat jest zbiorem ograniczonym, wiec istnieje r > 0, takie
ze T C B(0,r), gdzie B(0,1) oznacza domknigta kule jednostkowa

w rozpatrywanej przestrzeni. Zbiér T + B(0,r) jest zbiorem ograniczonym, wiec
T + B(0,r) jest zbiorem zwartym. Oczywiscie C(T) € T + B(0,r), gdyz

w przeciwnym przypadku R(T,0) < R(T,C(T)), co pozostaje w sprzecznosci

z definicja punktu Czebyszewa. Niech t1,t5,t3 oznaczaja wierzchotki tréjkata,
zdefiniujmy funkeje r(z, T) = max{||z — t1]|, ||z — t2]|, ||x — t3||}. Funkcja r(z,T)
jest ciagla, wiec przyjmuje swoje minimum na zbiorze zwartym 7" + rB

w punkcie zq, ktéry jest poszukiwanym punktem Czebyszewa. O

Mimo iz tréjkat jest zawsze zawarty w dwuwymiarowej podprzestrzeni afiniczne;j,
mozna wskazaé¢ przestrzen nieskonczonego wymiaru oraz zbiér trzypunktowy,
ktéry nie ma $rodka Czebyszewa. Ten fakt moze budzié¢ sprzeciw intuicji
uksztaltowanej w przestrzeni euklidesowej. Zdawaé by si¢ mogto, ze
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rozpatrywany tu problem jest zagadnieniem skonczenie wymiarowym, ze mozna
sie ograniczy¢ do pracy z tréjwymiarowa podprzestrzenig liniows zawierajaca
tréjkat. A jednak nie. Istotnym jest, w jakim obszarze poszukujemy owego
érodka najmniejszej kuli zawierajacej zbiér. Zauwazmy, ze juz w R3 z norma
max{|z1], |z2], |z3|} mozna wskazaé tréjkat, ktérego punkt Czebyszewa nie
nalezy do zawierajacej go hiperptaszczyzny afinicznej. Podobnie, nie mozemy
zalozy¢, ze srodek Czebyszewa trdjkata jest zawarty w trojwymiarowej
przestrzeni liniowej wyznaczonej przez jego wierzcholtki, ani w zadnej innej
zadanej z gory przestrzeni skoficzonego wymiaru. Szukajac punktu Czebyszewa
trojkata w dowolnej przestrzeni, mozemy jedynie zawezi¢ obszar poszukiwan do
pewnej kuli, ale — jako ze ta w przypadku nieskonczonego wymiaru nie jest
zwarta — funkcja ciagla R(z,T) nie musi przyjmowaé na niej swojego minimum.
Aby wykazaé, ze opisana sytuacja faktycznie moze mie¢ miejsce, przedstawimy
dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6 (Koniagin). Istnieje przestrzer unormowana X, a w niej zbidr
trzypunktowy, ktory nie ma punktu Czebyszewa.

Aby sformulowaé¢ wystepujacy w dowodzie twierdzenia Koniagina fakt
przypomnimy, ze podzbiér K przestrzeni liniowej X nazywamy ograniczonym,
gdy nie zawiera zadnej polprostej, a pochlaniajacym, gdy Ve € X 3t > 0 x € tK.
Fakt 8. Niech K bedzie wypukliym, symetrycznym wzgledem zera, pochlaniajgcym
i ograniczonym podzbiorem przestrzeni liniowej X . Wéowczas formula

|z||x = inf{t >0 | z € tK}

zadaje norme na przestrzeni X. Ponadto domkniecie zbioru K w normie || - ||k
jest domknietq kulg jednostkowq w (X, | - || k).

Konstrukcja opisanej w twierdzeniu Koniagina przestrzeni X opiera sie na
zdefiniowaniu odpowiedniej normy na przestrzeni Iy, czyli w

o0 o]
li: = {{a:l}fil | Z |z < oo} z norma ||z||; = Z |25
i=1 n=1

Dowé6d Twierdzenia Koniagina. Niech Y: = {z € l; | 1 = 0}. Funkcjonal
g=> 2, x;(1—1/i) jest funkcjonalem ciaglym na Y o normie réwnej 1,
nieosiagajacym warto$ci 1 na kuli jednostkowej. Zdefiniujmy nastepujace zbiory

Cr={y+ter [yeY [lylh <325},

Co={y+ter [yeY [gly)l <1, [t <1},

B=CiNCs.
Latwo sprawdzié, ze zbiory C7 i Cs sa ograniczone, wypukle i symetryczne
wzgledem 0 oraz ze zawieraja pewna kule, a wiec posiadaja wiasnosé
pochlaniania. Zbiér B réwniez ma opisane wyzej wlasnosci, stad formula (8)
zadaje na [y norme || - || , w ktorej B jest kula jednostkowa.

Niech § € Y bedzie elementem przestrzeni Y spelniajacym warunki

_ 3 _
17 11 < 5 oraz 9y ) =1

Niech e; oznacza ciag, ktérego i-ty wyraz jest réwny 1, a pozostate wyrazy sa
réwne 0. Wykazemy, ze zbiér M = {e;, —e1, 3y /2} nie ma punktu Czebyszewa.

Poniewaz g jest funkcjonalem o normie 1, to dla kazdego € > 0 mozna wskazaé
element y. € Y taki, ze

1. 1
HyeH = ) 1 g(ys) > 9 —&.

Oczywiscie y. £ ey € B. Zauwazmy, ze (y. — 3y/2) jest elementem podprzestrzeni
Y spelniajacym warunki

3_ 3. _ 1
Ye — JY < HyeHl +§Hy Hl So;+5-
1

w
N W

2 2

[\

3
1<y (Ey—yg)<1—|—57
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skad otrzymujemy zawieranie (y. — 3y/2) € (1+¢£)B. Mamy
R(M,y.) = max{||m —yc||p | me M|} <1+e¢,
a wiec R(M) < 1.

Przypuéémy teraz, ze istnieje punkt x. bedacy $rodkiem Czebyszewa zbioru M
rozpatrywanego jako podzbidr przestrzeni unormowanej X = (I1,] - ||5). Punkt
ten musiatby spelniaé nastepujace warunki

3
z.— =gl <1 (1)
27
Punkt x. mozemy przedstawié¢ jako z. = y. +t ey, dla pewnego y. € Y it € R.
Poniewaz x. —e1 =y, + (t — 1)e; € B C Cs, to t > 0, podobnie z zawierania
Ze +e1 = ye + (t + 1)e; wnioskujemy, ze ¢t <0, a wigc z. =y, € Y.

lz el <1 oraz

Zauwazmy ponownie, ze warunki (1) pociagaja zawieranie y. +e; € B C C1, co
gwarantuje oszacowanie ||y.| < 1/2, zatem g(z.) = ¢g(y.) < 1/2. Przypomnijmy,
ze § zostal wybrany w taki sposéb, by ¢g(7) = 1. Otrzymujemy

o(57-20) =3/2- gl > 1.

co oznacza, ze 35/2 — y. ¢ Cy. Wykazaliémy zatem, Ze nie istnieje punkt
spelniajacy warunki (1), a wiec zbiér M C X nie ma $rodka Czebyszewa. ]

Podane tu twierdzenie jest stabsza wersja twierdzenia wykazanego przez
Koniagina [2].

Twierdzenie 7 (Koniagin — wersja ogélna). W kazdej nierefleksywnej
przestrzeni Banacha (X, || - ||) mozna wprowadzié¢ réwnowazng norme || - ||~
w taki sposddb, by istnial trzypunktowy zbior nieposiadajgcy punktu Czebyszewa.

Dowdd ogolniejszej wersji przebiega niemal identycznie jak dowdd zamieszczony
powyzej, jednak w ogélnym przypadku zamiast wskazywaé¢ konkretny funkcjonal
nieosiagajacy swojego ekstremum na kuli jednostkowej, wykorzystuje sie
pochodzaca od Jamesa [1] charakteryzacje przestrzeni refleksywnych.

Twierdzenie 8 (James). Przestrzen jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy funkcjonal osigga swojg norme na kuli jednostkowe;.
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