Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXXVIII Szkole Matematyki Pogladowej,
Nieskorniczonosé, styczen 2007,

i nagrodzonego Medalem Filca.
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Rys. 1. Wykres przeksztalcenia
namiotowego T'.
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Rys. 2. Odczytanie wartosci w punkcie x.
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Rys. 3. Odczytanie warto$ci drugiej
iteracji

Dwa do nieskonczonosci
Dominik KWIETNIAK, Krakow

Tytutowe ,dwa do nieskonczonosci” odnosi sie do symbolu 2*°, ktéry bywa
uzywany dla oznaczenia réznych, pozornie nie powiazanych ze soba, obiektoéw
matematycznych. W kolejnych ustepach tego artykulu postaramy sie przyblizy¢
jedna z co najmniej trzech sytuacji, w ktorych uzycie symbolu 2 wydaje sie
w naturalny sposoéb odzwierciedlaé¢ nature opisywanych obiektéw.

Przyktad ten mozna zaliczy¢ do szeroko rozumianej teorii dyskretnych uktadow
dynamicznych, wiec do zrozumienia dalszej czeci niniejszego artykulu niezbedna
bedzie znajomo$é pewnych podstawowych terminéw uzywanych w tej teorii.
Material ten omoéwimy pokrotce w nastepnym paragrafie.

1. Dyskretne uklady dynamiczne

Rozwazaé¢ dalej bedziemy uktady dynamiczne zadane przez funkcje ciagle f.

W sytuacji ogolnej funkcje te przeprowadzaja pewna przestrzen metryczng zwarta
X w siebie, ale nas bedzie interesowal przede wszystkim przypadek, gdy X = [0, 1].
Zalozmy wiec, ze mamy dang funkcje ciagla f okreslona na odcinku domknietym
[0, 1], ktorej wartosci takze naleza do tego odcinka, czyli f: [0, 1] — [0, 1].
Interesuje nas zachowanie orbity dowolnie wybranego punktu zy € [0, 1] w uktadzie
generowanym przez f, czyli wltasnosci zbioru punktéw postaci

Zo, f(xo)v f(f(xo))v f(f(f(xO)))’ s

Korzystajac z naturalnego porzadku, ktéry mozna wprowadzi¢ na kazdej orbicie,
mozemy, gdy bedzie to dla nas wygodne, dowolng orbite utozsamiaé z ciagiem
o wyrazach

Ty = f(wn-1) = f"(w0),

gdzie n > 0. Tutaj przez f™ rozumiemy funkcje f, ztozong ze soba n razy:
fr=fo...0f:[0,1]—[0,1]
—_—
n razy
oraz umawiamy sie, ze fO(z) = x dla wszystkich z € [0, 1].

Szczegdlne znaczenie maja punkty okresowe, czyli punkty, ktorych orbity sa
zbiorami skoniczonymi (gdy patrzymy na orbity jak na ciagi, beda to te punkty,
ktorych orbity sa ciagami okresowymi). Zauwazmy, ze punkt g jest punktem
okresowym dla f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n > 1 taka,
ze f™(xg) = xo. Wyrdzniamy punkty okresowe spelniajace warunek f(x) =z

i nazywamy je punktami stalymi funkcji f. Jezeli zy jest punktem okresowym, to
liczbe elementéw orbity punktu zg, czyli najmniejsza liczbe naturalng n taka, ze
f™(x0) = zp nazywamy okresem podstawowym punktu zg. Orbite punktu
okresowego o okresie podstawowym n nazywamy tez cyklem o dlugosci n, lub
krotko n-cyklem.

Dla przyktadu przyjrzyjmy sie blizej przeksztatceniu namiotowemu, czyli funkcji
T:10,1] — [0,1] danej wzorem:

2z, gdy 0 <z

<1
=2
2 —2x, gdy%<x§1.

T(l‘)1|12f£|{
Przesledzimy zachowanie orbit kilku wybranych punktow w ukladzie zadanym
przez T. Nasza analize zaczynamy od sporzadzenia wykresu przeksztatcenia
namiotowego. Szkicujemy takze pomocnicza prosta y = x. Na osi odcietych (X)
wybieramy punkty zq, ktorego orbite chcemy zbadaé. Wartosé funkeji f w xq
odczytamy taczac punkt xg z lezacym bezposrednio nad nim punktem wykresu f
i odczytujac jego druga wspodlrzedna (patrz rysunek 2).

Na osi rzednych mamy teraz punkt f(zo). Aby znalezé warto$é f w punkcie
f(xo) prowadzimy prosta rownolegla do osi odcietych taczaca nasz punkt

z wykresu z punktem na prostej y = x. Ten ostatni punkt taczymy z wykresem
funkcji f za pomoca prostej rownoleglej do osi rzednych. Druga wspotrzedna
nowego punktu na wykresie jest rowna f(f(zo)) (patrz rysunek 3). Powtarzajac
te procedure mozemy zobrazowa¢ dowolnie dlugi fragment orbity.
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Rys. 4. Punkt staly (po lewej) i cykl
dlugosci 3 dla T (po prawej).

1. Jezeli xg = 2/3, to T(xo) = 2/3, a zatem orbita xg jest zbiorem
jednoelementowym, a xg = 2/3 jest punktem stalym dla T (rysunek 4).
2. Jezeli xy =2/7, to

f2/7) =4/7, f(4/71)=6/7, [f(6/T)=2/7,
czyli g jest punktem okresowym o okresie podstawowym réwnym 3 a zbior
{2/7,4/7,6/7} jest cyklem dtugosci 3 (rysunek 4).
3. Jezeli xg = m — 3, to orbita xy bedzie zbiorem nieskonczonym, a symulacje
komputerowe sugeruja, ze jego orbita jest gestym podzbiorem odcinka [0, 1]
(rysunek 5).

2. Twierdzenie Szarkowskiego

Opiszemy pewien porzadek na zbiorze liczb naturalnych, nazywany od nazwiska
odkrywcy porzadkiem Szarkowskiego. Dla oznaczenia tego porzadku uzyjemy
symbolu >, czyli zapis k > [ nalezy rozumie¢: ,,k poprzedza (jest wieksze od) [
w porzadku Szarkowskiego”. Liczba najwieksza w naszym porzadku niech bedzie
liczba 3, nastepna 5 i dalej uporzadkujmy wszystkie liczby nieparzyste wieksze
od 5 wypisujac je w kolejnosci rosnacej:

3>5p7T>9>11D>...

Nastepnie uszeregujmy liczby parzyste nie bedace potegami liczby 2, ustawiajac
najpierw w kolejnosci rosnacej wszystkie liczby, ktore w rozktadzie na czynniki
pierwsze maja dokladnie jedna 2 i co najmniej jedng liczbe nieparzysta:

35>T7>...03-2>5-2>T7-2D> ...,

dalej, ponownie w kolejnosci rosnacej, porzadkujemy

wszystkie liczby parzyste, ktorych rozklad na czynniki pierwsze

zawiera doktadnie dwie 2 i jaka$ liczbe nieparzysta:

3>5>7>...3-2>5-2>7-2> ...

>3-22p5.22p7.22> ...

W analogiczny sposéb porzadkujemy pozostate liczby naturalne,
ktore maja w swoim rozkladzie jakiekolwiek czynniki nieparzyste.
Na konicu ustawiamy wszystkie potegi 2 w kolejnoséci malejacej, a za
liczbe najmniejsza w naszym porzadku przyjmujemy liczbe 1:

35> 7>...03:2>5-2>7-2>...23>22 2> 1.

Przy takiej konstrukeji porzadku wygodnie nam bedzie umoéwié sie,

ze liczbe 1 = 20 bedziemy traktowaé jako potege 2. Otrzymany

T ™~
n

porzadek w zbiorze liczb naturalnych mozemy teraz zapisa¢ tak:

35> T7T>9>...>3:2>5-2> ...

0

Rys. 5. Sto pierwszych wyrazow orbity
punktu g = © — 3.

) >3-22>5-22p ... 22222 1.

Postugujac sie tym porzadkiem mozemy podaé¢ stawne twierdzenie,
ktore w literaturze przedmiotu laczy si¢ z nazwiskiem
Szarkowskiego:

Stynne Twierdzenie Szarkowskiego. Jezeli przeksztatcenie ciggte
f:00,1] — [0,1] posiada cykl dtugosci k al jest liczbg mniejszq od k w porzqdku
Szarkowskiego, to f posiada takze cykl o dtugosci .

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, jezeli f posiada punkt okresowy o okresie
podstawowym 3, to kazda liczba naturalna musi byé okresem podstawowym dla
pewnej orbity okresowej f. Z drugiej strony, jezeli najdtuzszy cykl dla f ma

8 elementow, to f posiada takze orbity okresowe o okresie podstawowym

1, 21 4 oraz zadna inna liczba naturalna nie jest juz dtugoscia cyklu dla f.

Pomimo, ze tylko to twierdzenie taczy sie zazwyczaj z nazwiskiem Szarkowskiego,
to nalezy pamietaé, ze powyzsze sformutowanie jest jedynie czesciag oryginalnego
wyniku. W swojej pracy, ktoéra ukazala sie w roku 1964 w czasopismie Ukrainskij
matematiczeskij zurnat, Szarkowski udowodnil, ze zachodzi takze:
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Przypominamy, ze liczbe 1 uznajemy tu
za potege dwojki!

Jakzeby inaczej!

Twierdzenie Szarkowskiego (czes$€ 2). Dla kazdej liczby naturalnej l istnieje
funkcja ciggta f:[0,1] — [0, 1], ktdra posiada cykl o diugoscil i Zadna liczba
wieksza od | w porzgdku Szarkowskiego nie jest dtugo$cig cyklu dla f.

Rok pdézniej Szarkowski uzupelnit swoje wyniki, podajac nastepujacy przyktad:

Twierdzenie Szarkowskiego (czes¢ 3). Istnieje przeksztatcenie ciggle

f:[0,1] — [0,1] takie, ze dla kazdego n naturalnego istnieje cykl dla f o diugosci
2™ 1 zZadna liczba naturalna nie bedgca potegq 2 nie jest okresem podstawowym
orbity okresowej dla f.

Rozbudujemy teraz odrobine nasza notacje o dodatkowe symbole i oznaczenia.
Pozwoli to nam zwiezle wypowiedzie¢ trzy powyzsze twierdzenia Szarkowskiego.

Zauwazmy najpierw, ze w zaproponowanym przez Szarkowskiego porzadku
jedynymi niepustymi podzbiorami zbioru liczb naturalnych nie posiadajacymi
najmniejszego ograniczenia gornego (supremum) sa nieskoriczone podzbiory
zbioru wszystkich poteg 2, to jest zbioru:

{1,2,4,8,16,...,2", .. }.

Luke te mozemy uzupelni¢ doktadajac do zbioru liczb naturalnych specjalny
element, ktory oznaczamy 2°°. Rozszerzamy teraz porzadek Szarkowskiego na
nasz powiekszony zbior NU {2*°}, deklarujac, ze 2°° jest wieksze od kazdej liczby
bedacej potega 2 i mniejsze od wszystkich pozostatych liczb naturalnych. Nasz
poprawiony porzadek wyglada teraz tak:

3T ...3-25-20...02°> .. 2222 2> 1.

Dla danego elementu s € NU {2°°} definiujemy zbior Sz(s), ktorego elementami
sa wszystkie liczby naturalne wystepujace po s w rozszerzonym porzadku
Szarkowskiego oraz s pod warunkiem, ze s jest liczba naturalna,

Sz(s) ={keN:sD> k}.
W mysél tej definicji mamy na przyktad:
Sz(3) = N,
Sz(6) = {2n : n € N} U {1}
Sz(16) = {1,2,4,8,16}
Sz(2*°) = {2" : n e N} U {1}.

Przez Per(f) bedziemy oznaczali zbior wszystkich liczb naturalnych, ktore sa
okresami podstawowymi dla orbit okresowych funkcji f. Dla przykladu: jezeli

T jest zdefiniowanym wyzej przeksztalceniem namiotowym, to Per(T") = N, a dla
odwzorowania ¢ danego dla z € [0, 1] wzorem i(z) = x mamy Per(i) = {1}.

Mozemy teraz podsumowaé cytowane wyzej rezultaty Szarkowskiego w jednej
wzwartej” postaci.

Twierdzenie Szarkowskiego. Jezeli przeksztatcenie f: [0,1] — [0,1] jest ciggle,
to istnieje s € NU{2°°} takie, ze Per(f) = Sz(s). Co wiecej, dla kazdego
s € NU{2%} istnieje taka funkcja ciggte f:[0,1] — [0,1], Ze Per(f) = Sz(s).

Oryginalne rozumowanie Szarkowskiego odwolywalo sie do elementarnych
wtasnosci funkcji ciagltych na odcinku, ale nie byto wolne od technicznych
zawitosci. Dzi§ znane sa inne, krotsze dowody tego twierdzenia. Do ich
zrozumienia nadal nie potrzeba zaawansowanej matematyki, ale wcigz nie nadaja
sie one, zdaniem piszacego te stowa, do zaprezentowania w trakcie jednego

45 minutowego wyktadu. Mozna jednak (i to uczynimy) przedstawi¢ wyjatkowo
pomystowy (choé¢ niekonstruktywny) dowodd drugiej i trzeciej czesci twierdzenia
Szarkowskiego. Dowod ten znalezé mozna w ksiazce Combinatorial dynamics and
entropy in dimension one, ktorej autorami sa Lluis Alseda, Jaume Llibre

i Michal Misiurewicz.
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1 Dowdd. Chcemy wykazaé, ze dla dowolnego s € N U {2} istnieje funkcja ciagta
f:[0,1] — [0, 1] taka, ze Per(f) = Sz(s). Wykazemy, ze odpowiednie przyklady
3/4f----- mozna znalezé wérod rodziny ,przeksztalcenn trapezowych”, czyli funkeji
zdefiniowanych dla z € [0, 1] wzorem

T, (z) = min{T(x),a},

gdzie T oznacza jak poprzednio przeksztalcenie namiotowe, zas a € [0, 1]. Wykres
kazdej z funkcji T, powstaje poprzez ,Sciecie” na wysokosci a wykresu
przeksztalcenia namiotowego. Oczywiscie mamy 77 = T oraz T = 0.

Przypomnijmy, ze przeksztalcenie namiotowe ma cykl o dtugosci 3 (tworza go
liczby 2/7, 4/7 oraz 6/7), zatem na mocy pierwszej, ,stynnej” czesci twierdzenia

Szarkowskiego Per(77) = N. Dla funkcji stale rownej zero mamy oczywiscie
2 Sz(Ty) = {1}.

Zauwazmy, ze dla dowolnego s € N funkcja T ma skoiniczenie wiele cykli

o dtugosci s. Jak juz powiedzieliSmy zawsze co najmniej jeden cykl dtugosci s
0 1 istnieje. Z drugiej strony elementy cyklu o dtugosci s zawarte sa w zbiorze

1 rozwiazan rownania 7%(x) = z, a to ostatnie rownanie ma doktadnie 2°
rozwiazan, o czym latwo sie przekonaé¢ analizujac wykres T° (patrz rysunek 7).

Zatem majac dang liczbe naturalng s sposrod wszystkich s-cykli dla T" mozemy
zawsze wybraé¢ ten, ktérego najwiekszy element lezy najblizej punktu 0.
Najmniejszy sposréd ,prawych koncow” cykli o dlugosci s oznaczamy przez a,

1/ar- czyli

as = min{max P : P jest s cyklem dla T}.
0 1

Niech g; = T,,, (patrz rysunek 8). Oznaczmy przez Const(gs) najwiekszy
przedzial otwarty, na ktéorym funkcja g jest stata. Zachodza réwnosci:

Const(gs) = {x € [0,1] : T'(x) > as} = {x € [0,1] : T(x) # gs(z)}.

Rys. 6. Wykresy Ty, gdy a = %, %,

-

Odnotujmy, ze dla dowolnych s,t € N, s # ¢ zachodzi nastepujaca implikacja:
t € Per(gs) = ar < as. (%)

Dla jej dowodu zatézmy, ze @ jest pewnym t-cyklem dla g,. Cykl P jest
roztaczny z , bo maja roézne okresy podstawowe. Gdyby jakies elementy cyklu
@ nalezalyby do Const(gs), to poniewaz gs(Const(gs)) = {as} 1 as jest
elementem cyklu P, przy nastepnej iteracji gs wpadalyby w cykl P. Dlatego

0 1 @ musi by¢ podzbiorem [0,1] \ Const(gs). W szczegdlnosci T'|g = gs|g, co
oznacza, ze @ jest t-cyklem dla 7. Mamy wiec:

a; < max @) < max g; = max P = ag,
co koriczy dowod naszej implikacji.

7 powyzszej obserwacji oraz ze pierwszej, stynnej czesci twierdzenia
Szarkowskiego wynika natychmiast, ze

0 1 t<ds = a; < as. (Fek)
Rys. 7. Wykresy T2 i T3.

Twierdzimy, ze dla kazdego s € N zachodzi Per(gs) = Sz(s). Aby to udowodnié
ustalmy s € N i zauwazmy, ze gs posiada co najmniej jeden cykl P dtugosci s:
jest nim ten s-cykl dla T', dla ktoérego as; = max P jest najmniejsze sposroéd
wszystkich s-cykli dla T' (tak zdefiniowalismy funkcje gs, ze gs|p = T'|p).
Oznacza to, ze Sz(s) C Per(gs).

Pozostaje nam wykazac, ze Per(gs) C Sz(s). Zalozymy, Ze to zawieranie nie
zachodzi, czyli, Ze istnieje liczba naturalna ¢ taka, ze t € Per(gs) oraz t > s. Na
mocy implikacji (¥) pierwszy z tych warunkéw oznacza, ze a; < as. Natomiast
na mocy drugiego z tych warunkow i implikacji (9% ) wnioskujemy, ze a; > as.
Otrzymana w ten sposob sprzeczno$é konczy dowod rownoscei Per(gs) = Sz(s) dla
seN.
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Rys. 8. Wykresy g4 i g5.

Aby zakoriczyé¢ caly dowod pozostaje jeszcze udowodnié istnienie funkeji goo
takiej, ze
Per(go.) = Sz(2*°) = {1,2,4,8,16,...}.

Zauwazmy, ze wykazaliSmy dotychczas, ze

as < ay <ag<...<l1.
Mozemy zatem zdefiniowaé liczbe

age = supf{agn : n € N}
oraz funkcje

Joo = Ta2oc .
Cheemy pokazac, ze Per(go,) = Sz(2°°). Zauwazmy najpierw, ze na mocy
implikacji (¥ ) i definicji porzadku Szarkowskiego dla dowolnych liczb
naturalnych n i m oraz kazdej liczby nieparzystej ¢ > 1 zachodza nieréwnosci:
agn < Gont1 < sup{agn : m € N} = agee < aggm+r < ag.om.
Oznacza to, ze
Aon < Q00 < Qg.2m . (***)

dla dowolnej liczby nieparzystej g > 1 oraz wszystkich liczb catkowitych
nieujemnych n i m. Wynika stad, ze Const(g) C Const(gan) dla kazdego
n, gdzie Const(gs) jest najwiekszym przedziatem otwartym, na ktorym funkcja
Joo jest stala. Jezeli n € N a @, jest cyklem ditugosci 2" dla gon, to rozumujac
jak wyzej widzimy, ze

g2n‘Qn = T|Qn = gOO‘Qn)
zatem Sz(2°°) C Per(gso)-
Gdyby zawieranie Sz(2°°) D Per(goo) nie zachodzilo, to istniatby cykl dla
Joo 0 dhugosci t, gdzie t = ¢ - 2™ dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej m oraz
liczby nieparzystej ¢ wickszej od 1. Oznaczmy ten cykl litera R. Wéwczas

ar < max R < max goo = Ggce.

Ale nieréwnos¢ aq.om < ase jest sprzeczna z nieréwnoscia (k¥ %), co oznacza,
ze taki cykl R istnie¢ nie moze i konczy dowod. O

Zobaczylismy fragment teorii matematycznej, dla opisania ktorej uzycie symbolu
2% wydaje sie by¢ jak najbardziej na miejscu. Jak juz wspomnieliSmy we wstepie
nie jest to jedyna taka sytuacja. Opisanie pozostalych odkladamy na innag okazje,
ale zachecamy Czytelnikéw do zapoznania sie z nimi juz teraz.
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