Rozcinanie nozyczkami ma szereg mitych
wlasnosci, na przyklad zachodzi
twierdzenie Wallace-Bolyai-Gerwiena

o rownowaznosci wielokatow przez rozktad
skonczony. Orzeka ono, ze wielokat mozna
tak pociaé¢ na skonczenie wiele czesci, aby
mozna z nich byto ztozyé dany inny
wielokat o takim samym polu.
Analogiczne twierdzenie w przestrzeni R3
nie jest prawdziwe. Pytanie o to jest
trescig trzeciego problemu ze stynnej listy
Hilberta, a odpowiedzial na nie Dehn,
wprowadzajac dla bryl odpowiedni
niezmiennik podzialéw i wskazujac
przyktad bryl o jednakowej objetosci,

a innej wartosci tego niezmiennika [1].

Kwadratura kota. Ciekawa ilustracja
tego, jak rozny jest taki rozklad od ciecia
nozyczkami, jest zagadnienie kwadratury
kota, postawione przez Tarskiego w 1925
roku. Spytal on mianowicie, czy koto
mozna rozltozy¢ na skoriczenie wiele czesci
tak, aby nastepnie zlozy¢ z nich kwadrat
o tym samym polu. Okazuje sig, ze tnac
nozyczkami nie mozna, w sensie za$
rownowaznosci przez rozklad mozna
(wymaga to okoto 10°° czesci i udalo sie
udowodni¢ dopiero w 1990 roku [4]).

Paradoksalny rozktad
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Tytut XXXVII Szkoty Matematyki Pogladowej w Grzegorzewicach brzmiat
Algebraiczne mocarstwo. Niniejszy tekst to skrot mojego odczytu, ktory dotyczyt
paradoksalnych rozktadéw. Gléwnym jego celem bylo zaprezentowanie, w jaki
sposob i dzieki jakim faktom algebraicznym mozliwe sg takie ,cuda i dziwy”, jak
na przyktad stynny

Paradoks Banacha—Tarskiego (1924). Kule mozna podzieli¢ na skoriczenie
wiele cze$ci, z ktorych da sie zbudowaé dwie takie same kule.

Zacznijmy od pojecia rozkladu figury geometryczne;j.

Rozklady. Najprostszym typem rozktadu na plaszczyznie jest ciecie
nozyczkami. Otrzymujemy wtedy skoriczenie wiele czesci o ,,przyzwoitych”
ksztaltach (mowiac Scislej, brzeg kazdej z nich jest krzywa Jordana, czyli jest
homeomorficzny z okregiem). Co wiecej, nie interesuje nas przynaleznosé
punktéw z linii podziatu.

Rozklady nozyczkami pozwalaja produkowaé paradoksy-oszustwa, polegajace
na pozornej zmianie pola poprzez podziat i ponowne posktadanie figury. Oto
przyktad:
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Jednak nie takie paradoksy i nie takie rozklady beda przedmiotem naszych
rozwazan.

Rozktadem nazywamy dowolny podzial figury na roztaczne czesci (niekoniecznie
skoniczenie wiele), uwzgledniajacy przynaleznosé wszystkich punktow, tacznie

z brzegowymi. Dopuszczamy zatem czeéci o dowolnie dziwnych ksztaltach,

na przyktad czesci jednopunktowe lub niemierzalne. Jesli figure A mozemy
roztozy¢ w tym sensie na czesci, z ktorych nastepnie mozna ztozy¢ figure B, to
mowimy, ze A i B sa réwnowazne przez rozktad i oznaczamy to A ~ B.
Nietrudno sprawdzi¢, ze rzeczywiscie jest to relacja rownowaznosci. Okazuje sie,
ze takie podzialy nie musza zachowywaé¢ miar figur i stad wtasnie biorg sie
pozorne paradoksy, a doktadniej mowiac fakty sprzeczne z nasza intuicja.

Sformultowany na poczatku paradoks Banacha-Tarskiego réwniez mozna
przeprowadzié¢ jedynie w sensie rownowaznoéci przez rozktad, nie za$ metoda
rozcinania. Przekresla to szanse na zastosowanie go w rzeczywistosci,

na przyktad do pomnazania kul ze ztota. Mimo to zmierzamy powoli do jego
dowodu. Wiemy juz, jak rozumieé¢ stowo ,rozklad”. Wyjasnijmy teraz znaczenie
drugiego z tytutowych pojeé¢ i zobaczmy kilka prostych przyktadéw
paradoksalnych rozktadow.

Zbior E nazywamy paradoksalnym, jesli zawiera roztaczne podzbiory A, B
takie, ze A ~ F oraz B ~ E, czyli, mowiac obrazowo, jesli z pewnych dwoch
roztacznych czesci zbioru mozemy zbudowaé dwie jego pelnowartosciowe kopie.
Chodzi wiec o takie rozktady, ktore sa sprzeczne z nasza intuicja dotyczaca pola
lub objetosci.
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Zbiér M jest niemierzalny (nie ma
dlugosci), bowiem nie moze mieé¢ ani
miary 0 (bo wtedy caly okrag, jako suma
zbioru M i jego obréconych kopii, réwniez
mialby dlugosé 0), ani miary € > 0 (bo
wtedy caly okrag, jako suma
nieskoniczenie wielu roztacznych kopii
zbioru M, mialby dlugos$é¢ nieskoniczona).

Paradoksalny rozklad N. Liczby naturalne, jako podzbiér prostej, mozemy
podzieli¢ na dwa roztaczne podzbiory: A — liczby parzyste oraz B — liczby
nieparzyste. Nastepnie kazdy z tych podzbioréw mozemy podzieli¢ na pojedyncze
punkty i kazdy punkt tak przesunaé¢ (na przyklad 2n — n), aby w rezultacie
otrzymac kopie calego wyjsciowego zbioru N. Otrzymujemy zatem paradoksalny
nieskonczony rozktad N ~ NUN. Analogicznie mozna pokazaé¢, ze N~ NUNUN,
anawet ze N~ NUNUNU....

Paradoksalny rozklad okregu. Korzystajac z powyzszych obserwacji mozemy
roztozy¢ okrag na dwa, trzy, dowolnie wiele lub nawet przeliczalnie wiele takich
samych okregéow. Skonstruujemy na poczatek na okregu S! zbiér niemierzalny
Vitaliego. W tym celu wprowadzamy na punktach z okregu nastepujaca relacje
réwnowaznosci: dwa punkty sa réwnowazne, jesli jeden z nich mozna uzyskaé
jako obraz drugiego przy obrocie wokoét srodka okregu o kat wspoétmierny z 2.
Zauwazmy, ze kazda klasa rownowaznosci jest przeliczalna, bo tyle jest liczb
wymiernych. Z aksjomatu wyboru mozemy wyznaczy¢ zbiér M reprezentantow
klas abstrakeji. Ustawmy liczby wymierne z przedziatu [0,1) w ciag (qx)ken

i liczbie naturalnej k przypiszmy obrét zbioru M wokot srodka okregu o kat
27qi. Zauwazmy, ze tak otrzymane przeliczalnie wiele roztacznych obrazow
zbioru M daje w sumie caly S'. Odpowiednio dzielac je na podzbiory

i obracajac, korzystajac z powyzszych obserwacji dotyczacych paradoksalnych
rozktadéw zbioru N, uzyskujemy analogiczne rozktady okregu: S ~ S' U S!,
St~ stustust, St~ Stustustu....

W powyzszych przykladach korzystaliémy z rozktadéw nieskoriczonych. Od tej
chwili zal6zmy, ze wszystkie rozktady, o ktérych mowimy, sa skonczone.

Latanie dziur. Roztozymy okrag bez punktu na dwie czesci, zastosujemy

do nich odpowiednio dobrane izometrie i w rezultacie uzyskamy caly okrag.
Niech T bedzie brakujacym punktem okregu, zas$ ¢ niech bedzie obrotem wokot
srodka o ustalony kat niewspotmierny z 27. Wéwcezas ciag

o(T), ¢*(T), (), ... € S! jest nieskoticzony i sa to rézne punkty. Niech to
bedzie pierwszy z naszych dwoch zbioréw, zas pozostala czesé okregu niech
bedzie drugim. Zauwazmy, ze obrét w przeciwna strone o ten sam kat, czyli ¢!,
przeprowadza powyzszy ciag na ciag T, o(T), 0*(T),. .., a wiec pozwala zatataé
dziurke. Pozostala czesé okregu jest nieruchoma. Stad St ~ S\ {T}.

Zarowno przy definicji rozkladu, jak i zbioru paradoksalnego, zakladamy, ze
mamy ustalona grupe G dozwolonych operacji na zbiorach (na przyktad grupe
wszystkich izometrii). Mowimy, ze grupa G dziata na zbiorze X, jesli dla
dowolnych g € G, € X mamy zdefiniowane dziatanie g(z) € X, speliajace
warunki g2 (g1(z)) = (9291)(x) oraz id(x) = x. Na przyktad grupa G5 izometrii
przestrzeni R? dziala na zbiorze X = R?, bo dla elementu g € G5 oraz punktu
r € R3 mozemy zdefiniowa¢ g(x) jako obraz punktu x przy
izometrii g. Orbita elementu x to zbiér {g(z): g € G}.

Grupa wolna F» o dwoch generatorach a i b to zbior stow
(czyli skoficzonych ciggéw znakéw) o alfabecie a, b, a=1, b7 1,

zredukowanych (bez fragmentéw postaci zz 1), z elementem
neutralnym e (stowo puste), bez relacji (dwa stowa o réznym
zapisie sa rozne) i z dzialaniem konkatenacji (dopisywania).
Zauwazmy, ze poniewaz rozpatrujemy tylko stowa skoriczone,
grupa Fy ma przeliczalnie wiele elementéw. Rysuje sie je

czesto jako wierzchotki grafu. Taki graf nie ma cykli,
poniewaz w grupie wolnej nie ma relacji.

Niech S(x) oznacza zbiér stow zaczynajacych sie litera .
Zauwazmy, ze Fy jest roztaczna suma

{e} U S(a) US()US(at)u S(b~1). Jednoczesnie

Fy, = S(a)UaS(a™t) oraz F» = S(b) UbS(b~1). Grupa wolna
I jest zatem paradoksalna (dopisanie stowa na poczatku
drugiego stowa to dziatanie grupy F> na zbiorze swoich
elementow).
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Uwagi. W powyzszym dowodzie
pokazaliSmy, ze kula zawiera dwa
roztaczne podzbiory, z ktorych z kazdego
mozna zbudowa¢ nowa kule. Mozna ten
dowdd zmodyfikowaé tak, by te dwa
poczatkowe podzbiory w sumie dawaly
calyg wyjsciowa kule (czyli by rzeczywiscie
mie¢ rozktad kuli). Mozna réwniez
ograniczy¢ liczbe wszystkich czesci,

na ktore trzeba poszatkowaé¢ wyjsciowa
kule, do pieciu. Dodatkowo, dotaczajac
do naszej kuli rodzine coraz wiekszych
sfer wspoltsrodkowych z nia, uzyskujemy
wniosek, ze przestrzen R” jest
paradoksalna. Ponadto znane jest
nastepujace

Uogdlnienie [5, tw. 3.11]. Dia
dowolnych ograniczonych podzbioréw

A, B CR® o niepustym wnetrzu zachodzi
A~ B.

Wolna podgrupa w G3. Grupa F5 nie jest, wbrew pozorom, tworem czysto
abstrakcyjnym. Okazuje sie, ze jest na przyklad podgrupa grupy izometrii
zwyklej przestrzeni trojwymiarowej. Konkretnie, niech o bedzie katem
dwusciennym czworos$cianu foremnego, czyli o = arccos (%) Niech a oraz b beda
obrotami R3 o kat «, przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, odpowiednio wokot
osi z oraz z, czyli

1 0 0 1 _2v2
3_ 3

I B I R

0 2 1 0 0 1

Mozna sprawdzié, ze takie a i b generuja grupe wolna F5 [5, str. 16].

Od grupy do zbioru. Dotychczas zajmowaliSmy sie grupami paradoksalnymi,
umiemy wykazaé, ze Fy jest paradoksalna i umiemy wskazaé¢ podgrupe Gg
izomorficzna z Fy. Docelowo chcieliby$my jednak skonstruowaé nie grupe, a zbiér
paradoksalny. Przyda nam sie do tego nastepujace

Stwierdzenie. Jesli grupa paradoksalna G dziata, bez nietrywialnych punktow
statych, na pewnym zbiorze, to ten zbidr jest paradoksalny.

Jesli zauwazymy, ze dany zbior rozpada si¢ na orbity przy dziataniu elementéow
grupy G i wybierzemy zbior M reprezentantéw tych orbit, to dowod stwierdzenia
przebiega bardzo podobnie do przedstawionego wczesniej paradoksalnego
rozkladu okregu. Okazuje sie zatem, ze paradoksalny rozktad grupy ,,przenosi sie”
na paradoksalny rozkltad zbioru. Powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe

w szczegdlnosci dla naszej Fy C G3. To pozwala udowodnié

Paradoks Hausdorffa. Istnieje taki przeliczalny podzbior D sfery S?, Ze zbior
S2\ D jest paradoksalny.

Dla dowodu zauwazmy, ze osie wszystkich obrotéw z naszej grupy Fy C G3
przechodza przez $rodek uktadu wspoétrzednych. Niech D oznacza zbiér punktow,
w ktorych te osie przebijaja sfere S2. Nietrudno sprawdzié, ze Fy dzialta

na S?\ D bez nietrywialnych punktéw stalych. Wobec tego spetnione sa
zalozenia powyzszego stwierdzenia, zatem zbior S? \ D jest paradoksalny.

Latanie dziur w sferze. Poniewaz grupa F5 jest przeliczalna, a kazda o$
obrotu przebija sfere w 2 punktach, zbiér D réwniez jest przeliczalny. Stosujac te
sama metode latania dziur, ktéra postuzyla do dowodu, ze S\ {T} ~ S!, mozna
wykazaé, ze S?\ D ~ S2.

Paradoks Banacha—Tarskiego. Wiemy juz, ze dla odpowiednio dobranego
zbioru D, zbioér S2\ D jest paradoksalny oraz ze S2\ D ~ S2. Poniewaz zbior
réwnowazny ze zbiorem paradoksalnym tez jest paradoksalny, uzyskujemy
paradoks Banacha-Tarskiego dla S?: sfera jest paradoksalna.

Zauwazmy, ze kula bez srodka to ,cebulka” zlozona ze sfer wspotsrodkowych.
Skoro kazda z nich jest paradoksalna, to kula bez srodka rowniez jest
paradoksalna (bo punkty kazdego promienia mozemy sklei¢ i przemieszczac
wspolnie). Wezmy teraz dowolny okrag przechodzacy przez srodek kuli T

i catkowicie w niej zawarty. Wiemy, ze S* ~ S\ {T'}, zatem umiemy zalatac
dziurke, czyli kula bez $rodka jest rownowazna calej kuli. Stad paradoks
Banacha—Tarskiego: kula jest paradoksalna.

Podwojenie objetosci? Z paradoksu BanachaTarskiego ptynie morat, ze w R3
nie istnieje miara uniwersalna (czyli okreslona na wszystkich podzbiorach),
skoniczenie addytywna, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie i przyjmujaca
wartos¢ 1 na kostce jednostkowej. Gdyby bowiem istniata, niemozliwe byloby
podwojenie kuli. Inaczej jest dla R? — zachodzi twierdzenie Banacha, ktore
mowi, ze na plaszezyznie istnieje analogiczna miara (rozszerzajaca nasza
naturalng miare Jordana). Wobec tego w R? nie ma szans na zaden ,miarowy”
paradoksalny rozktad.

Prosta i plaszczyzna. O tym, ze w R! ani w R? nie istnieja paradoksy
analogiczne do rozktadu kuli Banacha—Tarskiego, nietrudno sie przekonaé

40



sprawdzajac, ze Fy nie jest podgrupa grupy (G izometrii prostej ani grupy Go
izometrii plaszczyzny. Przyjrzyjmy sie¢ doktadniej, dlaczego tak jest.

Izometrie prostej to przesuniecia i symetrie wzgledem punktu. Wobec tego
kwadrat kazdej izometrii jest przesunieciem, za$ przesuniecia sa przemienne. Stad
dla dowolnych dwoch izometrii o,y zachodzi relacja z2y?z =2y =2 = id, czyli w G,
nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.

Na ptlaszczyznie kazda izometria jest zlozeniem co najwyzej trzech symetrii
osiowych (twierdzenie Chaslesa). Wynika z tego, ze elementy Go to przesuniecia,
obroty i symetrie z poslizgiem (czyli symetrie ztozone z przesunieciem
rownolegltym do osi). Kwadrat kazdej izometrii jest izometria parzysta, a wiec
przesunieciem lub obrotem. Wobec tego dla dowolnych dwoch izometrii x, y,
zlozenia x2y2r =2y =2 oraz x%y~2x~2y? sa przesunieciami (bo katy ewentualnych
obrotow sie redukuja). Przesuniecia sa przemienne, zatem

(22y%2 2y 2) 22y 222y (222~ 2y ) "L a2y 22 2y?) " = id,
co po uproszczeniu daje relacje

—-2,2 2

.1322./233723/ x yi 2 2

x72y4x2y7 37723/7 x2y2m72 — Zd,

czyli w G5 takze nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.

Narzucaja sie pytania, jak takie relacje wymygla¢ i czy nie ma krétszych.
Odpowiedzi znéw dostarcza ,algebraiczne mocarstwo”, a konkretniej takie
pojecia, jak komutator dwoch elementow, rozwigzalnosé grup oraz twierdzenie, ze
grupy G1 i Ga sa rozwiazalne. Ale to juz jest temat na osobng opowiesé.
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