O niektérych twierdzeniach Eulera

Wojciech GUZICKI, Warszawa

W tym roku obchodzimy 300-na rocznice urodzin
wielkiego X VIII-wiecznego matematyka Leonharda
Eulera (ur. 15.4.1707 w Bazylei, zm. 18.9.1783

w Petersburgu). Z tej okazji pokaze kilka twierdzen
i dowod6éw pochodzacych od Eulera i mozliwych do
zaprezentowania uczniom. Twierdzenia te pochodza
z kilku dzialéw matematyki: geometrii, teorii liczb i
kombinatoryki.

Czesc¢ I: geometria.

Pokazemy dwa twierdzenia pochodzace od Eulera oraz
dowo6d Eulera wzoru Herona na pole tréjkata. Zaczniemy
od twierdzen dotyczacych polozenia tzw. punktow
szczegbdlnych trojkata.

Punkty szczegodlne tréjkata.

W kazdym trdjkacie pewne trzy proste przecinaja sie

w jednym punkcie; takie punkty przecigcia nazywamy
punktami szczegbélnymi trojkata. Przypomnijmy
teraz cztery podstawowe punkty szczegdlne. Pierwszym
z nich jest $rodek okregu opisanego, bedacy punktem
przeciecia symetralnych bokéw tréojkata:

Proste KO, LO i MO sa symetralnymi bokow tréojkata
ABC. 7 wtasnosci symetralnych wynika, ze odcinki AO,
BO i CO s réwnej dlugosci; sa to promienie okregu
opisanego. Jesli trojkat ABC jest ostrokatny, to srodek
okregu opisanego lezy wewnatrz tréjkata (tak jak na
powyzszym rysunku). Z twierdzenia o kacie wpisanym

i sSrodkowym wynika wtedy na przykiad, ze {AOB =

2 - LACB. Poniewaz tréjkat ABO jest réwnoramienny,
wiec 1

£LAOM = 3 £LAOB = LACB.

Drugim punktem szczegélnym tréjkata jest punkt
przeciecia wysokosci (dokladniej: prostych zawierajacych
wysokosci). Ten punkt nazywamy ortocentrum
tréjkata. C
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Odcinki AD, BE i CF sa wysokosciami tréjkata ABC.
Jesli tréjkat jest ostrokatny, to jego ortocentrum (na
powyzszym rysunku punkt H) lezy wewnatrz tréjkata.
Nietrudno dostrzec na tym rysunku pewne pary katéw
rownych. Na przyktad

£BAD =90° — {ABD = 90° — {EBC = {ECB.

Trzecim punktem szczegdlnym tréjkata jest punkt
przecigcia $rodkowych. Ten punkt nazywamy Srodkiem
ciezkosci tréjkata.

Wazna wlasnoécig $rodka ciezkosci jest to, ze dzieli on
kazda $rodkowa w stosunku 2 : 1:
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SK SL SM
Poniewaz istnieje tylko jeden punkt dzielacy odcinek
w danym stosunku, wiec do udowodnienia, ze dany
punkt S jest srodkiem ciezko$ci, wystarcza pokazaé, ze
na przyktad CS: SM =2: 1.

Ostatnim z rozwazanych punktow szczegdlnych jest
punkt przeciecia dwusiecznych katéw tréjkata. Ten
punkt nazywamy Srodkiem okregu wpisanego
w trojkat.

AT R B
Pélproste AI, BI i CI sa dwusiecznymi katéw tréjkata.
Punkty P, @ i R sa punktami stycznoéci okregu
wpisanego z bokami tréjkata. Z twierdzenia o odcinkach
stycznych do okregu wynika, ze

AQ=AR=x, BP=BR=y oraz CP=CQ =z
Przyjmijmy oznaczenia:
b
a=DBC, b=AC, c=AB, p:a+2+c
oraz r= Al =BI =CI.

Zatem obwdd trojkata ABC' jest réwny 2p. Zauwazmy,

ze p=x +y+ z. Stad wynika, ze
r=(@+y+z)-(y+z)=p—a,
y=@+y+z)—(z+z)=p-b,
z=(r+y+2)—(z+y) =p—-c



Wreszcie zauwazmy, ze pole tréjkata ABC jest suma pdl
trzech tréjkatow: BCI, C'Al oraz ABI. Zatem

ar br cr
PABCZE 54—3:])7“.

Prosta Eulera.

Udowodnimy teraz twierdzenie Eulera dotyczace
polozenia pierwszych trzech punktow szczegdlnych
trojkata:

Twierdzenie 1. Ortocentrum H, Srodek cigzkosci S i
srodek O okregu opisanego na tréjkacie leza na jednej
prostej (nazywanej dzi$ prosta Eulera), przy czym
punkt S dzieli odcinek HO w stosunku 2 : 1, tzn. HS =
2-08.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze trojkat
ABC jest ostrokatny i skorzystamy z zauwazonych
wyzej réwnosci katéw. Niewielka modyfikacje dowodu
dla innych tréjkatow pozostawimy jako ¢wiczenie. Niech
punkt H bedzie ortocentrum tréjkata ABC, punkt O
srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie i punkt S
punktem przecigcia odcinkéw HO i CM. Wykazemy, ze
punkt S jest érodkiem ciezkosci trojkata ABC.

C

Po pierwsze, mamy rownos¢ L HCD = AECB = {BAD.
Wynika z niej, ze trojkaty CDH i ADDB sa podobne
(oba sa prostokatne i maja pare réwnych katéw ostrych).
Zatem

cD AD AB-CD

CH ~ AB’ CH="1p -
Po drugie, mamy réwnosé¢ LACD = LACB = LAOM.
Wynika z niej, podobnie jak wyzej, ze trojkaty ACD i
AOM sa podobne. Mamy stad réwnosé

czyli

CD OM
AD  AM’
czyli
AM-CD 1AB-CD 1
OM =—m i 3 ¢f

Wreszcie, odcinki CH 1 OM sa réwnolegle, skad wynika,
ze trojkaty CHS 1 MOS sg podobne (maja pare
rownych katow wierzchotkowych i dwie pary réwnych
katéw naprzemianleglych). Stad dostajemy proporcje

cs MS
CH oM’
z ktorej wynika, ze
CH

cS S O S

Punkt S dzieli zatem odcinek CM w stosunku 2 : 1, a
wiec rzeczywiscie jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC,
c. b.d.o.

Nier6wnosé Eulera.

Zajmiemy sie teraz potozeniem srodkéw obu okregdw:
opisanego i wpisanego. Wnioskiem z przeprowadzonych
rozwazan bedzie tzw. nieréwnos$¢ Eulera miedzy
promieniami tych okregéw.

Twierdzenie 2. Dany jest trojkat ABC. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego o promieniu R, punkt [
jest srodkiem okregu wpisanego o promieniu 7. Niech
d bedzie dtugoécig odcinka OI. Wtedy d? = R? — 2Rr
oraz R > 2r.

Przed przystapieniem do dowodu udowodnimy
nastepujacy lemat.

Lemat. Dany jest okrag o srodku O i promieniu R oraz
punkt I lezacy wewnatrz tego okregu, w odleglosci d od
srodka. Niech BD bedzie dowolna cieciwa tego okregu

przechodzaca przez punkt I. Wtedy BI - DI = R? — d?.

Dowéd. Poprowadzmy $rednice PQ przechodzaca przez
punkt 1.

Tréjkaty IBP oraz IQD sa podobne: £DIQ = £PIB
(katy wierzcholtkowe) oraz £ DQI = £ PBI (katy
wpisane). Zatem
BI QI
PI DI’
skad wynika, ze
BI-DI=PI-QI =(R+d) - (R—d)=R*—d*

Dowéd twierdzenia. Niech D bedzie punktem
przeciecia dwusiecznej BI z okregiem opisanym na
trojkacie ABC i niech C'E bedzie $rednica tego okregu
opisanego. Niech wreszcie punkt M bedzie rzutem
punktu I na bok AB.

Punkt M jest oczywiscie punktem stycznosci okregu
wpisanego z bokiem AB, a wiec M I = r. Poniewaz
odcinek CF jest srednica okregu opisanego na trdjkacie
ABC, wigc LEDC = 90° oraz CE = 2R. Zauwazmy



nastepnie, ze z twierdzenia o katach wpisanych wynika,
ze

ADCA =4DBA=ADBC = 4DEC.

Stad i z twierdzenia o kacie zewnetrznym trdjkata
dostajemy réwnosé
ADCI = KDCA+ LACI = {DBC + £BCI =
= ACBI + ABCI = £DIC.
Trojkat IC'D jest zatem rownoramienny: DC = DI.

Teraz zauwazamy, ze trojkaty BM I oraz EDC sg
podobne: oba sa prostokatne i {DEC = LM BI. Zatem

DC  MI

CE  BI’
czyli

DI MI

CE ~ BI’

Stad wynika, ze
BI-DI=CFE-MI.
Z lematu otrzymujemy réwnosé
R?>—d®>=2R-r,
czyli d> = R?2 — 2Rr. Poniewaz d? > 0, wiec R%2 > 2Rr,
czyli R > 2r, c. b. d. o.

Wzér Herona.

W I wieku Heron z Aleksandrii udowodnil nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 3. Pole trojkata o bokach dtugosci a, bi ¢
wyraza sie wzorem

P=+/pp—a)(p—1b)(p—o),
gdzie 2p=a+ b+ c.

Dowdéd Herona byl dosé skomplikowany i Euler podat
dowdd znacznie prostszy. Podamy teraz szkic dowodu
Eulera. Niech punkt W bedzie rzutem punktu A na
dwusieczng BI. Punkty @ i R sa punktami stycznosci
okregu wpisanego z bokami AC' i AB trojkata ABC.

T
!
R Y B
Jak pamietamy,
AR=x=p—a, BR=y=p=b

CQ=z=p—c

Nietrudno zauwazy¢, ze AW AI = LICQ oraz LATR =
L ABW. Wynika stad, ze

ATAW ~ AICQ, ATIW ~ ABAW
AATR ~ ABIR.

oraz

oraz
Mamy zatem
AW cQQ =z
=—=- oraz

WI AW
WI QI r

TI ~ AB’
3

czyli

z AW AB x4y

r WI TI TR-r
Stad wynika, ze z- (TR—7r) =71 -(x+y), czyli z- TR =
rx + ry + rz = pr. Z podobienstwa trojkatéw ATR i
BIR otrzymujemy réwnosé

TR BR
AR IR’
czyli
TR="Y.
r
Zatem
ayz _

)

czyli xyz = pr2. Mnozac obie strony tej réwnoéci przez
p, otrzymujemy

(Papc)® = (pr)? = pryz = p(p — a)(p — b)(p — ©),
czyli

Papc = /plp—a)(p—b)(p—c),
c. b.d. o.

Czesé I1: teoria liczb.

Zanim zajmiemy sie osiggnieciami Eulera w teorii liczb,
wyprowadzimy wazny wzor, z ktorego kilkakrotnie
skorzystamy. Niech a bedzie dowolng liczba rzeczywista
rézna od jednosci (a # 1). Wowcezas dla dowolnej liczby
naturalnej n mamy rownosé

a™tt —1

l+a+a®+a®+...+a" ' +a" = i

a0 —

Oznaczmy bowiem sume po lewej stronie litera S. Mamy
wowczas

S=l+a+a*+a®+...+a" ' +a" =
=l+a(l+a+22+.. . +a" 2 +a" =
=14a(S—a").

Otrzymaliémy zatem réwnanie S =1+ a(S — a™), czyli
S=1+aS—a"",
a"tl'—1=aS-85,

(a—1)S =a"™ —1,
antl — 1
S=——
a—1

7 otrzymanego wzoru wyprowadzimy dwa wazne

wnioski. Po pierwsze, dla a = 2 otrzymujemy réwnoscé

antl 1

2—-1

Po drugie, jesli liczba a jest catkowita, to suma S tez

jest liczba catkowita. Wynika stad, ze liczba a — 1

jest dzielnikiem liczby a"*! — 1 dla dowolnej liczby

naturalnej n. W szczegdlnosci, jesli liczba d jest

dzielnikiem a — 1 to dla kazdego n jest tez dzielnikiem
a™ — 1. Po trzecie, dla n = 2m otrzymujemy

1424448+ ... 42" = =9ntl _1.

l—a+a®—ad+a*— .. +a®> 2?42 =
a2m+1+1
a+1



Mianowicie, jesli sume po lewej stronie oznaczymy
litera S, to otrzymamy:

S=1—a+a*—a+a*—.. +a®"2-a?" 14a®m =
=1+(—a)+(—a)*+(—a)*+...+
_|_(_a)2m—2+(_a)Qm—1+(_a)2m —_

_ (_a)2m+1_1 _ _a2nl+1_1 _
(—a)—1 —a—1
a2m+1+1
a+1

W szczegdlnosdcei, jedli liczba a jest calkowita, to suma S
jest tez liczba catkowita i stad wynika, ze liczba

a®™*1 + 1 dzieli sie bez reszty przez liczbe a + 1. Stad
z kolei wynika, ze jesli liczba a + 1 dzieli sie przez liczbe
n, to liczba a?™+! + 1 tez dzieli sie przez n.

Matle twierdzenie Fermata.

w lidcie datowanym 18 pazdziernika 1640 roku
(adresatem byl Bernard Frénicle de Bessy) Fermat
napisal, ze udowodnil nastepujace twierdzenie, nazywane
malym twierdzeniem Fermata:

Twierdzenie 4. Jedli p jest liczba pierwsza oraz a
jest liczba catkowita niepodzielng przez p, to p jest
dzielnikiem liczby a?~! — 1.

Szczegdlne przypadki malego twierdzenia Fermata (dla
malych liczb pierwszych) mozna tatwo udowodnié. Na
przyktad:

1) Jedli liczba a nie jest podzielna przez 3, to liczba

a? — 1 jest podzielna przez 3. Wystarczy bowiem
zauwazy¢, ze wsrod trzech kolejnych liczb: a — 1, a
oraz a + 1 jedna jest podzielna przez 3. Ale liczba a
nie jest podzielna przez 3, wiec jedna z liczb a — 1 oraz
a + 1 jest podzielna przez 3. Stad wynika, ze liczba

a? —1=(a—1)(a+1) jest podzielna przez 3.

2) Jedli liczba a nie jest podzielna przez 5, to liczba
a* — 1 jest podzielna przez 5. Tym razem zauwazamy,
ze wérod pieciu kolejnych liczb: a — 2, a — 1, a, a+ 1
oraz a + 2 jedna jest podziedlna przez 5. Znéw liczba a
nie jest podzielna przez 5. Zatem jedna z pozostalych
czterech liczb jest podzielna przez 5. Stad wynika, ze
iloczyn
(a—2)(a—1(a+1)(a+2) = (a> = 4)(a> 1) =
=a*—5a>+4
jest podzielny przez 5. A wiec liczba
a*—1=(a—2)(a—1)(a+1)(a+2)+5a*> -5
tez jest podzielna przez 5.
3) Jedli liczba a nie jest podzielna przez 7, to liczba
a® — 1 jest podzielna przez 7. Postepujemy podobnie
i tym razem skorzystamy z nietrudnej do sprawdzenia
tozsamo$ci:
a®—1=(a-3)(a—-2)(a—1)(a+1)(a+2)(a+3)+
+ 14a* — 494° + 35.

7 tatwoscia zauwazamy, ze liczba po prawej stronie jest
podzielna przez 7.

Nie znamy oryginalnego dowodu Fermata. We
wspomnianym lidcie napisal on bowiem, ze nie chcialby
on niepotrzebnie tego listu wydtuzaé, wiec dowod
pominie. Pierwszy dowdd maltego twierdzenia Fermata
opublikowal Euler, cho¢ wiemy, ze to twierdzenie umial
udowodnié¢ Leibniz przed rokiem 1683 (dowdd znajduje
sie w nieopublikowanym rekopisie).

Dowdd tego twierdzenia pominiemy, natomiast
zobaczymy, jak to twierdzenie zostalo uzyte do
rozwiazania innego problemu postawionego przez
Fermata.

Liczby Fermata.

Fermat przypuszczal, ze wszystkie liczby F),, dane
wzorem B

F,=2"+1
sa liczbami pierwszymi (takie liczby nazywamy dzis
liczbami Fermata). Tak jest w istocie dla n < 4:

n=0: F,=2"+1=2'+1=3,
n=1: F, =22 +1=2241=25,
n=2: F,=2" +1=2"+1=17,
n=3: F,=2"41=241=257,

n=4: F,=2 +1=2'41=65537.
Nietrudno sprawdzié, ze liczby 3, 5, 17, 257 i 65537 sa
liczbami pierwszymi. Jednak sprawdzenie tego dlan =5
przekraczalo juz cierpliwosé¢ Fermata, gdyz
Fy =22 11=2%211=4294967297.

W 1732 roku Euler znalazt dzielnik pierwszy tej duzej
liczby:

4294967297 = 641 - 6 700417.
Czyzby Euler mial wiecej cierpliwoéci, dluzej szukat
dzielnika liczby F i wreszcie znalazl go? Bylo inaczej.
Ot6z Euler udowodnit twierdzenie o postaci dzielnikéw
pierwszych liczb Fermata. Popatrzmy teraz, jak takie
twierdzenie moze wygladac.

Lemat 1. Jesli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a + 1, to p jest liczba
nieparzysta, czyli jest postaci p = 2k + 1 dla pewnej
liczby calkowitej k.

Dowéd. Poniewaz a jest liczba parzysta, wiec a + 1 jest
liczba nieparzysta, a wigc nie dzieli si¢ przez 2. Zatem
p #£ 2, czyli p jest liczbg nieparzysta.

Lemat 2. Jesli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a® + 1, to p jest postaci
p =4k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k.

Dowdd. Liczba a? jest parzysta oraz p jest dzielnikiem
a’? + 1. Z lematu 1 wynika zatem, ze p jest liczba
nieparzysta: p = 2¢ 4+ 1 dla pewnej liczby catkowitej £.
Jesli ¢ = 2k dla pewnej liczby k, to p = 4k + 1 i dowdd
lematu bedzie zakonczony. Jesli zas ¢ = 2k + 1, to

p = 4k + 3. Wykazemy, ze ta druga mozliwos¢ nie moze
mie¢ miejsca.

Przypusémy wiec, ze p = 4k + 3. Poniewaz p jest
dzielnikiem a? + 1, wiec nie jest dzielnikiem a. Z malego



twierdzenia Fermata wynika zatem, ze p jest dzielnikiem
liczby a?~! — 1. Zauwazmy teraz, ze
aPmt —1=qg*t2 1,

Poniewaz p jest dzielnikiem a® + 1, wiec jest tez
dzielnikiem (a?)2%*! 4+ 1. Ale

(a2)+1 41 = q2@k+1) | = g4kt2 4
wiec p jest dzielnikiem liczby a***2
dzielnikiem réznicy

(a2 4+1) — (a2 —1) = 2.

Stad wynika, ze p = 2, co jest niemozliwe.

+ 1. Zatem p jest

Pokazaliémy zatem, ze niemozliwe jest, by p = 4k + 3;
pozostaje wiec tylko mozliwosé pierwsza: p = 4k + 1 dla
pewnej liczby catkowitej k.

Lemat 3. Jesli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a* + 1, to p jest postaci
p = 8k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k.

Dowdéd. Poniewaz a* = (a?)? oraz p jest dzielnikiem
a* + 1, wiec z lematu 1 wynika, Ze p jest liczba postaci
p =40+ 1 dla pewnej liczby catkowitej £. Jesli £ = 2k
dla pewnej liczby k, to p = 8k + 1 i dowdd lematu
bedzie zakonczony. Jesli zas £ = 2k 4+ 1, to p = 8k + 5.
Wykazemy, ze ta druga mozliwo$¢ nie moze miec¢
miejsca.

Przypu$émy wiec, ze p = 8k + 5. Poniewaz p jest
dzielnikiem a* + 1, wiec nie jest dzielnikiem a. Z malego
twierdzenia Fermata wynika zatem, ze p jest dzielnikiem
liczby a?~! — 1. Zauwazmy teraz, ze

aP7l =1 =%t 1.

Zatem p jest dzielnikiem liczby a8t4 — 1.

Poniewaz p jest dzielnikiem a* + 1, wiec jest tez
dzielnikiem (a*)2**+1 + 1. Ale
(ah)H1 41 = g4Ck+D) | 1 — g8kt 4
wiec p jest dzielnikiem liczby a®** + 1. Zatem p jest
dzielnikiem réznicy
(a8k+4 +1) - (a8k+4 —1) =2
Stad wynika, ze p = 2, co jest niemozliwe.

Pokazaliémy zatem, ze niemozliwe jest, by p = 8k + 5;
pozostaje wiec tylko mozliwosé¢ pierwsza: p = 8k + 1 dla
pewnej liczby catkowitej k.

W podobny sposéb mozna udowodnié¢ kolejne lematy
(szczegdly dowodow pozostawimy Czytelnikowi):

Lemat 4. Jesli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a® + 1, to p jest postaci
p = 16k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k.

Lemat 5. Jesli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a'® + 1, to p jest postaci
p = 32k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k.

Lemat 6. Jesli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a32 + 1, to p jest postaci
p = 64k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k.

Czytelnik znajacy zasade indukcji udowodni bez trudu
twierdzenie ogdlne:

Twierdzenie 5. Jedli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a?” + 1, gdzie n jest
liczba naturalna, to p jest postaci p = 2"k + 1 dla
pewnej liczby catkowitej k.

Teraz poszukiwanie dzielnika pierwszego liczby Fjy jest
znacznie latwiejsze. Popatrzmy na kolejne liczby k:

k=1: p=64k+1=65=5-13 nie jest liczba pierwsza,

k=2: p=64k+1=129=3-43 nie jest liczba pierwsza,
k=3: p=64k+1=193 jest liczba pierwsza,

ale nie jest dzielnikiem Fy,
k=4: p=64k+1=257 jest liczba pierwsza,

ale nie jest dzielnikiem F5,
k=5: p=64k+1=321=3-107 nie jest liczba pierwsza,
k=6: p=64k+1=385=5-T7 nie jest liczba pierwsza,
k=T7: p=64k+1=449 jest liczba pierwsza,

ale nie jest dzielnikiem Fy,

k=8: p=64k+1=513=3-171 nie jest liczba pierwsza,
k=9: p=64k+1=>577 jest liczba pierwsza,

ale nie jest dzielnikiem F5.
Wreszcie dla k = 10 otrzymujemy dzielnik pierwszy
p = 64k 4+ 1 = 641 liczby F5. Zauwazmy, ze znaleziony
dzielnik 641 jest piata z kolei liczba pierwsza, przez
ktora musielismy dzielié¢ liczbe F5. Euler w istocie
udowodnil nieco mocniejsze twierdzenie (ktérego dowéd
jest znacznie trudniejszy):

Twierdzenie 6. Jedli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwszg oraz p jest dzielnikiem 2" + 1, gdzie n jest
liczba naturalna, to p jest postaci p = 2”2k + 1 dla
pewnej liczby catkowitej k.

Zauwazmy, ze z tego twierdzenia wynika, ze dzielniki
pierwsze liczby F5 maja posta¢ p = 128k + 1 i

okazuje sie, ze liczba 641 byla druga z kolei liczba
pierwsza, przez ktora Euler musial dzieli¢ liczbe

F5. Widzimy wiec, ze znalezienie tego dzielnika nie

byto wytacznie wynikiem wielkiej cierpliwosci, ktorej
zabraklo Fermatowi, ale bylo rezultatem przenikliwego
rozumowania, ktére znacznie skrocito czas potrzebny na
wykonanie obliczen.

Przypuszczenie Fermata okazalo sie nieprawdziwe: liczba
F jest zlozona. A jakie sa pozostale liczby Fermata?
W 1880 roku F. Landry podal rozklad na czynniki
pierwsze liczby Fg:
Fg=2% +1=18446744073709551 617 =
= 274177 -67280421310721

(ten rozklad znal juz wezesniej T. Clausen i napisal go
w liScie do Gaussa z 1 stycznia 1856 r.). Na rozktad
nastepnej liczby Fermata tez trzeba bylo czekaé:
w 1970 roku Brillhart i Morrison za pomoca obliczen
komputerowych i bardzo wyrafinowanego algorytmu
pokazali, ze

Fr=2"41=

= 340282 366 920 938 463 463 374 607 431 768 211 457 =

= 59649 589127497217 - 5704 689 200 685 129 054 721.



O obu tych liczbach juz wczeéniej wiedziano, ze sa
zlozone, gdyz w 1877 roku T. Pepin znalazl test
pozwalajacy stwierdzi¢, czy liczba Fermata jest pierwsza,
bez koniecznoéci znajdowania jej dzielnikow. Dzis
znamy wiele liczb zlozonych Fermata, znamy rozktady
niektérych z nich na iloczyn liczb pierwszych, ale nie
znalezliSmy zadnej innej liczby pierwszej oprocz pieciu
podanych na poczatku. Zdumiewajacy zwiazek liczb
pierwszych Fermata z konstrukcjami geometrycznymi
wielokatéw foremnych odkryl Gauss, ale to juz powinien
by¢ temat innego wyktadu.

Liczby doskonate.

Starozytni Grecy ze szczegdlna uwaga traktowali liczby
doskonate. Liczba doskonala nazywamy liczbe, ktéra
jest suma swoich dzielnikéw (oprécz najwiekszego — jej
samej). Przykladami takich liczb sa:
6=1+2+3,
28=1+2+44+7417,
496 =1+24+4+ 8+ 16+ 31 + 62 + 124 4 248,
8128 =1+4+24+4+8+ 16+ 32+ 64 + 127 4 245 +
+ 508 + 1016 + 2032 4 4064.

Te cztery liczby doskonate byty znane juz
w starozytnosci. Euklides udowodnil bardzo wazne
twierdzenie pokazujace, w jaki sposéb mozna
konstruowaé takie liczby. Zanim udowodnimy to
twierdzenie, przyjmiemy wygodne oznaczenie.
Mianowicie symbolem o(n) bedziemy oznaczaé sume
wszystkich dzielnikéw dodatnich liczby n (wraz z nig
sama). Zatem liczba n jest doskonala wtedy i tylko
wtedy, gdy o(n) = 2n. A oto twierdzenie Euklidesa:

Twierdzenie 7. Jedli liczba 2P — 1 jest pierwsza, to
liczba n = 2P~1(2P — 1) jest doskonala.

Dowéd. Poniewaz liczba ¢ = 2P — 1 jest pierwsza, wiec
jedynymi dzielnikami liczby n = 2P~ !¢ sa liczby
L 2, 4, 8, 2v—2, 2p Tl
¢ 2q, 4q, 8q, 22, 207 1q.
Mamy zatem
on)=0+24+4+...+2P7 1 +
+q(l+2+4+...+2071) =

=(q+ 1)1 +2+4+.. . F2°"H=2P(2P 1) =

=2.271(2P — 1) =

= 2n,
c. b. d. o.
Twierdzenie Euklidesa sktania nas do zadania dwéch
pytan:
1) Ktére liczby postaci 2P — 1 sa liczbami pierwszymi?
2) Czy kazda liczba doskonala jest postaci takiej jak
w twierdzeniu Euklidesa?
Na pierwsze pytanie mozemy tatwo daé¢ odpowiedz
czeSciowa. Okazuje sig, ze jesli liczba 2P — 1 jest
pierwsza, to liczba p tez jest pierwsza. Gdyby bowiem
liczba p byla zlozona: p = k¢ (gdzie 1 < k < p), to liczba
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2% — 1 bylaby dzielnikiem liczby

(2F)f —1 =2k —1=29r 1.
Popatrzmy zatem jeszcze raz na nasze cztery przyktady
liczb doskonatych:

1) Dla p = 2 otrzymujemy liczbe pierwsza 2P — 1 = 3.
Zatem liczba 2'(22 — 1) = 2+ 3 = 6 jest doskonala.

2) Dla p = 3 otrzymujemy liczbe pierwsza 2P — 1 = 7.
Zatem liczba 22(23 — 1) = 4 - 7 = 28 jest doskonala.

3) Dla p = 5 otrzymujemy liczbe pierwsza 2P — 1 = 31.
Zatem liczba 24(25 — 1) = 16 - 31 = 496 jest doskonala.

4) Dla p = 7 otrzymujemy liczbe pierwsza 27 — 1 = 127.
Zatem liczba 26(27 — 1) = 64 - 127 = 8128 jest doskonala.

Nastepna liczbe doskonalta otrzymamy dopiero dla

p = 13. Mamy wtedy 2!3 — 1 = 8191 oraz 212(213 — 1) =
4096 - 8191 = 33550 336. W XVII wieku rozpoczeto
intensywne poszukiwania liczb pierwszych postaci 2P — 1.
Wiele czasu tym poszukiwaniom pos$wiecit franciszkanski
mnich zyjacy w Paryzu, Marin Mersenne; stad tez

takie liczby pierwsze nazywamy dzisiaj liczbami
Mersenne’a i oznaczamy symbolem M, = 2P — 1.

Mersenne stwierdzit bez dowodu, ze liczby M,, dla
p=2,3,57,13,17,19,31,67,127,257

sq pierwsze oraz ze sa to jedyne liczby pierwsze

postaci M, dla p < 257. W ciagu nastepnych 300 lat

stwierdzono, ze Mersenne popelnit 5 bledow: liczby

M67 i M257 Sq zlozone oraz liCZby M@l, Msg i M107

sa pierwsze. Od lat poszukiwano tez coraz wigkszych

liczb pierwszych. Najwieksze odkrywane liczby pierwsze

byly z reguty liczbami Mersenne’a. Najwieksza znana

liczba Mersenne’a, jest liczba 232582657 _ 1 majaca

9808358 cyfr (odkryto ja 6 wrzesnia 2006 roku w ramach

miedzynarodowego programu poszukiwania takich liczb

— The Great Internet Mersenne Prime Search, GIMPS).

Nie wiemy jednak, czy istnieje nieskoficzenie wiele takich

liczb.

Przejdzmy teraz do drugiego pytania. Czesciowej
odpowiedzi udzielit Euler. Udowodnit on mianowicie
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8. Jedli n jest parzysta liczba doskonala,
to istnieje liczba pierwsza p taka, ze n = 2P~1(2P — 1)
oraz liczba 2P — 1 jest liczba pierwsza Mersenne’a.

Dowéd. Liczba n jest parzysta, wiec jest postaci

n = 2P~1q, gdzie p > 1 oraz q jest liczba nieparzysta.
Poniewaz n jest liczba doskonala, wiec o(n) = 2n = 2Pq.
Popatrzmy teraz, jak wygladaja dzielniki liczby n. Sa to
mianowicie liczby
1-dy, 2-dy, 4-di,
1-do, 2-dy, 4-da,

8’d17
8'd27

2r=2 . dy,
op—2 . do,

or—1 . dy,
op—1 . do,

1‘dma 2dm7 4dma 8dm; . 2?*2‘dm’ 2p71'd7n)

gdzie di,da, . .., dy sa wszystkimi dzielnikami liczby g.

Zatem

) = (14254 +20) -l b +) =
= (2" -1)-0(q).



Otrzymujemy wiec réwnosé 2P - ¢ = (2P — 1) - o(q), czyli
? -1 ¢

2 o(e)
Utamek po lewej stronie jest nieskracalny, gdyz licznik i
mianownik réznig sie o 1. Nie wiemy jednak, czy utamek
po prawej stronie tez jest nieskracalny. Mozemy jedynie
powiedzied, ze istnieje taka liczba ¢, ze

g=c-(2°-1) o(q) =c-2P.

Chcemy pokazaé, ze ¢ = 1. Przypuéémy zatem, ze ¢ > 1.
Widzimy, ze liczby 1, ¢, 2P — 1 oraz ¢ sa dzielnikami
liczby g. Pokazemy, ze sa one rozne.

oraz

1) Przypus$émy, ze ¢ = 1. Wowcezas n = 2P~1 i wtedy
on)=1+2+4+.. +2P71 =2P 1427 =2,

wbrew zalozeniu, ze liczba n jest doskonala.
2) ¢ # 1 z przyjetego zalozenia.

3) Przypusémy, ze 2P — 1 = 1. Wtedy p = 1, czyli n = g,
wbrew zalozeniu, ze liczba n jest parzysta.

4) Przypusémy, ze ¢ = c¢. Wtedy, 2P — 1 =1, a te
mozliwo$¢ wyeliminowaliSmy wyzej.

5) Przypus$émy, ze ¢ = 2P — 1. Wtedy ¢ = 1, co tez juz
wykluczylismy.
6) Przypusémy, ze ¢ = 2P — 1. Wtedy ¢ = ¢?, a wiec
liczba ¢ ma co najmniej trzy rézne dzielniki: 1, ¢ i c2.
Zatem
o(q) >1+c+c
7 drugiej strony,
olg)=c-2P=c- (2P =141)=c(c+1) =
= +c<l+c+c®<o(g),
co jest niemozliwe.

Pokazaliémy wiec, ze rzeczywiscie liczby 1, ¢, 2P — 1
oraz q sa czterema réznymi dzielnikami liczby ¢q. Zatem
o(q)>14c+ (2P —1)+qg=q+c+2°=
=c(2P —1)+c+2P=¢- 2P+ 27 > ¢- 2P = 0(q),
co jest niemozliwe. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze
c=1.

Zatem q = 2P — 1 oraz

o(q)=2"=q+1.
Stad wynika, ze liczba ¢ ma tylko dwa dzielniki: 1 oraz
q, a wigc jest pierwsza. Zatem n = 2P~1(2P — 1), gdzie
liczba 2P — 1 jest liczba pierwsza Mersenne’a, c. b. d. o.

Wiemy zatem, jak wygladaja parzyste liczby doskonate.
Nie wiemy natomiast, czy istnieja nieparzyste liczby
doskonale. Udowodniono jednak, ze jesli istnieje
nieparzysta liczba doskonata, to musi ona mieé co
najmniej 8 dzielnikow pierwszych, te dzielniki musza by¢
wieksze od 7, drugi pod wzgledem wielkosci musi by¢
wigkszy od 1000, a sama ta liczba musi by¢ wieksza od
10390, Ponadto udowodniono, ze w pewnym sensie takich
liczb jest mato.

Czes¢ III: kombinatoryka i teoria graféow.

Sposrdd licznych osiagnie¢ Eulera w kombinatoryce
i teorii graféw wspomnimy o trzech twierdzeniach.
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Twierdzen tych nie bedziemy dowodzié¢, a jedynie
zilustrujemy je przyktadami.

Problem mostéw krélewieckich.

Pytanie, ktore postawil sobie Euler, brzmiato: czy
mozliwy jest taki spacer po Krélewcu, by przejs¢ sie po
kazdym z siedmiu mostow dokladnie jeden raz i wrocié
do punktu wyjscia. A oto schematyczny plan Kroélewca z
czaséw Eulera z zaznaczonymi mostami na Pregole:

<

Sy
=) %
Q
Sformulujmy ten problem w jezyku teorii graféw. Mamy
do czynienia z grafem o czterech wierzcholkach: kazdy
wierzcholek odpowiada jednej czesci miasta (oba brzegi
rzeki Pregoly i dwie wyspy), kazda krawedZ odpowiada

drodze z jednej czesci do drugiej przez ktorys z mostow.
Ten graf zaznaczony jest na planie Krélewca grubsza

linia.
Ceval

L

Pytanie zatem brzmi: czy w danym grafie istnieje
droga przechodzaca przez kazda krawedz doktadnie
jeden raz i konczaca sie w punkcie wyjsécia. Taka droge
nazywamy cyklem Eulera. Jesli zrezygnujemy z
warunku méwiacego o tym, ze koniec drogi ma si¢
pokrywaé z jej poczatkiem, to otrzymamy tzw. droge
Eulera. Pytamy zatem o to, w jakich grafach istnieja
cykle lub drogi Eulera. Od razu widzimy, ze konieczny
jest warunek, by graf sktadatl sie z jednego kawalka,
czyli, by kazde dwa wierzchotki grafu mozna bylo
polaczy¢ jakas droga. Takie grafy nazywamy grafami
sp6jnymi. Euler udowodnil nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 9. W grafie spdjnym istnieje cykl Eulera
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w kazdym wierzchotku schodzi
si¢ parzysta liczba krawedzi. Droga Eulera istnieje
natomiast wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dokladnie
dwa wierzchotki, w ktérych schodzi sie nieparzysta
liczba krawedzi. Kazda droga Eulera zaczyna sie wtedy
w jednym z tych wierzchotkéw i konczy w drugim.

Z twierdzenia Eulera wynika w szczegodlnosci, ze
niemozliwe jest narysowanie kwadratu z przekatnymi
jednym pociggnieciem otéwka, bez odrywania go od
papieru:




Rozwazany graf ma bowiem cztery wierzchotki,
w ktorych schodza sie po trzy krawedzie. Narysowanie
koperty:

jest mozliwe, ale nakreslona linia musi mieé¢ poczatek
w jednym z dwoch dolnych wierzchotkéw i koniec

w drugim; sa to bowiem jedyne wierzchotki, w ktérych
schodzi sie nieparzysta liczba krawedzi. Wreszcie
narysowanie podwdjnej koperty:

jest mozliwe i rysowanie linii mozemy zakonczy¢

w punkcie wyjécia; w kazdym wierzchotku schodza sie
bowiem dwie lub cztery krawedzie.

Powszechnie uwaza sie, ze powyzsze twierdzenie jest
pierwszym twierdzeniem teorii graféw; Eulera uwazamy
zatem za tworce tej teorii.

Wzér Eulera.

Moéwimy, ze dany graf narysowany na plaszczyznie jest

grafem plaskim, jedli jego krawedzie nie przecinajg sie

poza wierzchotkami. Na przyktad graf

nie jest grafem plaskim (wierzchotkami sa tylko punkty
zaznaczone gruba kropka), a graf

jest grafem plaskim. Graf ptaski dzieli ptaszczyzne na
obszary ograniczone liniami tworzacymi krawedzie.
Kazdy taki obszar nazywamy Sciang grafu ptaskiego
(tacznie z obszarem nieograniczonym). Na przyklad,
nastepujacy graf ma 6 $cian:
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Euler udowodnil nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10. Niech w oznacza liczbe wierzchotkow
grafu plaskiego i spdjnego, k liczbe krawedzi tego grafu,
a s liczbe jego Scian. Wtedy w — k + s = 2.

Na przyktad, powyzszy graf ma 8 wierzchotkow, 12
krawedzi oraz 6 Scian i rzeczywiscie 8 — 12+ 6 = 2.
Zauwazmy, ze terminologia stosowana w teorii graféw
zostala zaczerpnieta z geometrii. Méwimy przeciez

o wierzchotkach, krawedziach i $cianach wieloScianéw.
Nie jest to przypadek. Okazuje sie, ze jesli dany jest
wielo$cian wypuktly, to mozna przypisa¢ mu taki graf
ptaski i spojny, ktéry ma tyle samo wierzchotokdow,
krawedzi i $cian (a nawet sa one w pewnym sensie tak
samo polozone wzgledem siebie). Twierdzenie Eulera
mozna wypowiedzie¢ zatem w nastepujacej postaci:

Twierdzenie 11. Jesli wieloscian wypukly ma w
wierzchotkéw, k krawedzi i s $cian, to w — k + s = 2.

Podzialy liczb.

Podziatem liczby n nazywamy przedstawienie jej

w postaci sumy liczb naturalnych. Na przyktad, liczba
6 ma 11 podzialéw (zauwazmy, ze kolejnoé¢ sktadnikow
nie jest istotna):

6, 5+1,4+2 4+1+1,3+3, 3+2+1,
3414141, 242+42,2424+1+1,
2414+1+141, I4+14+1+1+1+1.

Zauwazmy, ze wérdd tych 11 podzialéow istnieja cztery
podzialy na liczby nieparzyste

o+1,3+3,3+1+1+1, 1+1+1+1+1+1
i cztery podzialy na liczby niepowtarzajace sie:
6,5+1,4+2, 3+2+1.

Euler zauwazyl, ze nie jest to przypadek i udowodnit
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 12. Dla kazdej liczby naturalnej liczba
podzialéw na sktadniki nieparzyste jest réwna liczbie
podzialéw na skladniki parami rézne (niepowtarzajace

sie).

Mianowicie kazdemu podziatowi liczby n na liczby
nieparzyste
n=Fk +ko+...+kn

przyporzadkujemy podzial na liczby parami rézne.
Przypus$émy, ze liczba k1 wystepuje w tym podziale
l1 razy. Liczbe [ zapiszemy w postaci sumy réznych
poteg dwdjki (czyli w systemie dwéjkowym): I3 =
2P 4 2P2 4 . Nastepnie zamiast [; skltadnikow kq
zapiszemy sktadniki ky - 2P ky - 2P2 .. .. W podobny
sposOb potraktujemy pozostale sktadniki nieparzyste
podziatu liczby n. Popatrzmy na przyktad:

69=7T+7+7+5+5+5+5+5+5+
+34+3+3+3+3+1+1+1.



Ten podzial zapisujemy w postaci
69=7-3+5-6+3-5+1-3=
=7-(2' +2°) +5(22 +2") +3- (22 +2°)+
+1-(2'+2°% =
=7-247-1+5-445-2+3-44+3-1+
+1-24+1-1=
=14+74+204+104+12+34+2+1=
=204+14+124+10+7+3+2+ 1.
Nietrudno udowodnié, ze w ten sposéb otrzymujemy
wszystkie podzialy na liczby parami rézne oraz réznym
podzialom na liczby nieparzyste odpowiadaja rézne
podzialy na liczby niepowtarzajace sie. Wynika to stad,
ze kazda liczbe naturalng m > 1 mozna w jednoznaczny
sposéb przedstawi¢ w postaci m = 2P - ¢, gdzie liczba ¢
jest nieparzysta.

Dodatek.

Pokazemy teraz pominiety w wykltadzie dowod
indukeyjny twierdzenia 6.

Twierdzenie 6. Jedli a jest liczba parzysta, p jest liczba
pierwsza oraz p jest dzielnikiem a®” + 1, to p jest postaci
p=2"+1E 4+ 1 dla pewnej liczby catkowitej k.

Dowéd. Dla n < 2 twierdzenie zostalo juz udowodnione
(lematy 1, 2 i 3). Przeprowadzimy teraz krok indukcyjny.

Zalozenie indukcyjne. Jesli a jest liczba parzystq, P
jest liczba pierwsza oraz p jest dzielnikiem a?” + 1, to p
jest postaci p = 2”14 + 1 dla pewnej liczby calkow1teJ L.

Teza indukcyjna. Jesli a jest liczba parz stq, jest
liczba pierwsza oraz p jest dzielnikiem a2° +1, to p
jest postaci p = 2712k + 1 dla pewnej liczby calkowitej k.

Dowéd tezy indukcyjnej. Poniewaz a®" = (a2")?

oraz p jest dzielnikiem a?" 1, wiec z zalozenia
indukcyjnego wynika, ze p jest liczba postaci
p=2"+1¢ 1+ 1 dla pewnej liczby calkowitej £. Jedli

¢ = 2k dla pewnej liczby k, to p = 2”72k + 1 i dowéd

twierdzenia bedzie zakonczony. Jesli zas £ = 2k + 1, to
p = 2"2k 4+ 27+l 1. Wykazemy, ze ta druga mozliwoéé
nie moze mie¢ miejsca.

Przypusémy wiec, ze p = 2772k + 2"+! + 1. Poniewaz p
jest dzielnikiem a2"" + 1, wiec nie jest dzielnikiem a.
Z malego twierdzenia Fermata wynika zatem, ze p jest
dzielnikiem liczby aP~! — 1. Zauwazmy teraz, ze

_ n+2 n+1
APl 1 =g R

Zatem p jest dzielnikiem liczby a2 F+2""" _ 1.

Poniewaz p jest dzielnikiem a2 4 1, wiec jest tez
2n+1)2k+1 + 1. Ale

_ a2n+1.(2k+1) + 1

dzielnikiem (a

nt+1y 2k+1 n+2 n+1
(@ )" +1 =a® 41

wiec p jest dzielnikiem liczby a2 k+2""" 4 1. Zatem p
jest dzielnikiem réznicy

(a2n+2k+2n+l 4 1) _ (a2n+2k+2n+1 _ 1) —9

Stad wynika, ze p = 2, co jest niemozliwe. Ta
sprzeczno$¢ konczy dowod twierdzenia.
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