Jest to zapis odczytu wygloszonego na
seminarium Popularyzacja Matematyki
na Uniwersytecie Warszawskim w roku
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Btladzi¢ rzecza nie tylko ludzka... czyli
arytmetyka z komputera

tiukasz BODZON, Warszawa

Konstruktor Trurl zbudowal raz o$miopietrowq maszyne rozumnag (... ) zlozyl wszystkie
narzedzia, rzucil fartuch na ziemie, wytart twarz i rece, i juz, ot, tak, dla Swietego spokoju,
spytal:

— Ilez to jest: dwa a dwa?

— SIEDEM! — odparta maszyna.

Stanistaw Lem, ,,Maszyna Trurla” ze zbioru ,Cyberiada”

1. Udomowiony, ale narowisty

Zyjemy otoczeni komputerami. Wiekszo$¢ naszego czasu upltywa przy wtorze
cichego szmeru, z jakim prad przeplywa przez uklady elektroniczne. Wiasciwie
maszyny liczace do tego stopnia wtopily sie w nasza codziennosé, ze prawie
przestaliSmy juz je zauwazaé¢ — komputery, mniejsze lub wieksze, znajduja sie
w zegarkach, telefonach komérkowych, a nawet w niektorych pralkach

i lodéwkach. Zeby nie szuka¢ zbyt daleko — nawet ten tekst powstawal

z wykorzystaniem starego, poczciwego domowego ,,peceta”.

Odnosze wrazenie, ze ludzkos¢ pogodzila sie juz z ta dyskretna obecnoscia,

a nawet troche od niej uzaleznila. Rzeczywiscie, wykonanie pewnych czynnosci,
ktore jeszcze dekade wczes$niej odbywalo sie w pelni ,analogowo”, dzi$ trudno
sobie wyobrazi¢ bez uzycia nowoczesnych technologii (méwia: ,Nie osiagniesz
nigdy celu, gdy si¢ nie znasz na Excelu!”). Wielu z nas stalo si¢, z zamitlowania
badz z koniecznosci, ekspertami techniki komputerowej: wiemy, co to
,megabajt”, ,piksel”, ,dysk twardy”; potrafimy zainstalowa¢ nowa myszke,
wydrukowa¢ dokument oraz bezblednie odréznié port szeregowy od
rownoleglego. Ci, ktorzy maja dusze odkrywcéw odwazyli sie nawet zajrze¢ do
wnetrza piekielnej maszyny. Dzigki takim $miatkom dowiedzielismy sie, ze

w $rodku znajduje sie platanina kabli, jakie$ uktady drukowane, ogromna liczba
malych i duzych mikroprocesoréw oraz mnéstwo kurzu. To wszystko oczywiscie
w warstwie fizycznej, natomiast mozna by zapytaé, co dzieje sie na poziomie
smentalnym” (jesliby uznaé¢ komputer za elektroniczny moézg, to takie okreslenie
wydaje si¢ uprawnione). Innymi stowy, chcieliby$my wiedzieé, jakim cudem to
wszystko dziala.

Osoby bardziej wtajemniczone w arkana informatyki zdaja sobie pewnie sprawe,
ze $wiat komputeréw sklada sie z liczb — to liczby reprezentuja znaki, ktére
wyswietlane sa na ekranie po nacisnieciu odpowiedniego klawisza klawiatury;
réwniez liczby modeluja postaé, ktora sterujemy w grze komputerowej. Liczby.
A gdzie sa liczby, tam musi pojawié sie arytmetyka, chcemy przeciez dodawac,
mnozy¢, dzielié. . . Niestety, tu ujawnia sie drobny dysonans w zgodnej,
zdawaloby sie, wspolpracy miedzy czlowiekiem a maszyna. Okazuje sie
mianowicie, ze komputerowe rozumienie dzialania na liczbach, a w zasadzie
samego pojecia liczby, jest znaczaco rézne od ludzkiego. Méwiac precyzyjniej,
arytmetyka komputerowa jest niedoskonata, a jej mankamenty moga prowadzi¢
do nieoczekiwanych, czesto groznych, rezultatéow.

Aby zdaé sobie sprawe z rangi problemu rozwazmy pewien przyktad. Mozna by
go zatytulowac. ..
... Sprzecznos$é w matematyce?!

Wyobrazmy sobie szereg harmoniczny
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> oaelily
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n=1
Istnieje dowdd, ze suma odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych (poczynajac od jedynki) jest
nieskoniczona — matematycy powiedzieliby, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny do plus
nieskonczonosci.
Mogliby$my wpas¢ na pomyst, aby potwierdzi¢ ten fakt przy uzyciu komputera. Nic prostszego,
uzyjemy w tym celu krétkiego programu:
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zg = 0;
od k=1 do N wykonuj:
Tp = Tp—1 + %;

Po uruchomieniu powyzszej procedury zmienna xj, bedzie réwna k-temu wyrazowi ciggu sum
czesciowych szeregu harmonicznego, czyli

k
1 1 1
= — =1 — -
- Zn ot
n=1

Zgodnie z teza o rozbieznosci tego szeregu, ciag {zx}52 ; powinien by¢ nieograniczony. Intuicja
méwi nam, ze jest to wrecz ciag $cisle rosnacy do nieskoniczonodci, tzn.
Ty < Tl dla kazdej liczby naturalnej k.

Jakiez bedzie zatem nasze zdziwienie, gdy odkryjemy, ze wyliczone przy pomocy komputera
liczby x od pewnego miejsca sa sobie réwne. Istotnie, dla wszystkich k, ¢ wigkszych niz
2200000 okazuje si¢, ze xx = ¢, co mozna zobaczy¢ na ponizszym rysunku.
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Wyplaszczajaca si¢ linia wykresu wskazuje, ze wygenerowany przez komputer ciag sum
czesciowych szeregu harmonicznego jest od pewnego miejsca staly. Oznacza to, ze szereg
Zi:l % jest zbiezny w arytmetyce komputerowej!

My jednak niezachwianie wierzymy, ze w matematyce nie ma sprzecznosci.
Przedstawiony powyzej przyklad powinien wzbudzi¢ w nas wiec pewna nieufnosé.
I stusznie — na wynikach generowanych przez urzadzenia liczace nie zawsze
mozna bezpiecznie polega¢. Postaramy sie zbadac¢ nieco glebiej przyczyne tego
stanu rzeczy. W tym celu przyjrzymy sie ograniczeniom arytmetyki
komputerowej, sprobujemy okresli¢ zwiazane z nimi zagrozenia, przekonamy sie
wreszcie, jak powazne moga by¢ konsekwencje bledéw komputera.

2. Dogoni¢ nieskonczonosé

Wiasciwie caly problem polega na tym, ze w cyfrowej maszynie liczacej, ktora
jest przeciez skrzynka o skonczonych rozmiarach, nijak nie da si¢ zmiesci¢ calej
prostej rzeczywistej. Innymi stowy — komputery bardzo nie lubig nieskoniczonoéci,
dlatego tez pracuja ze skonczonymi reprezentacjami liczb. ,,Skonczonosé”,

o ktorej mowa powyzej, ma dwojaki sens: po pierwsze, wszystkich wielkosci
arytmetycznych mozliwych do przechowywania w komputerze jest tylko
skoniczenie wiele; po drugie, w arytmetyce komputerowej doktadnie
reprezentowane sg jedynie liczby o skonczonym, i to nie przesadnie dlugim,
rozwinieciu.

Skoro juz jestesSmy przy temacie rozwiniecia, to w komputerach na ogét uzywa
sie bazy dwdjkowej. Jest to do$¢ naturalne rozwiazanie z punktu widzenia
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Bit bedziemy rozumieé jako pewne
miejsce, komérke w pamieci, w ktére
mozemy wpisa¢ 0 albo 1.

Znak reprezentujemy nastepujaco

0~ (71)0 dajac znak ,+7,

1
1~» (=1)", co oznacza znak ,—”.

urzadzenia elektronicznego:

0 reprezentuje stan, gdy prad nie plynie,
1 — gdy ptlynie.

W zamierzchlych czasach prowadzono wprawdzie eksperymenty z urzadzeniami
pracujacymi w oparciu o system tréjkowy, jednak ta koncepcja nie przyjela sie.

Dos¢ juz jednak tych dygresji, zobaczmy wreszcie jak wyglada reprezentacja liczb
w arytmetyce komputerowej. W przypadku wielkosci catkowitoliczbowych
sytuacja jest stosunkowo nieskomplikowana — wystarczy umdwié¢ sie co do tego,
ile bitéw zechcemy wykorzysta¢ do przechowywania liczby. Gdybyémy na
przyktad mogli wygospodarowaé trzy bity,

to jeden z nich przeznaczyliby$my na znak, a dwa pozostale — na reprezentacje
modutu liczby.

Oczywiscie szybko mozna sie zorientowaé, ze we wspomniane trzy bity zadna
miarg nie wcisniemy wszystkich wartosci catkowitych — najlepsze, co mozemy
osiagnaé to

+/—

1 = +/-3

\ || || \
Oznacza to, ze zakres reprezentowalnych w ten sposéb liczb zamyka sie w zbiorze
{-3,-2,—-1,-0,40,+1,+2, +3}.

Pojawia sie zatem problem nadmiaru: jezeli liczba, ktorg zamierzamy wpisa¢ do
komputera, wyposazonego w nasza trzybitowa reprezentacje, bedzie wigksza niz 3
lub mniejsza niz —3, to urzadzenie zasygnalizuje btad przekroczenia zakresu.

W rzeczywistych zastosowaniach do przechowywania liczb catkowitych uzywa sie
16 lub 32 bitéw, co oznacza, ze dopuszczalny zakres to

—(231 —1),...,23 — 1 dla liczb 32-bitowych.

Tak, czy inaczej, problem nadmiaru wciaz pozostaje aktualny, choé¢ naturalnie
nie jesteSmy w jego obliczu calkiem bezradni. Istnieje kilka pomystow, jak unikaé
przekroczenia zakresu.

Sprébujmy zaczaé od zastanowienia sie, czy, w konkretnym zastosowaniu,
potrzebujemy wielkosci réznych znakow. Gdyby wystarczyly nam tylko liczby
dodatnie (lub tylko ujemne), to mozemy zrezygnowaé z przechowywania znaku.
Wowczas zakres wzrosnie dwukrotnie.

Jezeli to nie przynosi rezultatu, przyjrzyjmy sie algorytmowi realizowanemu
przez nasz program — czasem da sie tak go zmodyfikowaé, by problem nadmiaru
nie wystepowal. Na przyktad, zamiast oblicza¢ srednig arytmetyczna jako

ny+ne+...+n .
! 2 =, n, €%Z; i1=1,...,m,

obliczmy

Taka procedura bedzie dziata¢ wolniej, bo zamiast jednego wykonujemy m
dzielen, ale dzigki temu unikamy niebezpieczenistwa przekroczenia zakresu
w wyniku sumowania, potencjalnie duzych, liczb ny, ..., ny,.

Osoby bardziej zdeterminowane, a przy tym bieglte w programowaniu, moga
zaimplementowaé wlasny system obstugi duzych liczb catkowitych.
Wreszcie — racjonalnym wyjéciem jest, by przechowywaé wartosci
calkowitoliczbowe jako liczby rzeczywiste, ktérych zakres jest na ogot
wigkszy. . . ale jak reprezentowac liczby rzeczywiste?. . .

W 1985 roku organizacja IEEE (Institute of Electrical and Electronic Engineers)
opracowala standard okreslajacy sposéb zapisu liczb rzeczywistych w pamieci
komputera. Oparta na tych wytycznych arytmetyka nosi nazwe
zmiennoprzecinkowej lub, krécej, arytmetyki fl (od angielskiego floating point
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Sygnalizowaniu wystapienia nadmiaru
stuzg dwie dodatkowe liczby: +oo oraz
—o0, ktére uzyskuje si¢ ustawiajac
wszystkie bity wyktadnika na 1, za$
wszystkie bity mantysy na 0. Znak tych
warto$ci ustala sie w zaleznoéci od znaku
liczby, dla ktérej zakres zostat
przekroczony.

Specyfikacja arytmetyki fl obejmuje
jeszcze jedna specjalng liczbe, mianowicie
NaN (od angielskiego Not a Number).
Komputer uzywa tego wyrazenia

w przypadku napotkania wartosci
nieoznaczonej, czyli np. %, 2,0 00.
Warto w tym miejscu wspomniedé, ze

w arytmetyce zmiennoprzecinkowej
wystepuje zero ze znakiem. Cale szczescie
+0 = —0, choé¢, co ciekawe, % = 400,
natomiast —LO = —oo. Jest to interesujacy
przyklad wskazujacy, ze w Swiecie
obliczen numerycznych

T =1y

# (f(z) = f(y) dla kazdej funkcji f).

arithmetic). Zgodnie ze wspomnianym standardem, liczby rzeczywiste
pojedynczej precyzji przechowywane sa przy uzyciu 32 bitéw. Oznacza to, ze
maszyny cyfrowe odrézniaja co najwyzej 232 liczb rzeczywistych — zauwazmy, ze
cho¢by na odcinku [0, 1] jest ,troche” wiecej, bo continuum, punktow!

Wréémy jednak do reprezentacji. Jest ona podobna do znanej nam notacji
naukowej, ale w bazie dwdjkowej, a nie dziesietnej. Wartosé¢ rzeczywista jest wiec
tutaj postaci

(_1)5 .m - 26—127
przy czym

s — decyduje o znaku (0 odpowiada znakowi ,+”, 1 — znakowi ,-”. Jak widaé,
w tym wypadku wystarczy jeden bit. A wiec dobra nasza — przynajmniej
znak jest reprezentowany dokladniel!);

e — wyktadnik przechowywany w 8 bitach, a zatem maksymalnie wynoszacy
28 — 1 = 255. Odejmujemy 127 po to, aby méc otrzymaé wyktadniki
ujemne;

m — 23-bitowa mantysa znormalizowana tak, by zawieralta si¢ miedzy % al. Da
sie to osiagnaé¢ manipulujac wyktadnikiem: istotnie

e gdyby m = %7 to mnozac przez 2 dostajemy % € [3,1]; wowczas
wykladnik maleje o 1,
e jezelim =11 = 2, to dzielenie przez 2 daje nam 3 € [, 1]; wtedy
wykladnik rosnie o 1.
Sprytnie zauwazono, ze, poniewaz mantysa jest odpowiednio
znormalizowana, to ma postaé
1

totez w jej zapisie dwojkowym na pierwszym miejscu po przecinku zawsze
stoi 1. Skoro jednak wiadomo, ze rzeczona jedynka (zwana ,ukrytym
bitem”) zawsze tam jest, to nie ma potrzeby jej przechowywaé. Dzieki
temu, ze ,ukryty bit” nie jest uwzgledniany w reprezentacji, udato sie
dodatkowo zwickszy¢ doktadnosé.

Oto, jak wyglada przyklad liczby rzeczywistej zapisanej w formacie arytmetyki fi.

Przyktad: z := 0, 085:

| zakres bitéw: [ 31 | 30-23 | 22-0 |
dwéjkowo: 0 | 01111011 | 01011100001010001111011
dziesietnie: 0 123 3019899

| oznaczenia: H s | e | m |

Zobaczmy, ze liczba przechowywana w tej postaci nie jest idealnie réwna 0, 085:

1 114
) = 26_127(1+2%> _ g <1+ 30 9899) 11408507

8388608 | = 134217728
= 0,085000000984069671630859375.

Przekonujemy sie naocznie, ze komputer ,widzi” odrobine co innego niz to, co
chcemy mu przekaza¢. Rzeczywiscie, nie sposéb ukryé, ze model arytmetyki
zmiennoprzecinkowej jest niedoskonaly. Wplywa na to kilka czynnikéw. Przede
wszystkim, podobnie, jak w przypadku liczb calkowitych, mamy ograniczony
zakres mozliwych do przechowywania wartosci — wyktadnik, e, moze byé¢ réwny
co najwyzej 128, a wiec liczby zmiennoprzecinkowe nie wychodza poza przedziat
[—2128 2128] Wigze sie to ze zjawiskiem nadmiaru, gdy wielko$é, ktéra chcemy
komputerowo przetwarzac, nie miesci sie w zbiorze liczb reprezentowalnych.
Jednocze$nie wykltadnik jest ograniczony réwniez z dolu — najmniejszej co do
modutu sposréd niezerowych liczb, ktére da sie uzyskaé¢ odpowiada e = —127,
tzn. wszystkie wartogci miedzy 0 a 27128 s3 w arytmetyce fl sklejane w jedng —
mianowicie w zero! Prowadzi to do problemu niedomiaru, kiedy liczba, ktéra
chcemy wezytaé do komputera, jest zbyt mala, by mieé¢ niezerowa reprezentacje.
Moze to mie¢ wiele groznych nastepstw.
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Przyktlad: Wyobrazmy sobie dwie male wartosci z1, z2 takie, ze kazda z nich jest niezerowa
w arytmetyce fi, ale juz z1 -2 ma reprezentacje réwna zero. Gdybysmy dla tych liczb zechcieli
obliczy¢ ﬁ, to komputer zaprotestuje, twierdzac, ze kazemy mu dzieli¢ przez zero.

Kolejng wada rozpatrywanej przez nas arytmetyki jest fakt, ze mantysa zawiera
skonczong liczbe cyfr rozwiniecia. Nie mozemy wiec w sposéb doktadny
przechowywaé w komputerze liczb, ktérych zapis w systemie dwojkowym jest
dhuzszy niz 23 pozycje. Oczywiscie tym bardziej nie mozemy bezstratnie
przetwarza¢ wartosci o nieskoficzonym rozwinieciu binarnym.

Przyklad: Pewnym zaskoczeniem moze by¢ to, ze %07 ktéra w systemie dziesigtnym ma

tak porzadne rozwiniecie, nie da si¢ w maszynie cyfrowej reprezentowaé dokladnie, bo jej
zapis w bazie dwdjkowej jest nieskoniczony
1 1 1 1 1 1

=— 4+ =+ —=+ — —— + ... =20,000110011001100110011. ..
10 16 + 32 + 256 + 512 + 4096 + 8192 + 2

Jest to zagadnienie godne glebszej refleksji, zatem zatrzymajmy si¢ na chwile
przy temacie dokladnosci reprezentacji liczb, ktére mieszcza sie w zakresie, ale
maja nieskonczenie wiele cyfr w notacji dwéjkowej. Przypusémy, ze x jest jedna
z takich wartoéci. Przedstawmy go w postaci

r=s5-20712T .,

przy czym
oo

m = Zcﬂ‘j; ¢; €{0,1}; =1
j=1

Jezeli przechowujemy tylko ¢ pierwszych cyfr mantysy, to zamiast m pamietamy
jej zaokraglenie:
t
me 1= Z Cj2_j.
j=1

W tej sytuacji x bedzie w arytmetyce zmiennoprzecinkowej utozsamiane z liczba
f(z) :=s-2°7127 ..
Wzgledny blad reprezentacji wynosi zatem

o o= @] e 27
[ m[ S 2

Liczba v; charakteryzuje site arytmetyki — jezeli mantyse przechowujemy w 23
bitach, to dokladnoéé wynoszaca 2722 mozna uznaé za stosunkowo wysoka.
Scistoéé nakazuje dodaé, ze w powyzszych wyliczeniach nie uwzgledniono faktu
pomijania ,ukrytego bitu” przy reprezentacji liczby. Gdybysmy zechcieli wziaé¢ to
pod uwage, woéwczas stwierdzilibyémy, ze dokladno$é wzrasta do 2723,

3. Diabetl tkwi w szczegélach

Mozna by pomyéleé, ze arytmetyka fl, mimo paru drobnych niedociagnie¢,

w gruncie rzeczy jest caltkiem porzadna — wprawdzie zakres reprezentowalnych
liczb jest ograniczony, ale dosé szeroki; takze doktadnoéé na poziomie 223
wydaje sie na ogol satysfakcjonujaca. To wszystko prawda, jednak okazuje sie, ze
niewielkie btedy zaokraglen moga kumulowaé sie podczas obliczen, czasem rosnac
do caltkiem znaczacych rozmiaréw.

Przyktad: Przypu$émy, ze inwestujemy 1000 PLN na lokacie bankowej o oprocentowaniu
5% w skali roku, przy czym odsetki sg naliczane codziennie. Poniewaz rok ma w przyblizeniu

360 dni, to stosujac wzor
0.05 360
1000 - | 1+ —
( + 360)

przekonujemy sie, ze po uptywie dwunastu miesiecy nalezy nam si¢ 1051,27 PLN.

Zalézmy jednak, ze bank przechowuje warto$é naszego kapitalu w postaci liczby catkowitej
wyrazonej w groszach. Kazdego dnia stan naszego konta jest mnozony przez (1 + %)
i sprowadzany do najblizszego grosza. Jezeli zaokraglenie nastepuje w gére, to po roku
otrzymujemy 1053,42 PLN, co by¢é moze bardzo nas nie martwi, bo zyskujemy 2,15. Gorzej,
gdy wartos¢ lokaty zaokraglana jest w dét — wéwczas po uptywie 360 dni stan konta wynosi

1049,78 PLN, co oznacza, ze straciliSmy 1,49!
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Powyzszy przyklad powinien uswiadomié¢ nam zagrozenie, jakie jest potaczone

z bledami nawarstwiajacymi sie w czasie wykonywania wielu operacji
arytmetycznych na niedoktadnych danych. Bez watpienia zalezaloby nam na
mozliwosci sprawowania kontroli nad szybkoscia i sposobem rozprzestrzeniania
sie niedoktadnosci. Inaczej méwiac, cheielibySmy mieé¢ pewnoéé, ze poczatkowy,
najczesciej maly, btad danych wejSciowych nie urosénie szalenczo w czasie
wykonywania programu. Te $wiadomosé¢ zapewniaja zadania dobrze
uwarunkowane. Nazwiemy tak kazde zagadnienie o tej wlasnosci, ze niewielkie
zaburzenie jego parametréw powoduje male zaburzenie wyniku. Inaczej mowiac,
rozwiazania dobrze uwarunkowanego zadania dla bliskich sobie danych réwniez
sg zblizone. Mozna na to patrzec, jak na co$ w rodzaju ciagtosci: niech R oznacza
operator rozwigzania, D — przestrzen danych, W — klase wynikéw

R: D—-W
Ve>0 36§ >0 le,dQGD ||d1—d2HD<5 = ||R(d1)—R(d2)Hw<€

Niestety, nie wszystkie zagadnienia maja tak dobre wlasnosci. Na przyktad
odejmowanie jest w arytmetyce komputerowej zadaniem zle uwarunkowanym.
Jezeli o i B maja réwne wszystkie cyfry rozwinigcia, poza kilkoma mniej
znaczacymi, to ich réznica, (o — ), moze mieé zaledwie kilka cyfr dokladnosci.
Innymi stowy, odejmowanie bliskich sobie liczb jest obarczone duzym btedem.

Przyklad: Rozwazmy liczby (w programie komputerowym powinni§my uzy¢ liczb
podwdjnej precyzji)
z1=10+4-10"15 y1 =104+4-10"14
zo = 10 y2 = 10.

Policzymy za pomoca komputera

Y1 — Y2

zi= .

T1 — T2

Jak latwo stwierdzié¢, z = 10, natomiast komputer uwaza, ze...z = 11,5.

Okazuje sie, ze zadanie dobrze uwarunkowane to nie wszystko — aby otrzymaé
wiarygodny wynik nalezy rozwigzywacé je algorytmem numerycznie
stabilnym. Jest to pojecie blisko spokrewnione z poprzednio oméwionym
terminem, tyle tylko, ze dotyczy algorytméw. Chodzi mianowicie o takie
procedury komputerowe, ktére dla bliskich sobie danych generuja zblizone
wyniki. A zatem numeryczna stabilno$é rowniez okresla, jak kumuluje sie btad
podczas wykonywania algorytmu.

Duze niedokladnosci pojawiaja sie, gdy uzywamy stabilnego algorytmu do
problemu Zle uwarunkowanego, albo algorytmu numerycznie niestabilnego
rozwiazujac zadanie dobrze uwarunkowane. Jezeli zagadnienie jest Zle
uwarunkowane, a stosowana do niego procedura numerycznie niestabilna, to
zdarzy¢ moze si¢ niemal wszystko. Z tego punktu widzenia dzial matematyki
zwany analizg numeryczna to sztuka znajdowania stabilnych algorytméw dla
zadan dobrze uwarunkowanych.

k
Przyklad: Wiadomo, ze szereg ZZOZO “;C—, jest jednostajnie zbiezny do funkcji e®. Stad
moglby narodzi¢ sie pomyst, by wartosé¢ funkcji wyktadniczej przybliza¢ suma czesciowa

tego szeregu:
3

Jest to calkiem dobre rozwiazanie, ale tylko, gdy « > 0, poniewaz dla ujemnych wartosci
argumentu x nasz algorytm wymaga odejmowania bliskich sobie liczb, o ktérym to zadaniu
wiemy, ze jest zle uwarunkowane. Rzeczywiscie, wykonawszy te procedure dla z = —2
otrzymujemy wynik ujemny, co powinno odrobing nas niepokoié.

Wade powyzszego algorytmu da sie na szczescie tatwo naprawié: wystarczy dla z < 0 policzy¢
w = e~ %, co mozna bez obaw zrobi¢ korzystajac z sumy czesciowej, a nastepnie jako wynik,
e®, wzial %

Nie powinnis$my jednak by¢ tendencyjni. Obiektywizm nakazuje powiedzieé, ze
bledy zaokraglen, cho¢ rzadko, czasem bywaja pomocne.
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Zdjecie uzyskane dzigki uprzejmodci
agencji ESA/CNES, do ktérej nalezg
prawa autorskie.

Przyklad: Metoda potegowa stuzy do przyblizania unormowanego wektora wtiasnego
odpowiadajacego najwickszej wartoSci wlasnej macierzy A, nieosobliwej i dodatnio
okreslonej. Idea tej metody jest bardzo prosta:
dla wektora startowego xg Ty = Axpn_1 = ATxg.

Okazuje si¢, ze podczas sukcesywnego wymnazania przez macierz A najszybciej ro$nie
skladowa w kierunku wektora odpowiadajacego najwigkszej wartosci wiasnej. Co wiecej,
jezeli z,, zostanie w kazdym kroku znormalizowane, to sktadowe w pozostalych kierunkach
beda wygaszane. Jest jednak jeden warunek: nasz wektor poczatkowy, xg, musi mieé
niezerowy rzut na prosta wyznaczana przez poszukiwany wektor wlasny. W przeciwnym
wypadku (teoretycznie) metoda nie jest zbiezna. Okazuje si¢ jednak, ze w praktyce
obliczeniowej nawet, jesli x¢p ma zerowa skladowa w kierunku wektora odpowiadajacego
najwiekszej wartosci wlasnej, to po kilku iteracjach ta sktadowa robi sie niezerowa dzieki
btedom zaokraglen. Powoduje to, ze metoda potegowa jest (praktycznie) zbiezna dla
kazdego xg.

4. Zetkniecie dwoch rzeczywistosci

Nie pozbawiony odrobiny stusznoéci bylby zarzut, ze powyzsze przyklady sa
raczej akademickie — kogo interesuje wartoéé e~2 albo réznica jakich§ prawie
rownych liczb, szczegdlnie jesli jest ona tak mala, ze mozna ja bez zazenowania
zastapi¢ zerem? Czy rzeczywidcie trzeba dbac o to, czy zadanie jest dobrze
uwarunkowane, a algorytm numerycznie poprawny? Najlepsza odpowiedZ na te
pytania daje praktyka obliczeniowa — pora wiec na przyklady z zycia.

Przenie$my sie odrobine w czasie i przestrzeni, do potozonej w Arabii Saudyjskiej
miejscowoéci Dahran. Podczas Wojny w Zatoce Perskiej stacjonujace tam odzialy
Stanéw Zjednoczonych wykorzystywaly rakiety patriot do namierzania

i zestrzeliwania wrogich pociskéw, zanim zniszcza one wazne obiekty naziemne.
25 lutego 1991 systemy obronne zawiodly — iracka rakieta typu scud trafita

w baraki armii amerykanskiej zabijajac 28 zolnierzy i ranigc dalsze 100 oséb.
Okazalo sie, ze wine za te katastrofe ponosza bledy arytmetyki komputerowe;j.
Otdz po uruchomieniu wewnetrzny zegar baterii rakiet patriot zaczynal odliczaé¢
czas mierzony w dziesiatych czeSciach sekundy, ale przechowywany jako liczba
catkowita (np. 32, 33 dziesigtne sekundy od uruchomienia). Jednak do obliczenia
przyspieszenia oraz polozenia Sledzonej rakiety potrzebny byt czas wyrazony
wielkosScia rzeczywista. Zatem liczba catkowita podawana przez zegar systemowy
byla mnozona przez % i przechowywana w 24-bitowym rejestrze juz jako wartosé
rzeczywista. Pamietamy jednak, ze rozwiniecie dwéjkowe 11—0 jest nieskonczone.
Kazdorazowe obciecie go do 24 bitéw (24 miejsc po przecinku w rozwinieciu
dwéjkowym) powodowalo blad réwny ok. 0,000 000095 w zapisie dziesietnym.
Nie jest to duzo, jednak ten niewielki btad nawarstwiajac sie¢ przez np. 100
godzin dziatania urzadzenia robil si¢ juz znaczacy:

0,000 000095 - 100 - 60 - 60 - 10 = 0, 342.

Rakieta scud poruszajaca sie z predkoscia 1676 m/s moze pokonaé¢ w tym czasie
ponad pét kilometra, co na ogél wystarczy do tego, by znalazla sie poza
zasiegiem baterii patriotow.

[ ] [ ] (]
4 czerweca 1996 roku bezzalogowa (na szczescie!) rakieta Ariane 501, owoc
7 miliardowej inwestycji oraz dziesiecioletnich badan Europejskiej Agencji
Kosmicznej, eksplodowalta 40 sekund po starcie. Moment wybuchu zostat
zarejestrowany na zamieszczonej obok fotografii. W tym wypadku komputer
pokladowy poddal sie po tym, jak nie powiodla sie konwersja przyspieszenia
poziomego rakiety z 64-bitowej liczby rzeczywistej na 16-bitowa liczbe calkowita
ze znakiem. Stalo si¢ tak dlatego, ze konwertowana warto$¢ byla wigksza niz
32767, czyli najwicksza liczba mozliwa do przechowywania w 16-bitowym
rejestrze. Co ciekawe, btad ten nie dotyczyt poprzedniczki pechowej rakiety,
Ariane 4, ktora po prostu osiagala mniejsze przyspieszenia poziome, a wiec
problem nadmiaru nie wystepowal.

[ ] [ ] )

Stavanger, Norwegia, 23 sierpnia 1991 rok. Podczas operacji balastowania tonie
w Morzu Pélnocnym warta 700 milionéw dolaréw platforma wiertnicza firmy
Statoil. Zatoniecie 57-tysiacotonowej instalacji wywoluje wstrzas o sile 3 stopni
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w skali Richtera. Tym razem wypadek réwniez wigzal sie z komputerami, ale jego
podtoze byto bardziej skomplikowane, niz tylko brak precyzji arytmetyki. Otéz
rozklad cisnien dziatajacych na fragmenty konstrukcji modeluje sie za pomoca
rownan rézniczkowych czastkowych. W tym przypadku zawiédl pakiet
numeryczny przyblizajacy rozwiazania RRCz za pomocy tzw. ,metody elementu
skonczonego”. Nacisk na podwodne czeéci platformy zostal niedoszacowany o ok.
47%, co spowodowalo, ze przy pewnej glebokosci konstrukcja po prostu rozpadia
sie pod wplywem ci$nienia.

[ ] [ ] [ ]
Wiecej przykladéow niepozadanych skutkéow bledéw zwiagzanych z obliczeniami
numerycznymi mozna znalez¢ na stronie
http://wwwb.informatik.tu-muenchen.de/ huckle/bugse.html.

5. Zasada ograniczonego zaufania

Mam nadzieje, ze, zapoznawszy sie z faktami dotyczacymi arytmetyki
zmiennoprzecinkowej, zaczniemy patrzeé na nasze, wydawaloby sie calkiem
oswojone, komputery odrobine bardziej podejrzliwie. Ale, méwiac powaznie —
maszyny cyfrowe to bezsprzecznie bardzo wygodne i uzyteczne narzedzia,
powinnidmy jednak pamietaé, ze, jak wszystkie narzedzia, maja one swoje
ograniczenia i nie da si¢ ich stosowa¢ réwnie skutecznie do kazdego rodzaju
problemu. Aby korzystanie z nich bylo bezpieczne i efektywne nalezy pamietaé

o pewnych zasadach. Przede wszystkim, trzeba zastanowi¢ sie, czy zadanie, jakie
mamy do rozwiazania jest dobrze postawione, tzn. czy istnieje jego rozwiazanie.
Po drugie, w razie potrzeby powinniSmy przeformutowaé problem tak, by stal sie
dobrze uwarunkowany, tzn. by male zaburzenie danych powodowato mata zmiang
wyniku. Po trzecie, nalezy zadbaé o to, zeby algorytm, ktory stosujemy, byt
numerycznie poprawny — bedziemy woéwczas w stanie kontrolowaé¢ przyrost
bledu. W szczegélnosci unikajmy w naszej procedurze odejmowania liczb bliskich
sobie. Powinnismy réwniez zdawacé sobie sprawe z ograniczen arytmetyki. Mowiac
bardziej konkretnie, musimy sie upewnié, czy typ, ktérego uzywamy do
przechowywania danych w pisanym przez nas programie ma wystarczajaco duzy
zakres, by nie wystapil nadmiar albo niedomiar. Miejmy, w koncu, wyobraznie,
aby moc przewidzieé szczegdlne przypadki i wyjatkowe sytuacje, ktére mogg sie
zdarzy¢ podczas realizowania algorytmu. A tak w ogdle, to, jesli to tylko mozliwe,
stosujmy gotowe, sprawdzone biblioteki numeryczne — to na ogdl rozwiazanie
szybsze 1 bezpieczniejsze niz uzywanie wtasnorecznie napisanych procedur.

Pamietajmy wreszcie, ze nie tylko niedoktadnosé arytmetyki jest zrédtem
bledéw. Jezeli dane dla naszej procedury sa na przyklad wynikami pomiaréw, to
musimy mie¢ $wiadomosé, ze nie wszystko da sie zmierzyé¢ dokladnie. Czesto juz
na starcie mamy parametry obarczone bledami, a wéwczas szczegdlnie wazna jest
numeryczna stabilnos¢ algorytmu. Poza tym istotne bywaja réwniez bledy
dyskretyzacji — komputer, jako stworzenie nie lubiace nieskonczonosci, zle radzi
sobie z problemami ciagtymi. Aby w ogdle mysleé o przyblizeniu rozwiazania
tego rodzaju zadania, trzeba je zastapi¢ zagadnieniem dyskretnym. Na przyktad
caltke fol f(z)dz przyblizamy kwadratura >, a; f(t;) uzywajaca skonczenie
wielu wartosci funkcji f. Oczywiscie moga istnie¢ funkcje, ktére w punktach
uzywanych przez algorytm maja te same wartoéci, ale np. w normie supremum
znaczaco sie réznia. Tu tkwi potencjalne Zrédto niedoktadnosci.

Na zakonczenie pozostaje mi tylko zyczy¢ owocnych i ekscytujacych obliczen.
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