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Dla ustalenia uwagi ograniczymy sie tylko do jezyka zdaniowej logiki klasycznej.

Niech P = {p,q,r,...} bedzie ustalonym zbiorem ZMIENNYCH ZDANIOWYCH.
FORMULA ZDANIOWA nazywamy dowolny napis powstaly ze zmiennych
zdaniowych za pomocg SPOINIKOW zdaniowych: A (koniunkcja), V
(alternatywa), — (implikacja), <> (réwnowaznosé¢) i = (negacja), wedle
nastepujacych regut:

1. Zmienne zdaniowe sa formutami.
2. (a) Jesli « jest formula, to -« tez;

(b) Jesli v i B sa formutami, to a A B, @V 8, « — (3 oraz a < (3 sa formulami
3. Kazda formula powstaje dzieki zastosowaniu skonczenie wiele razy regut 1. i 2.

Zbior wszystkich formul zdaniowych oznaczaé¢ bedziemy Frm.
Spéjniki zdaniowe narzucaja w zbiorze formul zdaniowych strukture algebry.
Mianowicie dla kazdego ze spdjnikéw o € {V, A, —, <} mozemy zdefiniowaé

operacje fo, nastepujacym wzorem: fo(«, ) = a o 3, oraz dla negacji,
f-(a) = ma. Algebre te nazywamy ALGEBRA JEZYKA LOGIKI ZDAN i oznaczad

ja bedziemy §. Automorfizmy tej algebry nazywa si¢ PODSTAWIENIAMI. Okazuje

sie, ze kazde podstawienie jednoznacznie wyznaczone jest przez jego wartosci na
zmiennych zdaniowych. Mamy bowiem:

Twierdzenie. Algebra § jest algebra wolna w klasie algebr do niej podobnych
ze zbiorem P jako zbiorem generatoréw. Tzn. Dla dowolnej algebry A =
(A,1U,N, =, <, —), w ktorej LI, M, =, < sa dzialaniami dwuargumentowymi,
a — jest dzialaniem jednoargumentowym oraz funkcji v : P — A, istnieje jedyny
homomorfizm A" : § — 2, dla ktérego h"[p = v.
Przyktad 1. Niech v dane bedzie nastepujaco (dla zmiennej réznej od p i q, v
przyjmuje warto$é réwna tej zmiennej):
vip——q, q—p— 7q,

Woéwezas

h'(p— (g — p)) = f—(h"(p),h"(a — p)) =

=h"(p) — f=(h"(a),h"(p)) = ~a — ((p — —q) — —p)

Przyktad 2. Niech B2 = ({0, 1}, fv, fa, f—, fo, [-), gdzie dzialania
fvs fa, f—, [, f- dane sa nastepujacymi, znanymi skadinad, tabelami:

zly| Ny | =y falzy)| [zly|f~(@y)| |z|y|folzy)| (=] f~(2,9)
o]0 0 olo] o 0o 1 0o 1 0 1
01 1 01 0 01 1 01 0 1 0
1]0 1 1ol o 1]0 0 1]0 0

11 1 11 1 11 1 11 1

Niech dalej v : P — {0, 1} dane bedzie nastepujaco (dla zmiennych innych niz
wymienione zalézmy, ze v przyjmuje wartosé 0):

vip—1 qg—0,s—1.

Woéwezas:
h”(((p—>q)A(s—>q)) — (pvs—>q)) =
:fe(h” p— saq))vh”((pVSHq)D:

((
= - (fa(r (e — ), (SHq))7f~(h”(pv5),h”(q))) =

= f (A (=B P) 1" (@), S (B (5), @) S (o (1 (P). h7(5)), 0(a) ) =
= (P (= (1,0), - (1,0)), £ (£u(1,1),0) ) =

:fﬂ(fA(()’o f.( 0)) :fﬁ(o,1) _
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Formuty, ktére dla dowolnego homomorfizmu algebry jezyka w By przyjmuja
wartos¢ 1 nazywamy TAUTOLOGIAMI KLASYCZNYMI. Zbiér tautologii klasycznych
oznaczaé¢ bedziemy jako Taut.

Zauwazmy, ze zbior Taut ma nastepujace dwie wtasnosci:

1. h(«) € Taut, dla dowolnego o € Taut i podstawienia h : § — F.

2. Jedli a € Taut i @« — § € Taut, to § € Taut
O zbiorach formul, ktére spelniajg pierwszy z tych warunkéw powiadamy, ze
sg domkniete na PODSTAWIENIA; o zbiorach spelniajacych warunek drugi, ze sa
domkniete na REGULE ODRYWANIA. Zbiory formul domkniete na podstawienia
i regulte odrywania nazywa sie LOGIKAMI ZDANIOWYMI. Oczywiscie Taut,
jest logika zdaniows. Logikami zdaniowymi sg takze zbiér pusty, @, oraz zbior
wszystkich formul, Frm. Logiki zdaniowe rézne od tej ostatniej nazywaé
bedziemy logikami NIESPRZECZNYMI. Rodzinge wszystkich logik zdaniowych
oznacza¢ bedziemy symbolem £.

Niech £ € £, X C Frm i niech o € Frm. Powiemy, ze a ma w £ dowdd ze
zbiorem zalozen X, jedli istnieje taki ciag formul (aq,...,a,) (zwany wlasnie
dowodem formuly «), ze a = «,, oraz, ze dla 1 < j < n zachodzi jeden z
przypadkéw: (a) a; € X UL lub (b) istnieja 1 < k,1 < j, ze ap = oy — ;.
Zbior formul, ktére maja dowdd w L ze zbiorem zatozen X oznaczaé bedziemy
symbolem Cnz(X). Nietrudno pokazaé, ze Cn,(X) jest najmniejszym ze
zbioréw formul, ktéry zawiera X, £ oraz, ktory jest domkniety na regute
odrywania. Latwo dowodzi sie tez, ze operator Cn, ma nastepujace wlasnosci:

1. X CCn,(X),

2. XCY = Cng(X)CCn,(Y),

3. Cl’l[:(Cl’l[:(X)) g CHLX,

dla dowolnych XY C Frm.

Punkty stale operatora Cn, nazywa si¢ TEORIAMI logiki £. Bezposrednio
z wlasnosci 1. 1 3., widzimy, ze zbiory postaci Cn,(X) sa teoriami logiki L.
Oczywiscie teorie zawsze sa tej postaci (no bo wtedy X = Cnz(X)). Rodzine
teorii logiki £ oznaczaé¢ bedziemy /.

Zauwazmy, ze dla dowolnych dwu teorii logiki £ ich cze$¢ wspélna jest takze
teoria. W rzeczy samej, niech X,Y € £;. Oczywiscie X NY C Cng (X NY).
Poniewaz XNY C X i XNY CY, na podstawie 2. dostajemy

Cng(XNY)CCng(X)=X oraz Cng (X NY) CCng(Y) =Y.
Czyli Cns(X NY) C X NY, co dowodzi ostatecznie, ze X NY jest teoria
logiki L.

Czes¢ wspolna dwu zbioréw jest najwiekszym sposrdd zbioréw, ktory zawarty
jest kazdym z nich. Suma dwu zbioréw jest, z kolei, najmniejszym zbiorem,

w ktérym one oba sg zawarte. PokazaliSmy przed chwila, ze najwieksza z teorii
zawierajaca dwie dane teorie X i Y jest wlasnie ich przekrdj. Niestety nie jest
w calej ogdlnosci prawda, ze najmniejsza teorig zawierajaca X i Y jest ich
suma — nie musi ona by¢ teoria. Najmniejsza teoria zawierajacg X i Y jest
Cn/ (X UY). Oznaczaé ja bedziemy symbolem X LY. Aby zachowaé symetrig
oznaczen, zamiast pisa¢ X NY, pisa¢ w dalszym ciagu bedziemy X MY.

Poza oczywista przemiennoscia i tacznoscig dziatan Mi U, w algebrze (€, L)
spelnione sa nastepujace aksjomaty, zwane prawami POCHLANIANIA:
XNnYuX)=X, Xunx)=2X, X, Y el,.
Algebry z dwoma dzialaniami, ktore sa laczne, przemienne, i ktére spetniaja
prawa pochlaniania, nazywa sie KRATAMI. Dowodzi sie, ze w dowolnej kracie I
relacja < zdefiniowana wzorem:
a=b & alb=a, a,beC
jest czesciowym porzadkiem i nazywa sie go PORZADKIEM KRATY K. W dodatku
aMbialb sy odpowiednio kresem dolnym i gérnym zbioru {a,b}, a,b € K.
7 drugiej strony, majac czeéciowy porzadek na jakim$ zbiorze K, w ktorym
kazdy skonczony i niepusty podzbiér ma kres dolny i gérny, operacje
anb=inf{a,b} i aUb=sup{a,b} a,be K
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czynig z K krate. Porzadkiem tej kraty jest dokladnie ten sam porzadek, dzigki
ktéremu zdefiowane sa M1 U. W przypadku £, tym czesciowym porzadkiem jest
zawieranie si¢ zbioréw.

Kraty teorii logik zawierajacych formuty ®; =‘(p — (9 —s)) — ((p — q) —
—(p—19))1Py="‘p— (q— p) (oznaczmy te logiki symbolem

£1s,,9,}) Maja jeszcze jedng wlasciwosé, ktéra czyni z nich tzw. kraty
IMPLIKACYJNE. Mianowicie, jesli £ € £4, ,, to dla dowolnych dwu

X,Y € (, istnieje najwicksza spoéréd Z € ¢, dla ktérej ZMX C Y. Jest
nia teoria {& € Frm : X N Cn,({a}) C Y}. Nazywa si¢ ja RELATYWNYM
PSEUDOUZUPELNIENIEM X wzgledem Y i oznacza symbolem X = Y.

Kraty implikacyjne spelniaja nastepujace warunki ROZDZIELNOSCI:
afll(bUc)=(anb)U(aMec), al(dMec)=(alb)M(alc).

Nietrudno pokazaé, ze skonczone kraty rozdzielne sg kratami implikacyjnymi.

Mianowicie w kracie skonczonej K dla dowolnych a,b € K zawsze istnieje

sup{c€e K: cMa<b}

Jedli krata jest rozdzielna, to element ten jest wladnie relatywnym
pseudouzupelnieniem a wzgledem b. Kraty rozdzielne sa dos¢ tatwo
rozpoznawalne. Wystarczy, aby nie zawieraly podkrat izomorficznych
z nastepujacymi:

Pentagon : Chinska latarnia <:

Zwroémy uwage, ze w kratach implikacyjnych element X = X jest zawsze
elementem najwiekszym. W kracie ¢, istnieje rowniez element najmniejszy. Jest
nim oczywiscie £. Kraty implikacyjne z elementem najmniejszym nazywane

sa ALGEBRAMI HEYTINGA. Poniewaz kraty skonczone maja zawsze element
najmniejszy, wnioskujemy stad, ze skonczone kraty rozdzielne sg algebrami
Heytinga. Element najwickszy T = sup H algebry Heytinga H nazywamy

jej SZCZYTEM, a element najmniejszy L = inf H tej algebry jej SPODEM.
Wprowadzajac teraz w ‘H jednoargumentowe dziatanie ‘~” wzorem ~a =a = 1,
dostajemy algebre podobna do algebry jezyka logiki zdan. Mozemy zatem
rozwaza¢ homomorfizmy z § w te algebre. Formuly «, dla ktérych wartosé

h(a) wynosi T, dla dowolnego homomorfizmu h : § — H nazwiemy formulami
PRAWDZIWYMI w H. Zbior formul prawdziwych w H oznaczaé¢ bedziemy
symbolem E(H) i nazywaé ZAWARTOSCIA algebry H. Zawartosci algebr Heytinga
zawsze sg logikami.

Okazuje sie, ze w kazdej algebrze Heytinga, prawdziwe sg nastepujace formutly:

P (p—(g—3s)— (=9 —(—9), Q3 p— (¢ —p),

P3p—pVyg, ®yq—pVyg, Q5 (p—¢q)—((s—4q) —(pVs—q),
Ds pAg— p, D7 pANg—q, Ps (p—q) = ((p—s)— (p—qAs)),
P9 (pog)—(p—q), Prwlpeoqg —(@—p), Pulp—9q — (g—p) —(pea),
P12 p— (—p — q), O3 (p— —p) — T,

Logiki zawierajace wyzej wymienione formuly nazywa sie logikami
NADINTUICJONISTYCZNYMI. Ich rodzine oznaczymy symbolem fiy.
Najmniejsza z logik nadintuicjonistycznych, () finr, Razywa sie
INTUICJONISTYCZNA LOGIKA ZDANIOWA i oznacza sie ja symbolem INT.
Najmniejsza (i jak sie okazuje jedyna, oprécz logiki sprzecznej) logike
nadintuicjonistyczng, do ktérej nalezy PRAWO PODWOIJNEGO PRZECZENIA

$qy = ‘=—p — p’, nazywa si¢ KLASYCZNA LOGIKA ZDAN. Oznaczaé ja bedziemy
symbolem LK.

Niech £ bedzie dowolna logika nadintuicjoinistyczna. Zdefiniujmy w zbiorze
formutl relacje ~, wzorem:
a~p 3 & a—pfeL.

Okazuje sie, ze relacja ta jest kongruencja algebry §. Ponadto algebra ilorazowa
§/~, zwana ALGEBRA TARSKIEGO-LINDENBAUMA DLA L jest algebra Heytinga,
ktérej szezytem jest L. Jedli teraz, np. a € L, to odwzorowanie ilorazowe
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(a—1)—a

Rys. 1

K Ko

Rys. 2

Wykazal to Wojciech Dzik
z Uniwersytetu élqskiego w Katowicach
okoto 1980 roku.

h:o— ¢/~q, ¢ € Frm jest homomorfizmem, dla ktérego h(a) # L. Czyli
a W §/~, jest nieprawdziwa. W szczegélnosci, gdy £ = INT, dostajemy
nastepujace:

Twierdzenie (o pelnosci dla INT) Formula jest w INT wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ona prawdziwa w kazdej algebrze Heytinga.

W przypadku, gdy £ = LK, algebra Lindenbauma §/~ . jest tzw. ALGEBRA
BOOLE’A — czyli ograniczona krata rozdzielna z unarnym dziataniem ‘~’
spetniajaca postulaty: all~a =T i al~a = 1, dla dowolnego jej elementu a.
Wspomniana wczesniej algebra B, jest algebra Boole’a, a Taut jest niczym
innym jak jej zawartoscia. Okazuje sig, ze o ile zawartosci algebr Heytinga moga
sie od siebie réznié, to zawartoécia kazdej algebry Boole’a jest zawsze Taut.
Stad tez, w szczegdlnosci, wynika réwnosé Taut = LK (tzw. twierdzenie

o pelnosci dla LK). Innymi stowy dla rozstrzygniecia, czy formuta a jest w LK,
potrzeba i wystarczy sprawdzié, czy jest ona prawdziwa w Bs. Mamy zatem
logike £ oraz algebre, ktérej zawartosé réwna jest dokladnie logice £. Méwimy
woéwcezas, ze algebra ta jest ADEKWATNA dla danej logiki. Co prawda, w mysl
tego, co napisano wczesniej, dla dowolnej logiki nadintuicjonistycznej £, algebra
§/~,. jest adekwatna dla L. Ale przyznaé nalezy, ze B, jest latwiejsza do
ogarniecia niz §F/xp.. - W przypadku logiki INT nie ma skonczonej algebry
adekwatnej. Ale pokazaé¢ mozna, ze dla rozstrzygniecia przynaleznosci formuly
a do INT wystarczy ograniczy¢ sie do algebr skoficzonych o nie wiecej niz 22"
elementach, gdzie m jest liczba podformul formuly . Np w przypadku tzw.
TEZY PIERCE’A: ‘((p —q) — p) — p’ wystarczy przejrzeé wszystkie 92" = 932 —
=4-(219)3 > 4.10° elementowe algebry Heytinga. Nie znaczy to bynajmniej,
ze nie ma algebry mniejszego rozmiaru, ktora obala dang formute. Np. dla
wspomnianej tezy Pierce’a, w ponizszej algebrze homomorfizm spelniajacy
warunki h(p) = a oraz h(§) = L, dla zmiennej £ réznej od p, przyjmuje wartosé

h(((P —q) —p) — p) =d#T (rys. 1).

Okazuje sig, ze nie trzeba przegladaé wszystkich algebr danego rozmiaru —
wystarczy jedna sposrod tzw. algebr JASKOWSKIEGO. Byle odpowiednio duza.

Majac dowolna krate K, mozemy wzbogacié¢ ja o jeden element spoza niej
postulujac, ze jest on wiekszy od wszystkich pozostalych. Operacje te nazywamy
DOSTAWIANIEM MASZTU DO KRATY (rys. 2).

Jedli K byla kratg rozdzielng, to wynikowa krata K@ bedzie takze krata
rozdzielna. Widzimy wiec, ze dostawianie masztu nie wyprowadza poza klase
skoficzonych algebr Heytinga. Klasa algebr JASKOWSKIEGO, to najmniejsza
klasa algebr Heytinga zawierajaca algebry zdegenerowane, ktora zamknieta jest
na skonczone produkty i dostawianie masztu. Dowodzi sie, ze kazda skonczona
algebra Heytinga zawarta jest w pewnej algebrze Jaskowskiego.

Wiréd algebr Jaskowskiego wyrdznia sie nastepujaca ich rodzineg: Niech Jp
bedzie krata zdegenerowana B; = {T} i niech J,11 = ()" "®, dlan=1,2,3...,
gdzie ‘A™ jest produktem n egzemplarzy algebry A. Woéwczas kazda algebra
Jaskowskiego wlozona jest w ktéras z algebr (7)™, m,n > 1, co implikuje, ze
kazda formula spoza INT falsyfikowana jest w pewnej algebrze tej postaci.

Wréémy na chwile do kraty fraut. Skoro jest ona algebra Heytinga, to warto
zapytac o jej zawartosé. Okazuje sie, ze jest to doktadnie INT. Poniewaz
formuly ®; i ®5 sa w INT, to krata {inT takze jest algebra Heytinga. Jej
zawartos¢ jednak nie jest rowna INT. Jej zawartoscia jest najmniejsza logika
zawierajaca formule zwang SLABYM PRAWEM WYLACZONEGO SRODKA,
WEM = ‘—pV ——p’.

Jak wykazal wspomniany juz W. Dzik, dla kazdej niesprzecznej logiki
nadintuicjonistycznej L, zachodzi

INT C E({;) C WEM .

Okazuje sie, ze {1t takze jest algebra Heytinga, ale jaka jest jej zawartosé, nie
wiadomo.
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