Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXXVII Szkole Matematyki Pogladowej
Algebraiczne Mocarstwo, sierpienn 2006.

Operacja n-argumentowa to po prostu
funkcja z A™ w A. Operacje

0O-argumentowa mozna utozsamié ze stala.
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Rys. 1. Homomorfizm to przemienno$¢
diagramu

Rys. 2. Podalgebra to zamknigto§é na
operacje

Rys. 3. Kongruencja to przejscie ,,od
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Rys. 4. Produkt to dziatanie po
wspo6lrzednych

Miedzy grupa a kategorig
Wiktor BARTOL, Warszawa

Miedzy grupa a kategoria znajduje sie algebra — przedmiot badan algebry
uniwersalnej, zwanej niekiedy algebra ogélna. Ta dziedzina matematyki,
zrodzona w latach 30. XX wieku, zajmuje sie badaniem bardzo ogélnych struktur
algebraicznych — algebr — w postaci zbioru (zwanego nosnikiem) z rodzing
skoniczenie argumentowych operacji (dziatan) na tym zbiorze. Na mapie
matematyki algebra uniwersalna ma licznych sasiadéw: teoria krat, teoria
polgrup, teorie grup, pierscieni i cial (czyli algebra abstrakcyjna), teoria
mnogoéci, logika, teoria modeli, nieco dalej, choé niezbyt daleko, znajduje sie
topologia.

Cala algebra uniwersalna jest rozpieta na czterech fundamentalnych pojeciach:
homomorfizmu, podalgebry, kongruencji oraz produktu prostego.

Zanim je krotko przedstawimy, uméwmy sie, ze kiedykolwiek mamy do czynienia
z wiecej niz jedng algebra, wszystkie one stanowig realizacje tego samego jezyka
funkcyjnego. Powiemy wtedy, ze te algebry sa podobne. Méwiac nieco
precyzyjniej, algebry A i B sa podobne, gdy istnieje zbiér F' symboli
funkcyjnych, taki ze operacje zaréwno algebry A, jak i B sg interpretacjami tych
symboli, przy czym zakladamy, ze z kazdym symbolem jest zwiazana
(nieujemna) liczba argumentow. Mozemy zatem te algebry zapisa¢ w postaci

A = (A, (fA)er) i B = (B, (fB)er). Zauwazmy, ze w ten sposob otrzymujemy
wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy operacjami obu algebr:
odpowiadajacymi sobie operacjami sa te, ktore sa interpetacjami tego samego
symbolu (maja wiec tyle samo argumentow).

Homorfizmem algebry A = (A, (f®)er) w algebre podobna B = (B, (fB)rer)
jest kazda funkcja h : A — B zgodna z operacjami, co 0znacza, ze zawsze
h(f2(a1,....anp)) = fB(R(a1),..., h(ay))). Inaczej méwiac, mozemy
najpierw wykona¢ w A operacje f* i wynik przenies¢ funkcjg h do B, mozemy
tez najpierw przeniesé do B argumenty i dopiero tam wykonaé¢ operacje fB —
w obu przypadkach otrzymamy to samo. Na przyktad, funkcja In : RT™ — R jest
homomorfizmem algebry liczb rzeczywistych dodatnich z mnozeniem (R, -)

w algebre liczb rzeczywistych z dodawaniem (R, +), poniewaz

In(a-b) = In(a) + In(b) dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b.

Podalgebra algebry A = (A, (f2);cr) jest kazdy podzbior zbioru A zamkniety
na operacje algebry A wraz z odpowiednio zredukowanymi operacjami
dziedziczonymi z calej algebry A.

Z kolei kongruencja w algebrze A = (A, (f2);cr) to relacja réwnowaznosci na
zbiorze A zgodna z operacjami algebry A, czyli taka, ze jesli f2 jest operacja
n-argumentowa oraz pary (ai,b1),..., (an,by) sa w relacji, to w relacji jest takze
para (f2(a,...,an), fA(b1,...,b,)).

Wreszcie produkt prosty rodziny algebr podobnych A; = (A;, (f2)ser) (i € 1)
to struktura zbudowana na iloczynie kartezjanskim [[..; A;, w ktorej operacje
wykonywane sa po wspoétrzednych.
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Zamiast opowiadaé dalej o catej dziedzinie, skorzystajmy z metody literackiej:
sprobujmy uchwycié smak caltosci, skupiajac si¢ na przyktadzie jednostkowym —
a tym przyktadem niech bedzie obiekt znany kazdemu algebraikowi niezaleznie
od przynaleznoéci gatunkowej: algebra wolna.

Coz to jest algebra wolna? Przede wszystkim musimy okresli¢ klase algebr,

w ktorej algebra ma by¢ wolna. Inaczej moéwiac, pojecie wolnosci jest zwiazane
z okreslona klasa (nie, to nie wyktad socjologii politycznej). Otoz algebra jest
wolna w danej klasie, méwiac obrazowo, jesli jest w tej klasie najswobodniej
zbudowana, co oznacza, ze nie wiaza jej zadne réwnosci, ktore nie bylyby
prawdziwe dla kazdej algebry z tej klasy. Dla przyktadu, algebra wolna w klasie
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Algebra A jest wolna w klasie K algebr
podobnych nad zbiorem generatoréw X,

jesli
(a) A € K,

(b) kazda funkcje z X w algebre B z klasy
K mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu

z calej algebry A w B.
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Rys. 5. (a) Algebra wolna (b) Algebry nie

sa wolne.
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wszystkich grup, czyli grupa wolna, nie moze byé¢ grupa abelowa (jesli nie jest
cykliczna), poniewaz nie w kazdej grupie operacja binarna jest przemienna. Nie
moze tez byé skoniczong (np. n-elementowa) grupa cykliczna, bo przeciez nie

w kazdej grupie prawdziwa jest rownosé z" = e, gdzie e jest elementem
neutralnym grupy. Bardziej precyzyjna definicja algebry wolnej znajduje sie na
obok marginesie. Na przyktad na rysunku 5 z dwoch algebr z jedna operacja
jednoargumentowa tylko algebra (a) jest wolna (nad jednoelementowym zbiorem
generatorow) w klasie wszystkich algebr z jedng operacja jednoargumentows.

Dlaczego nalezy zajmowaé sie algebrami wolnymi? Dlatego, ze ze swojej natury
sa one doskonalymi reprezentantkami swojej klasy — wtasnie dlatego, ze nie maja
wlasnych cech (opisywalnych rownosciami), a jedynie takie, ktore charakteryzuja
cala klase. Doktadniej wyraza to twierdzenie nastepujace (tu p i ¢ oznaczaja
pewne termy w jezyku algebr z klasy K):

Twierdzenie 1. Niech A bedzie algebra wolng w klasie K nad przeliczalnym
zbiorem generatoréw X. Wéwcezas rownosé p = g jest prawdziwa w kazdej
algebrze z klasy K wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa w algebrze A.

Teraz powinien nastapi¢ dowod twierdzenia, ale ...nie nastapi. Udowodnimy za
to twierdzenie mocniejsze i zapewne bardziej zaskakujace. Oto ono:

Twierdzenie 2. Niech A bedzie algebra wolna w klasie K nad co najmniej
n-elementowym zbiorem generatoréw X. Wéwczas réwnosé p = q, gdzie p i g sa
termami n zmiennych, jest prawdziwa w kazdej algebrze z klasy K wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spelniona przez pewne parami rézne generatory xi, s, ..., T, z€
zbioru X.

Wystarczy zatem znalezé n roéznych generatoré6w algebry wolnej, ktore
podstawione do réwnosci dadza to samo po obu stronach, by méc wnioskowaé, ze
rownosé jest prawdziwa w calej klasie K! Ta wlasnosé jest fundamentem wielu
zastosowan algebr wolnych.

Zarys dowodu. Jesli rownosé jest prawdziwa w calej klasie K, to w szczegdlnosci
jest prawdziwa w A, a wiec takze spetniona przez dowolne jej generatory. Z
drugiej strony, wezmy dowolng algebre B € K oraz dowolne elementy
ai,as,...,a, € B iwybierzmy funkcje h : X — B tak, aby

h(z1) = a1, h(w2) = ag, ..., h(zn) = a,. Istnieje rozszerzenie funkcji i do
homomorfizmu % : A — B, zatem p(ai,az, ..., a,) = p(h(x1), h(z2), ..., h(z,)) =
hp(xi,@a,...,x,)) = h(q(x1,29,...,25)) = ... =qla1,a2,...,ay,). c.b.d.o.

W jakich klasach istniejg algebry wolne? W bardzo réznych, ale wszystko mozna
sprowadzi¢ do klas szczeg6lnie sympatycznych, choéby dlatego, ze wlasnie maja
algebry wolne. Te klasy to rozmaitosci (w angielskiej wersji ,variety”, nie
,manifold”), czyli klasy zamkniete na podalgebry, obrazy homomorficzne

i produkty proste. Znane twierdzenie Birkhoffa mowi, ze rownowaznie mozna je
zdefiniowaé jako klasy algebr, definiowalne za pomoca zbioru rownosci, a wiec
klasy wszystkich modeli pewnego zbioru réwnosci. Takimi sa, na przyktad, klasy
wszystkich grup (traktowanych jako algebry z jedna operacja binarna, jedna
unarng i jedna 0-argumentowa) , wszystkich grup abelowych, wszystkich
pierscieni, wszystkich poétgrup, wszystkich krat rozdzielnych i mnéstwo innych.
Otoz:

Twierdzenie 3. Jedli klasa K jest rozmaitoscia, to dla kazdego zbioru X istnieje
algebra wolna w K nad zbiorem X.

Tym razem dowodu nie bedzie z nieco innych powodéw niz poprzednio:
czytelnikowi (i papierowi) mogloby nie starczy¢ cierpliwosci. Odnotujmy zatem
tylko, ze taka algebre wolng mozna otrzymacé z algebry terméw nad X, dzielac ja
przez odpowiednia kongruencje, reprezentujaca zbiér wszystkich réwnosci
prawdziwych w catej klasie K.

7 poprzedniego twierdzenia mozna wydedukowaé jeszcze jeden pozytek z algebr
wolnych, a mianowicie:
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Twierdzenie 4. Kazda algebra w rozmaitosci K jest obrazem homomorficznym
pewnej algebry wolne;j.

Zarys dowodu. Jesli A € K, to wystarczy wziaé algebre wolng nad jej
nosnikiem A, ,nalozy¢” dowolng funkcja to nowe wcielenie A na stare, a potem
juz tylko rozszerzyé¢ taka funkcje do homomorfizmu. I juz. c.b.d.o.

Czy kazda algebra ma szanse byé¢ gdzie$ wolna? Odpowiedz na to pytanie
przynosi kolejny fakt o algebrach wolnych:

Twierdzenie 5. Algebra A jest wolna w pewnej klasie K nad X wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wolna w klasie {A} nad X .

Dowdd (dosé oczywisty). Jesli A jest wolna w klasie {A}, to jest wlasnie wolna
... w pewnej klasie. Jesli natomiast jest wolna w pewnej klasie, to

w szczegdlnosci do niej nalezy, a wiec kazda funkcja z X w A rozszerza si¢ do
homomorfizmu. Co oznacza, rzecz jasna, ze A jest wolna w {A}. c.b.d.o.

Wymowa tego ostatniego twierdzenia jest bardzo filozoficzna: wolnym jest sie
wtedy, gdy sie te wolnos¢ ma w sobie. . .
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