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Cialo liczb nadrzeczywistych
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1. Cialo liczb nadrzeczywistych R*
NCZcQCRCR*
jest rozszerzeniem ciata liczb rzeczywistych R. O ile pierwsze dwa rozszerzenia:

N C Z C Q, realizuja sie metoda utozsamiania par, o tyle ostatnie dwa
rozszerzenia: Q C R C R*, powstaja metoda utozsamiania ciggow.

2. Cantor skonstruowat liczby rzeczywiste utozsamiajac wybrane ciagi

(wp, w1, . ..) liczb wymiernych wg, w, ... € Q. Konstruujac liczby nadrzeczywiste
wykorzystujemy wszystkie ciagi (rg,71,...) liczb rzeczywistych ro,r1,... € R.
Troche dokladniej: ciag ' = (r(,r],...) utozsamiamy z ciagiem x = (ro,71,...),
jezeli zbiér wyrazéw identycznych ciagéw z,z': E(x,2’) := {i:r; = r,} jest
Lduzy”.

3. Przyjrzyjmy si¢ definicji granicy ciagu: lim; .7 = ¢

(%) VIV |jm—gl<e
e>0 k n>k

A wiec nieréwno$é ,|r; — g| < &” ma by¢ prawdziwa na zbiorze {k + 1,k +2,...}.

W definicji tej pojawily sie zbiory koskonczone — tak nazywaja sie
uzupelnienia zbioréw skoniczonych. Zauwazmy, ze warunek (x) jest réwnowazny
warunkowi nastepujacemu:

dla kazdego € > 0 istnieje zbiér koskonczony A C N taki, ze dla kazdego i € A
|r; —g] < e.

4. Niech F bedzie rodzing wszystkich koskonczonych podzbioréw zbioru N.
Rodzina ta jest filtrem, gdyz spelnia nastepujace warunki:

WH)o¢F,NeF
(2) jezeli A1, Ay € F,to AyNAy e F
(3) jeseli A€ Fi AC BCN, to B € F.

Rodzina F jest filtrem wolnym, gdyz spelnia jeszcze jeden warunek:
(4) jezeli A € F, to A jest zbiorem nieskoficzonym.

Niestety rodzina F nie posiada nastepujacej wlasnosci:

(5) jezel AUB=NiANB=0,to Ae Flub BeF.

Wilasnosé (5) ,,chroni” nas przed dzielnikami zera.

Definicja. Rodzine U podzbioréw zbioru N nazywamy ultrafiltrem wolnym,
jezeli U spelnia warunki (1)—(5), w ktorych za F nalezy podstawié¢ U.

5. Za pomoca dowolnie wybranego ultrafiltru wolnego U okreslimy relacje
rownowaznosci ciagow:

(0,0, ay,ag,.. ) ~ (bo, bLbQ, .. ) wtw E/‘(Cl7 b) cu.
Klase réwnowaznosci ciagu (ag, a1,az, . . .) oznaczmy symbolem [ag, a1, a2, - ..,
a zbiér wszystkich klas rownowaznoéci oznaczamy symbolem R*. W zbiorze R*
wprowadzamy strukture ciala uporzadkowanego w nastepujacy sposob:

[ao,al,ag,...]+[b0,b1,b2,...] = [a0+b0,a1+b1,a2+b2,...]
[ao, a1, az,...] - [bo, b1, b2,...] =[ao - bo,a1 - b1,az - ba,.. ]
[ao,al,ag,...] < [bo,bhbg,...} wtw {Z ra; < bl} celu.

Cialo R*, zwane cialem liczb nadrzeczywistych, zawiera podcialo liczb
rzeczywistych R za pomoca kanonicznego wlozenia

w(zx) = [z,x,z,...] dlaz e R.
Konstrukcja, ktéra postuzyliSmy sie wyzej, nosi nazwe ultraproduktu. A wiec
cialo R* jest ultraproduktem ciala R (wzgledem ultrafiltru &/). Analogicznie
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mogliby$my zdefiniowaé cialo uporzadkowane liczb nadwymiernych Q* jako
ultraprodukt ciata Q.

6. R* jest cialem niearchimedesowym. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy
zauwazy¢, ze jezeli lim,,_, o a, = +00, to element [ag, a1, as, ...] ciala R* jest
wiekszy od dowolnej liczby naturalnej n. Przy okazji zauwazmy, ze kazdy

ciag o granicy zero generuje element nieskonczenie maly, tzn. mniejszy, co do
bezwzglednej wielkosci, od %, dla dowolnej liczby naturalnej n.

7. Twierdzenie. Kazde cialo zupelne jest archimedesowe.

Dowdd (nie wprost): Niech D bedzie cialem zupelnym. Jezeli cialo D nie

jest archimedesowe, to zbior N jest ograniczony z géry. Niech s bedzie kresem
gornym zbioru N. Zatem s — 1 < n, dla pewnego n € N. Stad s <n + 1.
Sprzecznosé. n

8. Wazny, cho¢ nietrudny do dowodu jest nastepujacy fakt: jezeli cialo D jest
archimedesowe, to liczby wymierne tworza w nim podzbiér gesty.

9. Kazde dwa ciala zupelne sg kanonicznie izomorficzne. Dokladniej:

Twierdzenie. Kazde dwa ciala zupekle sa izomorficzne. Co wiecej, istnieje
dokladnie jeden izomorfizm v ciala D; na cialo Dy staly na liczbach
wymiernych.

Dowdd. Kazdemu x € D; przyporzadkowujemy zbiér S, := {qg € Q : ¢ < z}.
Zauwazmy, ze S, jest podzbiorem zaréwno D1, jak i Ds. Jako podzbiér ciata Dy,
zbidr S, jest ograniczony z gory przez element x. Z punktu 7 wynika, ze istnieje
liczba naturalna n taka, ze * < n. Poniewaz n € D, wiec S, jako podzbiér

ciala Dy jest takze ograniczony z géry — przez element n. Przyporzadkowanie 1)
dowolnemu elementowi x ciata D; kresu goérnego zbioru S, jako podzbioru ciata
Dy jest kanonicznym izomorfizmem cial. m

10. Nieskonczenie wielkie i nieskoniczenie mate. Symbolem ¢ = ¢(D)
oznaczmy zbiér wszystkich skoniczonych elementéw ciata D, tzn. takich x € D, ze
|z| < n, dla pewnego n € N. Elementy nalezace do zbioru w = w(D) := D — (D)
nazywamy nieskonczenie duzymi. Natomiast nieskoficzenie malymi nazywamy
elementy zbioru a = a(D) := {27! : 2 € w(D)}. Przyklady nieskoficzenie wielkich
i malych dla D = R* podaliémy w punkcie 6.

11. Charakteryzacja cial archimedesowych i niearchimedesowych.
NWSR (= nastepujace warunki sa réwnowazne):

(i) D jest cialem archimedesowym

(ii) D =

(iii) w=10

(iv)a=10

NWSR:

(i) D jest cialem niearchimedesowym

(i) D # ¢

(iii) w # 0

(iv) a # 0

12. ¢ jest pierScieniem lokalnym. Pierécien nazywa si¢ lokalnym,
jezeli posiada dokltadnie jeden ideal maksymalny. Tym jedynym ideatem
maksymalnym w pierscieniu ¢ jest ideal @ := U {0}. Wynika to stad, ze kazdy
element x ¢ v — @ ma element odwrotny y € ¢.

13. Twierdzenie. Cialo ¢/@ jest cialem archimedesowym.

14. Ciekawostka na zakonczenie. Okazuje sig, ze jezeli konstrukcje ciala
uporzadkowanego ¢ /@ przeprowadzimy startujac od ciala Q*, to cialo ¢ /@ jest
nie tylko archimedesowe, ale nawet zupelne. Zatem na mocy punktu 9, cialo ¢ /@
jest ciatem liczb rzeczywistych.
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