Sieczne zespolone
Jarostaw WROBLEWSKI, Wroclaw

Réwnanko pierwsze

Sieczna kojarzymy sobie zwykle z widoczng na
rysunku prosta poprowadzong przez dwa punkty
krzywej. Jednakowoz ta sama sieczna moze sobie istnieé¢
w czysto algebraicznej postaci, a mianowicie

w postaci réwnania prostej przechodzacej przez dwa
punkty krzywej, réwniez danej w postaci réwnania.
Moéwiac o siecznej, wyjasniamy wowczas, skad sie owe
rownania biora. Jesli nie ma rysunku na papierze,
mozemy widzie¢ krzywa i sieczng oczyma wyobrazni, ale
do formalnego wyrachowania czegokolwiek na podstawie
tych réwnan zaden rysunek nam nie jest potrzebny.

Oto przyktad. Rozwazmy réwnanie Pitagorasa

(1)
Chcieliby$my je zrozumie¢ jak najlepiej, czyli umieé
uzyskaé wszystkie jego rozwiazania, najlepiej w postaci
parametrycznej.

a?+ v =¢? a,b,c e Z.

Dzielac obie strony réwnania (1) przez ¢? i przyjmujac
x = a/e, y = b/c dochodzimy do réwnania

(2) z,y € Q.

Zauwazamy, ze jednym z rozwiazan réwnania jest

$2+y2:1

zo=1, yo=0.

Mozna bytoby dalej rachowaé bez cienia geometrii w tle
rachunkéw, ale tlo goemetryczne, nawet bez rysunku na
papierze, pozwala zrozumie¢ dlaczego robimy to, co
robimy.

Ot67z naprawde rozwiazujemy nastepujace zagadnienie:
Na okregu o réwnaniu (2) znalezé punkty o obu
wspoélrzednych wymiernych.

W dodatku jeden taki punkt, a mianowicie (1,0) juz nam
sie udalo znalezé.

PoprowadZmy przez punkt (1,0) prosta nie bedaca
styczna do okregu. Prosta ta przecina okrag w jeszcze
jednym punkcie. Jezeli wspélczynnik kierunkowy tej
prostej jest wymierny, to jej drugi punkt przeciecia z
okregiem ma obie wspéirzedne wymierne. I na odwrét:
sieczna przecinajaca okrag w dwoch punktach
wymiernych ma wymierny wspotczynnik kierunkowy.
Réwnanie takiej prostej mozemy zapisa¢ w postaci

(iE, y) = (an yO) + t(ma ’fL) = (]-7 0) + t(m7 n)’
czyli

r=x9g+mt=1+mt, y=yo+nt=nt.
Po wstawieniu powyzszych wzoréw do réwniania (2)
otrzymujemy

(14 mt)? + (nt)* = 1.

Jest to réwnanie kwadratowe ze wzgledu na ¢, ktére
oczywiscie ma rozwiazanie t = 0, a drugim
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rozwiazaniem jest

_ —2m
 m24n?2
prowadzace do
B n? —m? _ —2mn
R R Ly

Stad juz tylko krok do uzyskania znanej wszystkim
parametryzacji rozwiazan réwnania Pitagorasa.

Réwnanko drugie

Rozwazmy teraz nastepujace réwnanie:
(3) 1+3a® +b* +2a (a® + b%) i = 2°

a,beQ\ {0} zeQ[i].
Jak widaé, z zalozenia z ma by¢ liczba zespolona o
wymiernej czeséci rzeczywistej i wymiernej czesci urojonej.
Przy tym nie jesteSmy juz tak ambitni, aby chcie¢
sparametryzowaé wszystkie rozwiazania. Zadowolimy sie

mozliwo$cia wygenerowania nieskonczenie wielu
rozwiazan.

Czy potrafimy w ogdle wskazaé jakiekolwiek rozwiazania
tego réwnania?

Alez tak. Komputer wyprodukuje nam troche rozwigzan
ze wspélnym a = 9/8:

b 257 z:i:<733+405i)
88 176 ' 176
b:i%, z:i(%+%§:)
1 1205 1114
b:ijﬁ’ :i<57085+ 1762>

Powyzej mamy 16 rozwiazan, gdyz znaki £+ przy b i z
moga by¢ wybrane niezaleznie.

Skoro nie zalezy nam na wszystkich rozwigzaniach, to
moze ograniczmy sie do rozwiazan z a = 9/8.

Roéwnanie (3) przyjmuje woéwczas postaé

00 :
(4) 07 T 91+(1+91>b222.

64 ' 256 4

Mozemy zastosowaé do réwnania (4) taka sama
procedure, jaka zastosowaliémy do réwnania (2).

Wybieramy jedno rozwiazanie, np.

w7 i
o7 R8T 0T 176 1767
a nastepnie prowadzimy przez punkt (b, 2p) prosta
(5) b=by+t, z=2z9+1 v € QJi],

ktora jest sieczna krzywej okreslonej réwnaniem (4).



Jednak mimo geometrycznego opisu przedstawionego
wyzej, procedura ma w tym wypadku charakter czysto
algebraiczny. Zaréowno krzywa jak i sieczna sa tworami
dwuwymiarowymi w przestrzeni czterowymiarowej. Opis
geometryczny stanowi jedynie inspiracje rachunkow, za
ktére odpowiedzialno$é przejmuje czysta algebra.

Jednak algebraicznie wszystko dziata tak, jak przy
réwnaiu (2). Po wstawieniu b i z okre$lonych wzorem (5)
do réwnania (4) otrzymujemy réwnanie kwadratowe
wzgledem t majace oczywiscie pierwiastek ¢t = 0 oraz
drugi pierwiastek
2’}/20 - 2B0b0 917
t=————+—, gdzie By=1+ —.
Bo—p? = ® o

Ale to jeszcze nie koniec, bo t, a co za tym idzie b,
uzyskane powyzszym wzorem, nie musza by¢ rzeczywiste.

Musimy wiec odpowiedzieé¢ na pytanie: Dla jakich

v € Qi) liczby b i t sa rzeczywiste?

Po zmudnych przeksztalceniach odpowiedzZ na to pytanie
jawi sie w postaci: Dla takich v =z +yi, =,y € Q, ze
(6)  — 4977 x + 4266 2> — 1620 2> + 6577 y—

— 3792z y + 2932 22 y — 4266 4> — 1620 z 4> 4+ 29324° = 0

Pamietajmy jednak, ze nie tylko ”dobre” v wyznacza
rozwiazanie réwnania (4), ale na odwrét: kazde
rozwiazanie réwnania (4) prowadzi do v spelniajacego
réwnanie (6).

I tak
p _ 1595 9509 1119
LT 1896 173792 " 1264
prowadzi do
34561 29529
M= 73714 T 73714
oraz
, _ 31 1205 111§
2T 964 27T 508 176
prowadzi do
851 | 387i
27500 T 340

Krzywa (tym razem tradycyjna, jednowymiarowa na
dwuwymiarowej plaszczyZnie) okre$lona réwnaniem (6)
jest krzywa trzeciego stopnia. Liczby 7 oraz s
odpowiadaja dwém punktom na tej krzywej. Sieczna
poprowadzona przez te dwa punkty przecina krzywa

w trzecim punkcie odpowiadajacym

160598426499 788897629714
73 T 39563302946 89563302946
co prowadzi do
. 2320 — 2Bpbg _ 17859952585416279
By —~3 4677874919222516
i w konsekwencji
b= byt t= ~ 956651800952265
850522712585912
oraz
4561049905685197 1806217413645861 %
z = zo+tyz =

1701045425171824  1701045425171824

20

Otrzymalismy wiec nowe rozwigzanie
a=9/8
956651800952265

= T 850522712585912
_ 4561049905685197  1806217413645861 i

T 1701045425171824  1701045425171824
réwnania (3).

Mozna udowodnié, ze réwnanie (3) ma nieskonczenie
wiele rozwiazan.

Réwnanko trzecie

Teraz zajmiemy sie najwazniejszym zagadnieniem tego
artykutu, a mianowicie rownaniem

(7) A*—-B*=0C*-D'=FE' - F*,

gdzie A, B,C, D, E, F sg liczbami calkowitymi
dodatnimi.

Pierwszy przyklad nietrywialnego rozwiazania:

421296* — 273588% = 415137* — 248289* =
= 401168* — 172284

podal Aurel J. Zajta w 1980 roku (praca opublikowana
w Math. of Comp. 1983).

Poniewaz wszelakie sensowne rozwazania heurystyczne
sugerowaly, ze réwnanie (7) rozwiazan mie¢ nie powinno,
a jesli juz, to skonczenie wiele, przyktad Zajty wydawatl
sie by¢ niczym wiecej, jak tylko wybrykiem natury.

Jednak rozwdéj technik obliczeniowych umozliwil
znalezienie kolejnych rozwiazan. Wiadomo, ze istnieja
dokltadnie 4 rozwiazania w liczbach

A, B,C,D,E,F < 107. Spoéréd 40 rozwigzan, ktére
udato mi sie znalezé przez bezposrednie (ale selektywne)
przeszukanie, w najwickszym wystepuja liczby
14-cyfrowe. W tabeli na koncu artykulu zamieszczone sa
23 rozwigzania w liczbach mniejszych od 101°.

Naturalne jest wiec pytanie: Czy réwnanie (7) ma
nieskonczenie wiele istotnie réznych nietrywialnych
rozwiazan?

Na to pytanie twierdzaca odpowiedZ uzyskaliSmy (Ajai
Choudhry & JW) w roku 2006.

Réwnanie (7) jest réwnowazne réwnaniu
(8) muy (IE? + yf) = TaY2 (953 + y%) = T3Y3 (x§ + y%)
po wykonaniu podstawien

A+ B A—-B
nTTy Ty

_C+D _C-D
T2 = B Y2 = D)

_E+F _E-F
€r3 = 9 Ys = 9

Z kolei kazde rozwiazanie réwnania (3), w ktérym
przyjmujemy z = ¢ + di prowadzi przez podstawienia

x1 = |c+ ad|,
Y1 = |bd‘7

do rozwiazania réwnania (8).

o = |bc], z3 = |a + cd|,

Y2 = |ac — d|, ys = |b]



Na przyklad rozwiazanie réwnania (3) uzyskane z v3 daje
_ 52744355968294325
~ 13608363401374592

_ 1727921141675655113605275325165
Y1 T 1446777769248995741619961 743488

4363336606506902131841914121205

T

T2 T 1446777769248095741619961743488
~26599709841999885
Y2 = 13608363401374502

~ 11493497744966655189516021942465
T3 T 0803555538497991483239923486976
 956651800952265
~ 850522712585912’

co po usunieciu wspolnego mianownika prowadzi do

1 = 77345297778880390357421835430
y1 = 23833395057595242946279666554
T2 = 60183953193198650094371229258
y2 = 39006305808303315322127511414
T3 = 79265501689425208203558772017

Ys

ys = 22445629924030851871509613536
oraz

A =101178692836475633303701501984

B =53511902721285147411142168876

C =99190259001501965416498740672

D = 21177647384895334772243717844

E =101711131613456060075068385553

F = 56819871765394356332049158481.
Otrzymaliémy wiec rozwiazanie réwnania (7) zawierajace
liczby 30-cyfrowe.

Najmniejsze rozwiazanie, ktére udalo sie wygenerowaé
opisanymi metodami, zawiera liczby 24-cyfrowe.

Przedstawione powyzej rozwazania byty podstawa
pierwszej wersji dowodu istnienia nieskonczenie wielu
rozwiazan réwnania (7). W wersji ostatecznej liczby
zespolone juz nie wystepuja, jednak przez dlugi czas
uzycie algebraicznej manipulacji, ktora okresli¢ mozna
jako sieczne zespolone, byto jedyna droga generowania
nowych rozwiazan i dowodu, ze jest ich nieskonczenie
wiele.

A B C D E F

335084 296668 265076 93436 264047 1169
421296 273588 415137 248289 401168 17228
854688 813396 747633 682161 614656 465236
3138156 2840232 2377876 500296 2376783 249999
27220940 24543080 20830065 6730545 20773068 39432
43134160 39597700 37607745 31601025 32721072 19453572
49734032 47450804 32004351 5106879 31999248 1829556
49888344 39566652 44400113 19439153 43986552 1772484
57218008 56255396 28999496 7923364 28962047 4144961
80325288 41563476 79714568 36280748 79087329 26275617
91785840 89603460 50547505 11071345 50518608 3231108
140326844 139033552 61413863 18878503 61306948 12960784
197237095 150215015 191610280 136159640 178105688 37694312
657153271 613063351 469658376 241846092 461665368 117778356
751888607 509011231 728659604 414173824 708852076 31047392
1180872001 1161828737 616132528 383720564 601308944 301870196
1596600137 1582784777 716243652 450436344 702011844 380055768
3071712177 2980091889 1860358392 1161850644 1805476184 828030484
4275254036 4274662012 660603913 271493129 660079796 263615324
4779990264 4779753552 628280072 478478672 625923087 473081841
6427460484 5799560808 5594408068 4483641784 4989936609 2584078431
6621888824 6399150812 4017771432 1956085212 3968658927 1208210001
9865447832 8250756572 8782377144 9772976932 8348157633 2076294399
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