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Wstep

Jakie twierdzenia matematyczne sa wazne? Zapewne
kazdy, kto zajmuje si¢ matematyka, zadawal sobie takie
pytanie i pewnie wiekszo$¢ umie udzieli¢ na nie
odpowiedz, ktéra w jego mniemaniu jest stuszna. Takie
pytanie postawiono (jako przewodnie) Andrzejowi
Biatynickiemu-Biruli w wywiadzie, ktorego udzielit
miesiecznikowi ,Delta” w 1983 roku [4]. Jedno ze zdad,
ktore padto wowczas z ust profesora brzmialto:

»Sa twierdzenia o charakterze raczej technicznym,
ale o podstawowym znaczeniu dla dyscypliny,
ktorej dotycza. Za takie mozna uznaé np.
twierdzenie Hilberta o zerach.”

Trudno polemizowaé z autorytetem, jednak, jesli ktos nie
zetknat sie z zaawansowang geometrig algebraiczna, musi
uwierzy¢ na stowo, ze twierdzenie Hilberta o zerach
(ktore funkcjonuje tez, niezaleznie od jezyka, pod swoja
oryginalng nazwa Nullstellensatz) ma fundamentalne
znaczenie dla tej dziedziny matematyki. A kt6z nas, nie
zajmujacy sie nia na co dzien, wyrwany w tej chwili do
odpowiedzi potrafilby je sformutowaé lub przynajmniej
w przyblizeniu powiedzieé¢, czego dotyczy? Okazato sie
jednak, ze to techniczne twierdzenie znalazto
zastosowanie w innych dziedzinach, takich, jak teoria
liczb, geometria kombinatoryczna, czy teoria grafow.
Dzi§ juz mozemy wrecz moéwié o pewnej metodzie
algebraicznego podejscia do probleméw
kombinatorycznych zwanej Combinatorial
Nullstellensatz, ktéra zapoczatkowal w 1999 roku Noga
Alon [2]. Metodzie tej zawdzieczamy zaréwno nowe,
eleganckie dowody klasycznych twierdzen, jak

i rozwigzanie kilku otwartych probleméw. W artykule
tym przedstawimy na paru przykltadach, jakie wspaniate
narzedzie stworzyt David Hilbert i co potrafit z nim
jeszcze zrobi¢ Noga Alon, gdy wydawalo sie, ze jest juz
mocno zuzyte.

Czym jest Nullstellensatz?

Nie sposob artykulu, w ktérego tytule pojawia sie
Nullstellensatz, zaczaé inaczej, niz od sformutowania
oryginalnego twierdzenia. Z wielu réwnowaznych wersji
wybralismy taka, ktéra wymaga najmniej zaawansowanej
terminologii z teorii pierscieni, ideatéw i radykatow.

Twierdzenie 1 (Hilbert). Niech F bedzie ciatem
algebraicznie domknietym i niech Flx1,...,x,] bedzie
pierscieniem wielomiandw n-zmiennych nad tym ciatem.
Jezeli wielomian f € Flxy,...,x,] zeruje sie w kazdym
wspdlnym zerze wielomiandw gy, ..., Gm € Flx1, ..., 2],
to istnieje liczba naturalna k oraz wielomiany
hiy...,hym € Flxq, ..., x,] takie, Ze
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Jest to zapis odczytu wygloszonego na
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Twierdzenie to pozostawimy zaréwno bez dowodu, jak

i bez zadnych dodatkowych komentarzy, a czytelnik,
ktory spotyka sie z nim po raz pierwszy musi zaufaé
ekspertom, ze jest ono podstawa w badaniach afinicznych
rozmaitosci algebraicznych i moze przejéé do dalszej
czedci artykutu bez zbytniego wnikania w jego sens.

Czym jest Combinatorial Nullstellensatz?

Jak juz wspomnieliémy we wstepie Combinatorial
Nullstellensatz jest metoda algebraiczna

w kombinatoryce wymyslong przez Alona w 1999 roku.
Sktadaja sie na nia dwa twierdzenia, ktore sg
szczegblnymi przypadkami twierdzenia Hilberta. Na
potrzeby tego artykulu sformultujemy tylko to z nich,
ktore wykorzystamy w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 2 (Combinatorial Nullstellensatz).
Niech f = f(x1,...,2,) bedzie wielomianem nad
dowolnym ciatem F. Jezeli w wielomianie f
wspotczynmik przy jednomianie x’il -zt jest réiny od 0
ideg(f) =t1 4+ +tn, to dla dowolnych Sy,...,S, CF
takich, ze |S1| > t1,...,|Sn| > tn, istniejq

s1 € S1,...,8, €5, takie, ze

f(s1,...,80) #0.

Rowniez to twierdzenie pozostawimy bez szczegbdtowego
dowodu (mozna go znalez¢ w [2]). Pokazemy tylko, jaki
jest jego zwiazek z twierdzeniem 1. Wielomiany f w obu
twierdzeniach odpowiadaja sobie, przyjmujemy, ze m = n
i wielomiany ¢1,. .., gm z twierdzenia 1 definiujemy (na
potrzeby dowodu twierdzenia 2), jako wielomiany
w istocie jednej zmiennej:

H (z; — s).

SES;

gv(%) =

Nastepnie zaktadamy, ze wielomian f # 0 zeruje sie na
zbiorze S1 X - -+ X S, ktory jest tutaj jednoczesnie
zbiorem wszystkich wspoélnych zer wielomianow

g1y -- -, 9n, co jednak prowadzi do konkluzji, ze f =0

i w efekcie do sprzecznosci. Warto réwniez zauwazy¢, ze
w twierdzeniu 2 nie trzeba zakltadaé¢ algebraicznej
domknietosci ciata F'.

Na kombinatoryczne twierdzenie o zerach warto spojrzeé
z nieco innej strony. Jest ono, bowiem, uogélnieniem
znanego wszystkim faktu, ze wielomian (jednej zmiennej)
stopnia t ma co najwyzej ¢ réznych pierwiastkow (a wiec
w zbiorze S, takim, ze |S| > ¢ zawsze znajdziemy
element, ktory nie zeruje wielomianu). W przypadku
wielomianu f wielu zmiennych jego stopien

deg(f) =t1 + - - - + t,, moze by¢ realizowany przez wiele
uktadow liczb catkowitych t4,...,¢t,, ktore sa
wyktadnikami przy nieznikajacych jednomianach postaci



c-xt - zt. Dla kazdego takiego uktadu liczb ¢4, ..., t,
i odpowiadajacego mu uktadu zbioréow Si,...,S, C F

o mocach wiekszych niz te liczby, znajdziemy
podstawienie f(s1,...,s,) takie, ze

($1,.-+,8n) € S1 X -++ xS, i ktore nie zeruje wielomianu.

Dwa klasyczne zastosowania

Pierwszym przykladem zastosowania Combinatorial
Nullstellensatz jest nowy dowod klasycznego twierdzenia,
ktore ma duze zastosowanie w addytywnej teorii liczb.

Twierdzenie 3 (Cauchy-Davenport). Jezeli A i B sg
dwoma niepustymi podzbiorami grupy Z,, gdzie p jest
liczbg pierwszq, to

A+ B > min{p, |4] + |B| - 1}.

Twierdzenie to, ktore orzeka, ze zbior A + B wszystkich
mozliwych sum elementéw ze zbioréw A i B musi by¢
odpowiednio duzy, jako pierwszy udowodnit Cauchy

w 1813 roku i wykorzystal je w nowym dowodzie
twierdzenia moéwiacego, ze kazda liczba naturalna jest
sumy czterech kwadratéw. Davenport sformutowal je
jako dyskretny odpowiednik hipotezy Chinczyna.
Dowody podane przez Cauchy’ego i Davenporta byly
oparte na tym samym kombinatorycznym pomysle

i wykorzystywaly indukcje ze wzgledu na moc jednego ze
zbioréw. Ponizszy dowdd wykorzystujacy proste
zastosowanie twierdzenia 2 ma te zalete, ze jego drobna
modyfikacja moze by¢ wykorzystana w dowodach kilku
podobnych rezultatow.

Dowdd. Jezeli minimum jest realizowane przez p, czyli
gdy |A| + |B| > p, to wynik jest oczywisty, gdyz zbiory A
i B maja wspoélny element, a wiec takze dla dowolnego

g € Z zbiory A i g — B maja wspOlny element. Istnieje
wiec a € A, ktory nalezy rowniez do g — B, czyli

a = g — b dla pewnego b € B, a to oznacza, ze g = a + b,
zatem A + B = 7.

Niech wigc |A| + |B| < p i zalézmy nie wprost, ze teza
jest falszywa, czyli |A + B| < |A| + |B| — 2. Niech C
bedzie podzbiorem Z,, takim, ze A+ B C C

i|C| =|A|+ |B| — 2. Zdefiniujmy wielomian

f=rfay=[[@+y-0o
ceC
i zauwazmy, ze zgodnie z ta definicja i okresleniem zbioru
C mamy

(1) f(a,b) = 0 dla wszystkich a € A, b € B.

Poltozmy t1 = |A| — 11 te = |B| — 1 oraz zauwazmy, ze
w wielomianie f stopnia t; + to wspolczynnik przy
jednomianie zt'y'? wynosi (lA‘lzl‘]fll_Q) i jest niezerowy
w Zp, z uwagi na to, iz |A| + |B| — 2 < p, a p jest liczba
pierwsza i nie moze dzieli¢ iloczynu liczb mniejszych od
niej. Zatem stosujac twierdzenie 2 dla n =2, S; = A,

So = B wnioskujemy, ze musza istnie¢ a € A oraz b € B
takie, ze f(a,b) # 0, co jest sprzeczne z (1) i koticzy
dowod. O

Drugie klasyczne zastosowanie Combinatorial
Nullstellensatz pochodzi z geometrii kombinatoryczne;j
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i daje elegancksa odpowiedZ na pytanie postawione przez
Komjatha. Cho¢ problem zostal rozwiazany juz
wcezesniej, to poprzedni dowod byt o wiele bardziej
skomplikowany. Problem dotyczyl pokrywania
wierzchotkow kostki jednostkowej w przestrzeni
dowolnego wymiaru (a wiec kwadratu, szescianu,
hiperszescianu, itd. .. ) hiperplaszczyznami (czyli
obiektami opisywanymi jednym réwnaniem liniowym)

w tej przestrzeni. Latwo zauwazyé¢, ze do pokrycia
wszystkich wierzchotkow kostki jednostkowej w R™ (czyli
{0,1}") potrzeba (i wystarcza) dokladnie dwoch
hiperptaszczyzn. Problem komplikuje sie jednak, jezeli
zazadamy, aby dokladnie jeden wierzchotek kostki (na
przyktad ten umieszczony w punkcie (0, ...,0)) pozostal
niepokryty. Okazuje sie, ze wowczas potrzebujemy (i jest
to optymalna liczba) dokladnie tyle hiperplaszczyzn, ile
wynosi wymiar przestrzeni, lecz dowod tego faktu jest
juz znacznie trudniejszy.

Twierdzenie 4. Jezeli Hy,..., H,, jest rodzing
hiperptaszczyzn w przestrzeni R™ pokrywajgcq wszystkie,
za wyjgtkiem doktadnie jednego, wierzchotki
n-wymiarowej kostki jednostkowej, to m > n.

Dowdd. Bez utraty ogélnoéci mozemy zalozyé, ze
niepokrytym wierzchotkiem jest (0,...,0). Niech kazda
hiperptaszczyzna H; bedzie okreslona rownaniem

(aj,x) = b; (czyli a1z + -+ - + ajnxy = by). Zauwazmy, ze
b; # 0 dla kazdego i, gdyz zadna z hiperptaszczyzn H;
nie pokrywa punktu zerowego.

Zalézmy nie wprost, ze teza jest falszywa, czyli m <n

i zdefiniujmy wielomian

P(X):P(xla-“vxn) =

— (—1)™ T H(xi 1)+ H (a3, x) — b;).

=1 i=1

L P

Wielomian P zostal tak zdefiniowany, aby jego lewa czes$é
(L) zerowala sie na wierzchotkach kostki jednostkowej
(oprocz (0, ...0)) zas prawa (P) na wszystkich punktach
nalezacych do ktorejkolwiek z hiperptaszczyzn H;.
Ponadto wspotezynnik (—1)"T™+1h, ... b, zostal tak
dobrany, aby réwniez P(0,...,0) = 0. Z zalozenia
twierdzenia wszystkie punkty kostki (poza 0) naleza do
ktorejs hiperptaszczyzny, wiec wielomian P zeruje sie na
wszystkich x € {0,1}".

7 drugiej strony, stopien wielomianu wynosi n i jest
realizowany przez jednomian x; - - -z, gdyz
wspolezynnik przy nim (—1)"T™m+p; .. b, jest
niezerowy. Stosujac twierdzenie 2dla t; =---=t, =1
oraz S; = --- =S, = {0,1} dostajemy, ze istnieje jednak
wektor zerojedynkowy, ktory nie zeruje wielomianu P, co
prowadzi do sprzecznoéci i koriczy dowdd. O

Algebra w teorii grafow

Jednym z pierwszych pomystodawcow wykorzystania
metod algebraicznych w teorii grafow byt Julius
Petersen. Zaproponowal on w 1891 roku, aby grafowi
przyporzadkowaé jednoznacznie pewien wielomian,



a nastepnie — badajac go algebraicznie — wnioskowaé

o roznych wtasnosciach zwiagzanego z nim grafu.
Wielomian taki nazywany jest czesto wielomianem
Petersena lub po prostu wielomianem grafowym, a oto
jak przebiega jego konstrukcja.

Przez graf rozumiemy pare G = (V, F), gdzie V jest
skoniczonym zbiorem wierzchotkow (zwykle

V(G) = {v1,va,...,v,} 1 na rysunkach sa to punkty), zas
E CV xV zbiorem krawedzi, czyli wyréznionym
zbiorem par wierzchotkéw (na rysunkach oznaczanych
odcinkami taczacymi punkty). Wielomian fg tworzymy
w ten sposob, ze kazdemu wierzchotkowi v;
przyporzadkowujemy doktadnie jedng zmienng z;,

a nastepnie tworzymy iloczyn (po wszystkich
krawedziach) roznic zmiennych na koncach krawedzi, co
formalnie mozna zapisaé¢ jako

I @i-=

i<j,
{vi,v_j}GE

fa(lzy,...xn) =

Rys. 1. Konstrukcja wielomianu grafowego
Na przyktad dla grafu z rysunku 1
fe(z1, 20, 3,24) =

= (z1 — x2)(z1 — x3) (22 — 3) (2 — T4) (T3 — T4).
Tak zdefiniowany wielomian ma bezposredni zwigzek
z jednym z gléwnych probleméw w teorii grafow,
mianowicie z poprawnym kolorowaniem wierzchotkéw
grafu. Poprawnym kolorowaniem nazywamy takie
przyporzadkowanie wierzcholtkom grafu wartosci
z ustalonego zbioru C (zwanego zbiorem kolorow), aby
kazda para sasiadujacych wierzchotkdéw otrzymala rozne
kolory. Problem jest w tym, aby liczba uzytych kolorow
bylta mozliwie najmniejsza. Taka najmniejsza liczbe
koloréw, ktéora umozliwia poprawne pokolorowanie
wierzchotkéw zadanego grafu G nazywamy liczbg
chromatyczng i oznaczamy przez x(G). Nietrudno
dostrzec, ze jezeli za |C| przyjmiemy zbior liczb (lub
elementow z pewnego ciala), to znalezienie poprawnego
kolorowania grafu G jest rownowazne znalezieniu
niezerujacego podstawienia do wielomianu fg elementow
ze zbioru C.

Oczywiscie samo przeformutowanie problemu z jezyka
grafowego na wielomianowy nic jeszcze nie wnosi,
nalezalo by jeszcze uzy¢ jakichs algebraicznych narzedzi
(na przyktad Combinatorial Nullstellensatz) do opisu
wtasnoéci tak skonstruowanego wielomianu. Niestety,

w wiekszosci przypadkéw dotyczacych kolorowania
duzych graféw jest to sprawg rownie beznadziejng jak
wyjéciowy problem. Jako trywialne zastosowanie mozemy
zauwazy¢, ze w utworzonym wyzej wielomianie (po
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wymnozeniu czynnikéw) znajdziemy jednomian
—T1227324, CO, PO zastosowaniu twierdzenia 2,
gwarantuje, ze istnieje poprawne kolorowanie grafu
trzema kolorami. Warto jednak zauwazy¢, ze znalezienie
jednomianu o niskich wyktadnikach ogranicza nam liczbe
chromatyczna, lecz nie wskazuje sposobu poprawnego
kolorowania.

Wazenie grafow

Zastosowanie Combinatorial Nullstellensatz

w nowoczesnej teorii graféw dalo rozwiazanie kilku
niezwykle ciekawych problemoéw. Niestety sformutowanie
wiekszosci z nich wymaga wprowadzenia dosé
zaawansowanej technicznej terminologii. Zdecydowalismy
sie, zatem, aby zamiast prezentowaé spektakularne
rozwiazanie zawilego problemu, pokazaé¢ do$¢ nowy

i elementarnie sformulowany problem, ktory, co prawda,
nie zostal do korica rozwiazany, ale za to podejscie
algebraiczne dato pewne czeSciowe rezultaty i rzucito nan
nowe $wiatto.

Rys. 2. Dobre wazenie grafu

Wazeniem grafu bedziemy nazywaé przyporzadkowanie
jego krawedziom wag, czyli liczb z pewnego ustalonego
zbioru (lub ogodlniej elementow z danego ciala).

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé¢, ze wagi
beda liczbami naturalnymi. Méwimy, ze dane wazenie
grafu jest dobre, jezeli po obliczeniu sumy wag wokot
kazdego wierzchotka okaze sie, ze kazda para
wierzchotkéw polaczonych krawedzia otrzymata roézne
sumy, czyli data poprawne kolorowanie wierzchotkow
(patrz rysunek 2). Mozemy teraz postawi¢ naturalne
pytanie, czy kazdy graf da sie dobrze zwazy¢, a jesli tak,
to jaki najmniejszy zbiér wag moze nam to
zagwarantowac¢. Latwo zauwazy¢, ze grafu zlozonego

z dwoch wierzchotkow polaczonych krawedzia (zwanego
K>) nijak nie da sie dobrze zwazy¢ z zadnego zbioru, bo
oba wierzcholki zawsze dostana te samg wartos¢. Jest to
jednak szczegdlny przypadek grafu, a dla wszystkich
innych moze sie¢ nawet

okazaé, iz:

Hipoteza 123 (Karonski, Luczak, Thomason,
2004, [5]). Kazdy spdjny graf (z wyjatkiem Ks) mozna
dobrze zwazyé za pomocq liczb ze zbioru {1,2,3}.

Tak tatwa do sformulowania hipoteza wydaje sie byé
bardzo napieta, gdyz znamy grafy, dla ktérych zbior
{1,2} nie wystarcza do ich dobrego zwazenia, a z drugiej
strony dowdd, ze jakikolwiek skonczony zbior {1,...,n}
wystarczy, nie byl elementarny. Dzi§ wiadomo juz, ze:



Fakt 1 (Addario-Berry, Aldred, Dalal, Reed,
2005, [1]). Kazdy spdjny graf (z wyjgtkiem Ks) mozna
dobrze zwazyé za pomocg liczb ze zbioru {1,2,...,16}.

Kolejny rezultat pozwala sadzié, ze hipoteza 123, jesli
nawet jest falszywa, to grafy, ktore sa kontrprzyktadami
sa niezmiernie rzadkie.

Fakt 2 (Addario-Berry, Aldred, Dalal, Reed,
2005, [1]). Prawie kazdy spdjny graf mozna dobrze
zwazyé za pomocq liczb ze zbioru {1,2}.

Mowigc bardziej formalnie sformutowanie ,,prawie kazdy”
oznacza, iz prawdopodobieristwo, ze losowy graf (tzn.
taki, w ktorym kazda krawedz pojawia sie niezaleznie

z ustalonym prawdopodobieristwem p) ma zadana
wlasnosé, dazy do 1, gdy liczba wierzcholkéw dazy do
nieskonczonosci.

Rys. 3. Wazenie grafu skierowanego

Ostatni fakt dotyczy wazenia graféw skierowanych, czyli
takich, ktoérych kazda krawedz ma nadang jedna z dwoch
orientacji (oznaczana strzaltka). Dla takiego grafu

z ustalonymi wagami na krawedziach zmienia sie sposéb
liczenia sum dla wierzchotkéw, bo wagi krawedzi
wchodzacych do wierzchotka liczymy ze znakiem
ujemnym, za$ wagi krawedzi wychodzacych ze znakiem
dodatnim (patrz rysunek 3).

Fakt 3. Kazdy graf skierowany mozna dobrze zwazyé za
pomocg liczb ze zbioru {1,2}.

Hipoteza 123 i Combinatorial
Nullstellensatz

Aby probowaé rozwigzaé hipoteze 123 metodami
algebraicznymi, musimy skonstruowaé¢ odpowiedni dla
niej wielomian, ktérego zerowanie bedzie odpowiadaé
zlemu wazeniu grafu, znalezienie za$ niezerujacego
podstawienia bedzie oznacza¢ dobre wazenie.
Konstrukcja wielomianu przebiega nastepujaco:

1. Krawedziom przypisujemy zmienne x;.
2. Dla kazdego wierzchotka v tworzymy sume .S,
zmiennych z krawedzi z nim incydentnych.

. Dowolnie orientujemy krawedzie grafu G.

4. Dla kazdej skierowanej krawedzi e = (u,v) tworzymy
roznice D, = S, — Sy.

5. Mnozymy wszystkie réznice D., aby otrzymacé
wielomian Pg.

w

Xy + X3 + X4

Rys. 4. Konstrukcja wielomianu do wazenia graféw
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Wielomian dla przyktadowego grafu z rysunku 4 wyglada
nastepujaco:

Polar,...,a5) =

= (29— x4 —x5) (3 + 25 — 1) (T4 — T2 — x5) X
X(ifl + x5 — 153)(1'1 + x4 — X0 — 1’3).

Analizujac powyzsza konstrukcje dochodzimy do
sformutowania problemu dobrego wazenia grafow
w jezyku algebraicznym.

Fakt 4. Graf G mozna dobrze zwazyé za pomocg wag ze
zbioru S wtedy i tylko wtedy, gdy istniejqg s1,...,8m € S
(gdzie m jest liczbg krawedzi), takie Ze

Po(s1,...,8m) #0.

Aby moc zastosowaé¢ Combinatorial Nullstellensatz do
wielomianu P i dostaé¢ rozwiazanie hipotezy 123,
musieliby$my pokazaé, ze w wielomianie tym bedzie
zawsze istnial jednomian o wyktadnikach co najwyzej 2.
Mieliby$my woéwczas ciag implikacji:

Hipoteza 123 (wersja wielomianowa). Dla kazdego
spdjnego grafu G (z wyjgtkiem K ) wielomian Pg
posiada nieznikajgcy jednomian o wyktadnikach
niewiekszych niz 2.

| (Combinatorial Nullstellensatz)

Hipoteza 123 (wersja listowa).

¢

Hipoteza 123 (wersja oryginalna).

Warto zauwazy¢, ze hipoteza, ktéra stawiamy, jest
znacznie silniejsza od oryginalnej. Bowiem jesli jest
prawda, ze wielomian Pz ma zadany jednomian o niskich
wyktadnikach, to wowczas graf G mozemy dobrze
zwazy¢, nie tylko liczbami 1, 2, 3, ale kazdymi trzema

z dowolnego ciala. Co wiecej mozemy to zrobi¢ w tak
zwanej wersji listowej, czyli przypisa¢ na wstepie kazdej
krawedzi dowolng tréjelementows liste wag, a nastepnie
zazadaé, aby kazda krawedz dostala wage ze swojej listy.
Zwykte wazenie bedzie woéwczas szczegdlnym
przypadkiem wersji listowej, w ktorym wszystkie listy sa
identyczne.

Okazuje sie, ze o wspotczynnikach w rozwinieciu
wielomianu Pg decyduja wtasnosci pewnych macierzy
zwiazanych z wielomianem Pg i z grafem G. Badanie
tych macierzy (a konkretnie ich permanentow)

i zastosowanie Combinatorial Nullstellensatz nie
doprowadzilo, niestety, do pelnego rozwiazania hipotezy
123, jednak udalo sie opracowaé algorytm konstruowania
grafow ktore spetniaja ja w silniejszej wersji listowej.

Na zakoniczenie przedstawimy te konstrukcje [3].
Zalozmy, ze mamy pewien graf G = (V, E), ktorego
wielomian Pg posiada jednomian o wspotczynnikach
niewiekszych niz 2, a wiec spelnia on takze hipoteze 123
w silniejszej wersji (takim grafem jest np. rozwazany
wezesniej ,diament”). Wybieramy w grafie G dowolny

U C V niepusty podzbior wierzchotkéw, dodajemy dwa



nowe wierzchotki u i v (moga one by¢ zaréwno potaczone Podziekowania
jak i niepotaczone krawedzia), a nastepnie taczymy kazdy Dziekuje Zofii Miechowicz za wszystkie cenne uwagi

z nich ze wszystkimi wierzchotkami ze zbioru U. i pomoc w przygotowaniu zaréwno wyktadu, jak
Otrzymany w ten sposob graf G' = (V U {u,v}, E') i niniejszego artykulu.

(patrz rysunek 5) rowniez spelnia hipoteze 123 i moze

by¢ podstawg do dalszej konstrukeji. Algorytm nie Literatura
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