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1. Wstep

Chcialbym zacza¢ od wyjasnienia czym dla mnie (a
mysle raczej geometrycznie) jest algebra. Otoz poniewaz
nie czuje (i nie znam) za dobrze algebry, przypomina mi
ona kapelusz magika, do ktérego wrzucamy kolorowe
wstazki, a wyciagamy krolika.

Chcialbym w niniejszym referacie zaprezentowaé
podobnego typu dzialanie algebry. Naszym magicznym
kapeluszem jest prosta algebraiczna obserwacja
dotyczaca wielomiandéw, majaca zaskakujace
konsekwencje w réznych czedciach matematyki.

2. Magiczny Kapelusz

Celem pracy jest pokazanie mozliwych (mam nadzieje
ciekawych) zastosowan nastepujacej prostej algebraicznej
obserwacji. Przez Ry rozumiem [0, 00).

Obserwacja 1 (magiczny kapelusz). Niech W bedzie
wielomianem o wspdtczynnikach z C, ktdry nie ma miejsc
zerowych w Ry..

Wtedy istnieje N € N i state nieujemne By, 1 ..., 06N,
Bo > 0, By > 0, takie ze wielomian P zdefiniowany
wzorem

P(\) = BoAN 4+ BAN L4
jest podzielny przez W.

+ BN

Zauwazmy, ze dzielac nasz wielomian P przez 3y lub Oy
mozemy sie tak urzadzi¢, by By =1 lub gy = 1.

Dowdd. Po pierwsze, zauwazmy, ze jezeli powyzsze
twierdzenie zachodzi dla wielomianéw Wi 1 W5 to
oczywiscie zachodzi tez dla wielomianu W7y - Ws.
W konsekwencji [na podstawie zasadniczego twierdzenia
algebry moéwiacego o tym, ze kazdy wielomian
przedstawia sie w postaci iloczynu jednomianéw| oznacza
to, ze wystarczy teze naszego twierdzenia pokazaé dla
jednomianow (x — a), gdzie a € C\ R.
Oczywiscie
(z—a)|(a” —a™)- (2" —a") dlaneN.
Teraz
(z" —a") - (2™ — a") = x*" — 2re(a™)z" + |a|*".
Wystarczy pokazaé, ze istnieje takie n € N, ze
re(a™) < 0.
Ale re(a™) = cos(ng), dla ¢ = arg(a) € (0,27) (bo
a g Ry). Jezeli ¢ € [w/2,371/2], to oczywiscie cos(¢) < 0.
Zajmijmy sie wiec teraz przypadkiem, gdy
¢ € (0,7/2)U(37/2,2m). Poniewaz cos(2km — z) = cos(z),
wiec wystarczy nam sie zawezi¢ do badania przypadku,
gdy ¢ € (0,7/2). Wida¢, ze istnieje najmniejsze takie
n €N, ze ng € [7/2,7) i wtedy cos(ng) < 0. O

3. Bujne zycie kroélikéw

Pierwsze rownanie réznicowe opisujace zycie krolikow

fO = Oafl = 17
fr+2 = fosr + fa,
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wymyslit Fibonacci. Niestety, poza sytuacjami bojowymi
(patrz [1]) kroliki nie chea sie tak rozmnazac. Okazuje sie
natomiast, ze rownanie Fibonacciego dobrze opisuje
pewne procesy biologiczne (jak na przyktad liczbe galezi
na drzewie w kolejnych latach).

Zauwazmy natomiast, ze to réwnanie posiada sensowna
wlasnosé, jesli chodzi o rozmnazanie:

jesli wystartujemy z dodatniej liczby krolikow, to liczba
krolikow ciggle pozostanie dodatnia.

Bedziemy sie zajmowaé¢ podobnym problemem (istnienia
rozwiazan nieujemnych) dla rownania réznicowego
liniowego

fk+n:a1fk+n71+...+anfk dla k € N.

Przez ustalenie warunku poczatkowego rozumiemy
podanie wartosci fo,..., fn_1-

Definicja 1. Troszeczke niescisle mowige, réwnanie,
ktore nie ma nietrywialnego nieujemnego rozwigzania,
nazywamy oscylujacym.

Jedna z wazniejszych metod badania rozwigzan réwnan
roznicowych polega na sprawdzaniu, ktore ciggi
geometryczne (Ag¢¥)ren (jako, ze sa one najprostsze)
spelniaja nasze réwnanie roéznicowe:

AT = 0 AT 4 L+ a, A¢F dlak e N,

Jak latwo zauwazy¢ dostajemy réwnanie
W(q) :=q" —ai¢" ' —...—a, =0.

Wielomian W, ktory jak sie okazuje charakteryzuje wiele
waznych wlasnosci naszego réwnania, nazywamy
wielomianem charakterystycznym.

7 naszych rozwazan dostaniemy

Stwierdzenie 1. Niech bedzie dane rownanie réznicowe
o wielomianie charakterystycznym W. Jesli W ma
pierwiastek rzeczywisty dodatni, to istnieje rozwigzanie
naszego réwnania, ktdre jest Scisle dodatnie (czyli istniejg
pewne warunki poczatkowe, przy ktorych kroliki nie
wymrq,).

Dowdd. Jesli W ma pierwiastek dodatni g, to oczywiscie
ciag (q’&)keN jest rozwigzaniem naszego roéwnania, ale ten
ciag sktada sie z elementéw dodatnich. a

Zajmiemy sie teraz problemem, kiedy kroliki, niezaleznie
od postawienia warunkéw poczatkowych wymra.

Postaramy sie rozstrzygnaé to najpierw w najprostszym
przypadku. Zajmiemy sie réwnaniem stopnia drugiego:

Jrye = a1 froq1 + az fr

Lemat 1. Jezeli wielomian charakterystyczny W
powyzszego rownania nie ma pierwiastka w Ry, to —
niezaleznie od postawienia warunkdow poczgtkowych —
kroliki wymrg.



Dowod. Wiemy, ze miejsca zerowe wielomianu W sa
dane przez

q=r(cos¢ i sing),
gdzie ¢ € (0, ).

Korzystajac ze znajomosci rozwiazan w postaci ciagow
geometrycznych, stwierdzamy, ze rozwigzanie jest postaci
fr = ¥ (A cos(ke) + Bsin(kg)).

I trzeba pokazaé, ze powyzsze wyrazenie (jako funkcja
k), jesli jest niezerowe, to zmienia znak.

Jezeli ¢ jest niewspolmierne z 27, to dzieki tw.
Kroneckera [2], dostajemy, ze (k¢)mod 27 jest geste
w przedziale [0, 2], czyli A cos(k¢) + Bsin(k¢) bedzie
ujemne dla pewnego k € N.
Jezeli ¢ 1 21 sa wspolmierne, to znaczy, ze ¢ = 2,
gdzie utamek 7 jest nieskracalny. Relatywnie tatwo
mozna, sprawdzi¢, ze

cos(0¢) + ...+ cos((n —1)¢) =0,

sin(0¢) + ... +sin((n — 1)¢) = 0.
W konsekwencji

n—1
Z(A cos(k®) + Bsin(ke)) = 0,
k=0
co oznacza, ze istnieje pewne k, dla ktérego
A cos(k¢) + Bsin(ko) < 0. O

W podobnym stylu mozna to ogélnie pokazaé, z tym, ze
dowdd robi sie juz znacznie mniej przyjemny. Postaramy
sie to zrobi¢ inng metoda, stosujac algebraiczna magie
kapeluszowa. Bedzie potrzebna nam nastepujaca
oczywista obserwacja [ktorej nietatwy dowod zostawiamy
zainteresowanemu czytelnikowi :-) |:

Obserwacja 2. Niech cigg (fr) spetnia réwnanie
réznicowe (Ry) o wielomianie charakterystycznym W.
Jezeli mamy inne réwnanie réznicowe (Rp)

o wielomianie charakterystycznym P takim ze WP, to
cigg (fr) spetnia réwnanie réznicowe (Rp).

I jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 1. Niech cigg (fi) spetnia réwnanie
réznicowe (Ry) o wielomianie charakterystycznym W,
takim, ze W nie ma nieujemnych miejsc zerowych.
Wtedy ciag (fx) oscyluje (to znaczy nie jest od pewnego
momentu ani $cisle dodatni, ani $cisle ujemny).

Dowadd. Na podstawie naszego gtéwnego magicznego
kapelusza, wiemy, ze istnieja takie nieujemne liczby
B1,...,0n, ze wielomian P zdefiniowany wzorem
PO = AN 48\ 4 4 By

jest podzielny przez W. Oczywiscie, réwnanie

gi+n = —(Brgren-1+ ...+ Ongr) dlakeN
ma wielomian charakterystyczny P. W konsekwencji
stwierdzamy, ze nasz ciag fr spelnia powyzsze réwnanie.

Dla dowodu nie wprost zal6zmy, ze istnieje takie k € N,

ze fry-.-, fk+N > 0. Wtedy
fean = —(Brfesn—1+ ...+ B fr) <O,
sprzecznosc. O

4. I jeszcze guglajacy kroéliczek na deser

Postaram sie w tym rozdziale wlozy¢ do naszego
kapelusza guglajace macierze kwadratowe. Aby to zrobié¢
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musze przypomnieé¢, co rozumiem przez widmo macierzy
o(A). Jak sama nazwa wskazuje, jest to pewien zbior
liczb charakteryzujacy gtowne wlasnosci macierzy,

a otrzymuje sie go, biorac miejsca zerowe wielomianu
charakterystycznego

Wa(A) = det(A — AId).
Wazna wlasnosé wielomianu charakterystycznego
macierzy A to to, ze on anihiluje macierz A:

Wa(A) =0.

W konsekwencji widzimy, ze jezeli P jest takim
wielomianem, ze W4|P, to oczywiscie tez P(A) = 0.
Aha, bylbym zapomnial, przez Id rozumiem macierz
identycznosciowa, czyli majaca jedynki na przekatnej,
i zera poza przekatna.

Stwierdzenie 2. Niech A bedzie takq macierzg, Ze
o(A) C C\ Ry. Wtedy istniejg takie wspdotczynniki
603 v 76N—1 Z ]R—i-? ze

—Id = BoAN + ...+ Bn_1 A.

Dowdd. 7 zalozen wiemy, ze W4 ma zera poza R, wiec
korzystajac z naszego magicznego kapelusza
otrzymujemy istnienie takiego wielomianu P, P(0) =1
o wspolezynnikach z R, ze W4 |P. Inaczej mowiac,

POA) =1+ A+ .+ 8xAY,

dla pewnych nieujemnych liczb (1, ..., On. Z uwag przed
wnioskiem otrzymujemy, ze P(A) = 0, ale to jest przeciez
doktadnie teza naszego wniosku.

Hurra!, znowu sie udato co$§ udowodnié. :-) O

Jesli ktos z Paristwa byl na referacie Dominika
Kwietniaka (mnie niestety nie byto), to wie, ze do
guglania potrzebne sa wektory wlasne odpowiadajace
rzeczywistym nieujemnym warto$ciom wtasnym macierzy
o wspolczynnikach w Ry . Sprobujemy cos takiego

(w dosy¢ stabej wersji, ale jednak) udowodnic.

Whniosek 1. Niech A bedzie macierzq kwadratowg
majgcq wspotczynniki z Ry. Wtedy A ma warto$é wtasng
nieujemnq rzeczywistq.

Dowdd. Jako wielki zwolennik dowoddéw nie wprost, aby
Paristwa zaskoczy¢, zrobie dowod nie wprost. Zatézmy
wiec, dla dowodu nie wprost, ze A nie ma wartosci
wlasnej nieujemnej rzeczywistej. Wtedy mozemy
skorzystaé¢ z naszego Stwierdzenia 2 i otrzymaé liczby
b1, ..., 0k = 0. takie, ze

—Id = A +...+ GLA".
Ale poniewaz A ma wspotczynniki z R, , to takze A% ma
wspotczynniki z R, i konsekwentnie A™ ma
wspoélczynniki z Ry dla dowolnego n. Mamy sprzecznosé,
gdyz macierz po lewej stronie powyzszej réwnosci ma
wspoélczynniki na przekatnej silnie ujemne, a macierz po
prawej stronie, jako suma macierzy o wspotczynnikach
nieujemnych, ma takze wspélczynniki nieujemne. O
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