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‘Wyniki przedstawione w ponizszym
referacie opieraja si¢ na pracy [4].

Przez galazke rozumiemy tez lisé.

O dziwnym dodawaniu
Leszek PIENIAZEK, Jacek TABOR, Krakéw

1. Motywacja

Chcieliby$my zaczaé referat od przedstawienia z zycia wzietej motywacji
problemu ktoéry bedziemy badaé:

Problem 1. Niech dany bedzie krasnoludek Gomlin... Tak sie czesto zaczyna
kazdy tekst matematyczny, wiec i ja tak zaczatem. Kontynuujmy wiec.

Gomlin mieszka na brzegu rzeki (szerokos$é¢ rzeki wynosi 1), i chce si¢ przeprawi¢
na drugi brzeg (celem wyjasnienia: tam mieszka krasnoludka Galia). Musi wiec
zbudowaé¢ most (oczywiscie o dlugosci przynajmniej 1), a dysponuje pretami
metalowymi o dtugosciach Iy, ..., 1[,.

Niestety, przy laczeniu dwoéch metalowych pretéw o dlugosciach dy, ds, kowal
pobiera oplate odcinajac 10% dlugosci powstalego preta.

Pytania ktore stawia sobie Gomlin sg nastepujace:

e czy zgromadzone prety wystarcza? czy tez trzeba dalej pracowaé i kupowaé
nowe?

e w jakiej kolejnosci taczy¢ ze soba te prety, aby otrzymaé most mozliwie
najwiekszej dlugosci?

Drugi przyktad ktoéry bedzie prowadzil nas do podobnych rozwazari jest
nastepujacy:

Problem 2. Zal6zmy, ze chcemy zbudowaé¢ drzewo majac dane liscie o wagach
wi, ..., W,. Mozemy utworzy¢ nowa galazke taczac ze soba dowolne dwie galazki,
ale waga aczenia jest rowna sumie wag taczonych galazek (inaczej mowiac waga
powstalej galazki jest rowna dwukrotnosci wag taczonych galtazek).

Dla przyktadu, z lisci o wadze 1 i 2 utworzymy nastepujace drzewo:
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(jak widzimy waga powstalego drzewa wynosi 6), z lisci o wadze 2, 3,4 mozemy
utworzy¢ miedzy innymi takie drzewo:
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(najpierw taczymy ze soba liscie o wagach 2 i 4 tworzac galazke o wadze 12,
a nastepnie laczymy powstala galazke z lisciem o wadze 3).

I pytanie teraz, w jaki sposoéb tworzy¢ nasze drzewo, aby jego waga bylta mozliwie
najmniejsza?

Warto tutaj jeszcze nadmienié, ze tego typu problemy pojawiaja sie takze
w topologii ogolnej przy okazji tak zwanych quasi-norm [5, 1] i quasi-metryk
[2, 3]. Opowiemy wiec jeszcze troszke o quasi-metrykach.

Zacznijmy od przypomnienia pojecia metryki. Oto6z metryka jest to funkcja d,
ktora mierzy nam odlegtosé miedzy dwoma punktami. Spelnia ona (miedzy
innymi) tak zwana nierdwnos$é tréjkqta, to znaczy

d(A,C) <d(A,B)+d(B,C)
dla dowolnych punktéw A, B, C. Jesli teraz mamy punkty A;,..., A,, to
oczywiscie

d(AhAn) S ll +...+ ln—17
gdzie ll = d(Az, Ai—i—l)-
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Wyobrazmy sobie teraz, ze zamiast mierzenia odleglosci miedzy dwoma
punktami bedziemy mierzy¢ czas potrzebny nam na przejscie tej odlegtosci. Czy
wtedy ten czas bedzie spelnial nieréwnosé trojkata? Oczywiscie, ze nie! — gdyz
sie po prostu troszke meczymy (jesli przejdziemy 5 km w godzing, to wcale nie
znaczy, ze przejdziemy 10 km w dwie godziny). Musimy wiec zmodyfikowaé
warunek trojkata. Najprostszy sposob, w jaki mozemy to zrobi¢, to zalozyé, ze
nasza funkcja d spetnia warunek

d(A,C) < K(d(A, B) +d(B,C)) dla dowolnych A, B, C,

gdzie K > 1 jest ustalone (i zalezy od naszej kondycji fizycznej — im K jest
blizsze jeden, tym, oczywiscie, nasza kondycja jest lepsza).

Teraz widzimy juz naturalny problem dotyczacy quasi-metryk:

Problem 3. Mamy dane punkty A;,...,A,. Niech l; = d(A;, A;41), gdzie d jest
quasi-metryka. Jakie jest (mozliwie) najlepsze oszacowanie na

d(Az, An)?

2. Dziwne dodawanie

Jesli dobrze sie przypatrzeé, to wszystkie wyzej opisane problemy prowadza nas
do nastepujacej definicji dziwnego dodawania:

Definicja 1. Niech K > 0 bedzie dane. Dla z,y € R, definiujemy
rOgy=K-(zx+y).

Oczywiscie, w przypadku gdy K = 1 dostajemy zwykte dodawanie. Przypatrzmy
sie teraz, jak mozemy wyabstrahowaé¢ problemy opisane w poprzednim rozdziale
za pomocy naszego dziwnego dodawania.

Krasnoludek: Mamy dane liczby Iy,...,[l,, K = 0,9. Chcemy je tak dodaé
(w dowolnej kolejnosei) za pomoca dodawania @ g, aby uzyskaé¢ mozliwie
najwieksza liczbe (i najlepiej dla przetrwania gatunku krasnoludkow, aby byla
ona wieksza niz [).

Drzewo: Mamy dane wagi wy,...,w,, K = 2. Mamy je tak doda¢ (w dowolnej
kolejnosci) za pomoca dodawania @, aby uzyska¢ mozliwie najmniejsza wage.

Quasi-metryka: Dane sa liczby ly,...,l,_1, K > 1. Mamy je wszystkie dodaé¢
tak, aby utworzy¢ mozliwie najmniejsza sume, ale wolno nam dodawaé tylko

w tej kolejnosci, ktora jest (czyli mozemy do lo dodaé I3, ale nie mozemy do [
dodag¢ l3).

Widzimy, ze powstaja nam tak naprawde dwa problemy — problem przemienny,
gdzie mozemy dodawaé kazda liczbe do kazdej, i nieprzemienny, gdzie nie
mozemy zmieni¢ kolejnosci. Zobaczmy moze, jak to dziala na przykladach. Dla
prostoty przyjmujemy, ze K = 2.

Przyklad 1 (przemienny). Chcemy dodaé 5,3 1 1. Mozemy to zrobié¢ tak:
5@2:3=2-(5+3) =16, i potem 16 By 1 = 34. Ale latwo zauwazy¢, ze to nie jest
najlepszy wynik — lepiej zrobi¢ tak:

(1@23)@25=28d95 = 26.

Latwo mozna sprawdzi¢, ze 26 jest najlepszym mozliwym wynikiem, ktéry mozna
otrzymac z przemiennego dodawania 1,3 i 5 za pomoca operacji Bs.

Jako proste zadanie zostawiamy dla Czytelnika znalezienie najmniejszej mozliwej
dziwnej sumy dla liczb 1,2, 3, 4.

Przyklad 2 (nieprzemienny). Sprobujmy teraz dodaé¢ (w sposob
nieprzemienny) liczby 4, 3,2, 1. Latwo zauwazy¢, ze to co musimy wykonaé, to
takie ,wrzucenie” nawiaséw do ciagu 4 @9 3 B2 2 B9 1, aby bylo ,rozsadnie”.
Mozna to zrobi¢ na pare mozliwych sposobéw (pojawiaja sie tutaj tak zwane
liczby Catalana).
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Tak naprawde, to skupimy sie tylko na
sytuacji przemiennej, poniewaz jest duzo
prostsza.

Popatrzmy wiec (jesli sie nie pomyliliémy, to ponizej sa wypisane wszelkie
mozliwe wstawienia nawiasow):

{(4®23) D22} D2 1
{4302 (3®22)} ®a1
(4823)@2 (2@21) =
4 @y {(3 @9 2) Do 1}
4@ {3®2 (2®21)}
Wykonaliémy pierwsze dzialanie, i wyszlo 66. Zostawiamy dla zainteresowanego

Czytelnika wykonanie pozostalych zadan i znalezienie tej, w ktorej suma jest
najmniejsza.

{14 B2 2} &2 1 =326, 1 = 66,

I
D 0 D e

3. Troszke paskudnej matematyki

Od tego momentu bedziemy zakladali, ze K > 1 (sytuacja, gdy K < 1, jest
analogiczna).

Dla ciagu x = (x1,...,x,) przez Px bede oznaczal najmniejsza wartosé¢ mozliwa
do uzyskania za pomocg dodawania przemiennego, a przez N'x najmniejsza,
wartos¢ mozliwa do uzyskania z dodawania przemiennego.

Zajmiemy dwoma gléwnymi pytaniami:

e jaki jest algorytm obliczania Px oraz N'x?
e jakie sg oszacowania wartosci Px oraz N'x?

W tym rozdziale zajmiemy sie proba oszacowania (z gory i z dotu) wartosci Px i

Nx.

Przydatna bedzie nastepujaca obserwacja:

Stwierdzenie 1. WeZmy liczby rzeczywiste nieujemne x1, ..., x,. Wtedy
wszystkie wyniki, mozliwe do uzyskania z dodawania przemiennego, dane sq przez
zbior

S:={K"z,+...+ K"z, |l; €Z,1/2" +... +1/2" =1}.

Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukeyjny ze wzgledu na dlugosé ciagu.
Oczywiscie twierdzenie zachodzi dla n = 1.

Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnego n. Pokazemy, ze jest
prawdziwe dla n + 1.

De facto mamy do pokazania dwie rzeczy: ze kazdy wynik dziwnego dodawania
jest realizowany przez element zbioru S, i odwrotnie, ze kazdy element z S daje
sie zrealizowa¢ jako wynik dziwnego dodawania.

Pokaze najpierw, ze kazdy element dziwnego dodawania nalezy do S. Wezmy
wiec T1,...,Tn4+1 1 zalézmy, ze przez dziwne dodawanie tego ciagu mozemy
uzyskaé r € R. Wtedy oczywiscie biorac pod uwage ostatnia operacje
otrzymujemy, ze

r=s5®kt,
gdzie s jest dziwna suma T,(1),- - -, To(k), a t jest dziwnag suma
To(kt1)s -+ To(ns1) dla pewnej permutacji o zbioru {1,...,n + 1} oraz
k € {1,...,n}. Na podstawie zalozenia indukcyjnego

s=K"o0)+ ..+ K0y, t = K a g0y + .o+ K2, 00,
dla pewnego ciagu liczb naturalnych ly,...,1, 1 takiego, ze
(1) 120 4 41yl =1, 1/ 4 4 1/20 =1,
W konsekwencji widzimy, ze
r=K(s+t)=K' g, g+ + Koty g,
a na podstawie (1) otrzymujemy, ze 1/21+1 4 . 4 1/2l+1+l =1,
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Dowod faktu, ze kazdy element ze zbioru S daje sie uzyskaé¢ za pomoca pewnej
dziwnej sumy pozostawiam do pokazania Czytelnikowi. Jako wskazowke jedynie
dodam, ze opiera si¢ on na nastepujacej prostej, ale sympatycznej obserwacji:

Sympatyczna obserwacja. Jesli liczby naturalne Iy, ...,1, 1 speliaja
warunek
1/20 4 12 =1,
to istnieje taka permutacja o zbioru {1,...,n + 1} oraz takie k € {1,...,n}, ze
1/20 4 1/20 0 = 1/2, 1/2l 00 1 /2l = 1/2.
O

Do jednego z naszych gtéwnych wynikéw przyda sie nam nastepujaca konwencja:
dla w € (0,1) i ciagu x = (x4, ..., x,) kladziemy
[%[lw = (@ + ...+ z2) v,

Dygresja 1. I tu, chcac, nie chcac, wypadly nam z rekawa quasi-normy. Dla
kogo$ wiedzacego, co to jest norma, chciatbym nadmienié¢, ze || - ||.,, norma nie
jest (chociaz tak na pierwszy rzut oka moze sie wydawac), gdyz nie spelnia
warunku tréjkata — mamy jedynie

I+ yllw < 27 (el + ylh)-

Powod, dla ktérego || - ||, nie jest norma, tatwo zauwazy¢ rysujac na plaszczyZnie
koto jednostkowe (okazuje sie, ze nie jest ono wypuktle).

I teraz mozemy juz sformutowaé
Twierdzonko 1. Niech bedzie dany cigg x = (x1,...,%,). Niech w € (0,1)
bedzie takie, Ze
(2) Log 1= [[(1, Dl
Wtedy
Xl < Px < Kl[x[w,

1 powyzszych oszacowan nie da sie poprawic.

Zanim przejde do dowodu, chcialbym nadmienié, ze w spelniajace (2) wyraza sie
jawnym wzorem w = 1/logy(2K), i poniewaz K > 1, wiec otrzymujemy
oczywiscie, ze w € (0,1).

Szkic dowodu. Zacznijmy, od pokazania, ze nasze szacowanie jest najlepsze
z mozliwych. Mamy

P(lL,1)=1®k 1 =||(1,1)|, oraz P(0,1) = K = K - ||(0,1)]] .

A teraz sprobujemy pokazaé idee tego, ze ono zachodzi dla dowolnych ciggow.
Na podstawie Stwierdzenia 1 mamy

Px =inf{KYz + ...+ Ka,|l; €Z,1/2" + ... +1/2 =1},
W konsekwencji oczywiscie
Px > inf{K“'z; + ...+ K"z, |w; € R, 1/2% + ... +1/2% =1}.

Korzystajac z metody szukania minimum funkcji odkrytej przez Lagrange’a (tak
zwane mnozniki Lagrange’a) mozna tatwo pokazaé, ze prawa strona powyzszej
nieréwnosci jest realizowana dla pewnych wy, ..., w, € (0,00) i wynosi dokladnie
Ix[|w. Uff... A wiec mamy

Px > %]l

Pozostato nam jeszcze do pokazania, ze Px < K||x||,,. Ale to takze bedzie
wynikalo z powyzszego wzoru. Wiemy wiec, ze istnieja liczby
wy, ..., w, € (0,00) takie, ze

172" .. 4 1/2v =1,
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oraz, ze
Ix[[w = K2 + ...+ K¥"x,.

Gdyby przez przypadek okazalo, sie, ze liczby wy, ..., w, sa naturalne, to

mieliby§my koniec dowodu (niestety, zycie takie piekne nie jest).

Co wiec mozemy zrobi¢? ,Znaturalmmy” te liczby i bedzie OK. Ktadziemy wiec
ll = |—’LU1-|,.. -7ln = ’—’wn—‘,

gdzie przez [w] rozumiemy najmniejsza liczbe catkowita wieksza badz rowna w.

Wtedy mamy

K|x|lw =K - (K" 2y 4 ...+ KY"x,) > Khay 4+ ...+ K'"z,,.

Gdyby$my mieli (co zazwyczaj nie zachodzi), ze 1/2!* + ...+ 1/2» =1, to na
podstawie Stwierdzenia 1 bylby koniec, gdyz Px byloby mniejsze niz
Khgy+ ...+ Kng,.

Na szczescie dla nas
120 4. 412 < 1.

Pozwala to w sposob sztuczny ,dorzuci¢” do ciagu Iy, ...,[l, pewna ilos¢
elementéw I, 41,...,1,, ze zbioru liczb naturalnych, tak aby

128 .o+ 12 =1
Dalej tworzymy m-elementowy ciag y za pomoca formuty
y:i=(x1,...,2,,0,...,0).
Otrzymujemy wtedy, na podstawie wczesniejszych obserwacji, ze
Py < Ky + ...+ Ky, = Kby + . 4+ Klnay, < K.

Jedyne, co nalezy jeszcze zauwazyé (i co wecale, wbrew pozorom, nie jest
trywialne), to fakt, ze z konstrukcji y wynika

Px < Py.
I koniec. |

Mozna takze pokazaé, chociaz jest to trudniejsze, oszacowania dla sytuacji
nieprzemiennej:

Twierdzonko 2. Niech bedzie dany cigg x = (x1,...,x,). Niech w € (0,1)
bedzie takie, Ze
Lor 1= [[(1, -

Wtedy
Ixflw < Px < K[|,

i powyzszego oszacowania nie da sie poprawic.

4. Troszke ladnej matematyki
Mamy zatem oszacowania wartosci Px (i N'x). Wracamy wiec do naszego
podstawowego pytania:

Czy krasnoludek jest juz szczesliwy?

Ot67 niestety nie. Na podstawie naszych twierdzen mozemy juz powiedzie¢
Krasnoludkowi: tak, tyle pretéw juz wystarcza do zbudowania mostu, ale
niestety, nasza odpowiedz jest, jak to niestety czesto w stosowaniu matematyki
bywa, catkowicie nieprzydatna do krasnoludka.

Mianowicie ciagle nie wiemy, w jakiej kolejnosci nalezy spawaé te prety, aby
zbudowaé ten most.

Powstaje wiec problem algorytmu, jak zbudowaé¢ optymalny most.

Algorytm dla sytuacji przemiennej. Ot6z okazuje sie, ze krasnoludek
powinien spawaé¢ u kowala zawsze dwa najkrotsze prety spoérod tych, ktore
posiada.
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Precyzyjniej moéwiac, bedziemy pracowac
na pewnym rodzaju graféow zwanych
drzewami binarnymi.

Nietrywialny, czyli taki, ktory nie
sprawdza wszystkich mozliwosci.

Sytuacja gdy K > 1 (przeciwna do krasnoludka, dla ktorego K = 0,9), jest
analogiczna. Aby otrzymaé¢ najmniejsza mozliwa sume nalezy zawsze dodawaé
najmniejsze liczby.

Przyktad 3. Wezmy liczby 1,3,4,5,6,10 i dodajmy je za pomoca powyzszego
algorytmu dla dodawania @, tak, aby uzyska¢ najmniejsza sume:
1®23= 8, 4,5,6,10;
4@25= 18, 6,8,10;
6D 8= 28, 10,18;
10 @2 18 = 56, 28;
28 @2 56 = 168.

Poréwnajmy ten wynik jeszcze z oszacowaniem z poprzedniego rozdziatu. Latwo
wyliczamy, ze w = 1/2, i konsekwencji mamy

1(1,3,4,5,6,10)[|, ;2 < P(1,3,4,5,6,10) < 2||(1,3,4,5,6,10)[|, 2,
a poniewaz
1(1,3,4,5,6,10) |12 = (V1 + V3 + V4 + V5 + V6 + v10)? = 158,2535366,

wiec otrzymujemy, ze P(1,3,4,5,6,10) jest dosy¢ bliskie [|(1,3,4,5,6,10)|1 /2.
Okazuje sie, ze tak sie bedzie dos¢ czesto zdarzac (kiedy elementy w danym ciagu
sa mniej wiecej tego samego rzedu).

Na uzasadnienie, dlaczego ten algorytm jest dobry, naprowadza nas Problem 2.
Ot67 wygodnie nam bedzie pracowa¢ na drzewach. Z kazdym dziwnym
dodawaniem liczb wy, ..., w, mozemy zwigza¢ drzewo (binarne) T, takie ze

z li$émi drzewa utozsamiamy wszystkie elementy ciagu w;.

Ustalmy wiec teraz takie drzewo T'. Dla dowolnej ,gatazki” G (a formalnie
poddrzewa) z drzewa T' definiujemy (indukcyjnie) jej wage w(G) jako sume wag
tych dwoéch galazek, ktore po polaczeniu tworza nasza gatazke przemnozona
przez K (waga i-tego liScia wynosi oczywiscie w;). Nas bedzie oczywiscie
interesowala waga calego drzewa.

Okazuje sie teraz, ze dowdd faktu, iz nasz algorytm jest dobry (ktorego to
dowodu z braku miejsca nie zdotamy przedstawi¢) opiera sie na dwoch
podstawowych faktach znanych dobrze kazdemu ogrodnikowi:

e wymiana ze soba (przeszczepianie) tych galazek w drzewie, ktore sa na tej
samej wysokos$ci, nie zmienia wagi drzewa;

e jesli wymienimy gatazke G, ktora jest zaczepiona wyzej, z gatazka H, ktora
jest zaczepiona nizej, to waga drzewa sie zmniejszy, jesli w(G) > w(H).

Na koniec chcieliby$my jeszcze wspomnieé, ze zaden nietrywialny algorytm
pozwalajacy na uzyskanie minimalnej sumy w sytuacji nieprzemiennej nie jest
nam znany.
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