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Rachunek sumienia

Na zdrowy rozsadek wydaje sie, ze pomystowosci nauczy¢ nie mozna, z takim
darem trzeba si¢ urodzié, ale z drugiej strony pomystowosci uczy¢ nie trzeba,
bo ten dar wcale nie jest wyjatkowy — posiada go niemal kazde dziecko.
Mate dzieci sg z natury niezmiernie ciekawe $wiata i bezgranicznie pomystowe
w badaniu go (co nierzadko jest powodem utrapienia ich rodzicéw). Dlaczego
wiec tak malo mamy w szkole uczniéw pomystowych (tzn. umiejacych
pomysle¢)? Odpowied? jest tylez prosta, co alarmujaca: wina tkwi w samym
procesie nauczania (a w znacznej mierze w procesie nauczania matematyki).
W miare zaawansowania edukacyjnego dzieci stopniowo i bezpowrotnie traca
swoja pomystowosé (i tylko nieliczne jednostki sa na tyle silne, by sie przed
tym zgubnym wplywem tzw. oSwiaty skutecznie obroni¢). Zjawisko to mozna
tatwo wyttumaczy¢ znanym prawem przyrody: organ nieuzywany zanika lub
przystosowuje sie do nowych funkcji. Tak dzieje sie tez z gotowosciag do uzywania
moézgu w celu pomyslenia (tzn. szukania pomyshu).

Matematyki uczymy glownie poprzez rozwiazywanie probleméw. Przyjrzyjmy
sie¢ wiec, w rozwiazywaniu jakich probleméw trenowani sa uczniowie, jakich
czynnosci intelektualnych wymaga sie od nich w tym procesie. Niezaleznie od
etapu edukacji matematycznej (od szkoly podstawowej po wyzsza) w wigkszosci
zadan powtarza sie nastepujacy schemat postepowania: rozpoznanie problemu
(na co jest to zadanie? z jakiego algorytmu nalezy skorzystaé¢? do jakiego wzoru
podstawi¢ dane?) oraz wykonanie rachunkéw. Zadania takie nie pozostawiaja
miejsca na poszukiwanie pomystu. Bardzo dobrym (choé niechlubnym)
przyktadem jest tu wigkszos¢ szkolnych zadan z geometrii, ktére w ogdle nie
ksztalca wyobrazni geometrycznej, a jedynie umiejetno$é sprawnego obliczania
pol, obwoddéw czy objetosci. A oto jeszcze kilka przykladéw zaczerpnietych ze
skryptéw do matematyki dla kierunkéw przyrodniczych.

Zadanie 1. Calkujac przez czgsci, oblicz calke:
a) [In(1+ z)dz, b) [arcsinzdz, ¢) [sinzdz.

Zadanie 2. Calkujac przez podstawienie, oblicz calke:
a) sin 2/ dz, b) [z?sin(z®+1)dz, ¢) [sin® zdz.
x

Zadanie 3. Korzystajac z twierdzenie Lagrange’a, uzasadnij nierownos¢:
a) |arctgr — arctgy| < |r —y| dlaz,y € R, b) |tgz —tgy| > |z — y|
dla z,y € (—7/2,7/2), c) 'w' <ldlaz#y.

Zadanie 4. Korzystajac z reguty de I’Hospitala, oblicz granice:
sin x r—2% sin Tx

8) tim T s P i o o) lim o
Wspélna cecha tych zadan jest to, ze najwazniejsza czes$é rozwiazania (pomyst!)
jest podany w treéci zadania. Student nie musi ,wpas$¢” na to, jaka metoda
obliczy¢ catke, czy i z jakiego twierdzenia skorzystaé. Ma to podane ,na tacy”.
Pozostaja mu do wykonania jedynie schematyczne i raczej nudne rachunki (bo
c6z ciekawego moze by¢ w tym, ze catka z arkusa sinusa to akurat

xarcsinz + 1 — 22 7), wiec motywacja do ich przeprowadzenia jest niewielka.

Takie zadania lubia i studenci, i wykladowcy (jednym latwo jest opanowaé
material, drugim — odpytaé z zadowalajacym efektem). Od zadan w podobnym
stylu roi si¢ w wielu podrecznikach, ale ich skutki bywaja optakane. Po kilku
latach takiego nauczania nabyta reakcja ucznia na zadanie jest taka: czyta tres¢,
rozpoznaje schemat i wykonuje rachunki. A jesli schematu nie rozpozna, pojawia
sie instrukcja stopu. Uczniowi nie przychodzi nawet na my$l, ze jesli od razu nie
wie, jak zrobi¢ zadanie, to moze pomysle¢ i wpas$é na pomyst, jak sobie z nim
poradzi¢. Takiego postepowania nikt od niego nie wymagatl i nikt go tego nie
nauczyt.
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Postanowienie poprawy

Na szczescie w podrecznikach nie ma az tak zlych zadan, zeby nie dato sie¢ ich
skutecznie poprawié. Przyjrzyjmy sie na kilku przyktadach, co zrobi¢, aby w
tradycyjnych zadaniach znalazlo sie miejsce na pomyst/pomyslenie.

Zadanie 5. Uporzadkuj funkcje ze wzgledu na warto$¢ pochodnej w punkcie
z=0.
a) z, b) sinz, ¢) tgx, d) In(z + 1), e) 22, f) 2% — 1.

Zadanie to wymaga jedynie przeprowadzenia wskazanych w tresci rachunkow.
Mozna jednak sformutowaé je inaczej.

Zadanie 5. Rysunek 1 przedstawia wykresy funkcji x,sinz,tgx, In(z + 1), 22 i
2% — 1. Jak rozpoznaé, ktora jest ktora?

Tym razem tresé nie wskazuje, jakie czynnosci uczen ma wykonaé, nie
ukierunkowuje go na zadna wlasno$é funkcji, moze on prébowaé réznych
sposobéw (np. analizowaé wypuklosé wykreséw), samodzielnie musi wpas$é na
pomysl, ze funkcje réznig sie stromoscia w zerze, a za te wlasnosé odpowiada
pochodna.

Zadanie 6. Przyjmujac, ze rok ma 365 dni, a éredni promien orbity Ziemi wokot
Stonca to 150 mln km, oblicz, z jaka predkoscia porusza sie Ziemia w ruchu
wokot Stonca.

Czyzby autor zadania przypuszczal, ze uczen gimnazjum nie wie, jak dlugo
trwa rok? Nie sadze. Po prostu chcial w tresci zawrze¢ informacje, ze taka

dana jest potrzebna do rozwiazania tego zadania. Uczniowi pozostawil wiec
rozpoznanie schematu (wzér na predko$é w ruchu jednostajnym i na obwdd
kola) oraz rachunki. Lepiej by bylo, gdyby uczen moégl bez niczyjej podpowiedzi
wymysli¢, jakie dane beda potrzebne do znalezienia odpowiedzi. Poprawione
zadanie mogloby wyglada¢ tak:

Zadanie 6'. Z jaka predkoscia porusza sie Ziemia w ruchu woko6t Stonca?

W tredci nie podano danych oczywistych lub tatwo sprawdzalnych, wiec uczen
musi samodzielnie zadecydowad, jakie wielkosci beda potrzebne do rozwiazania
zadania. Nie jest tez narzucony zaden schemat rozwigzania. Pytanie postawione
jest nieprecyzyjnie, co dopuszcza rézne jego interpretacje, konieczne jest
przyjecie dodatkowych zalozen (modelowanie zjawiska). Uruchamia sie tzw.
uczenie mimowolne, kiedy uczenn mimochodem uczy sie wiecej, niz zaktadat
nauczyciel (szukajac dlugodci promienia orbity Ziemi, moze dowiedzie¢ sie, ze
jest ona elipsa, moze odleglo$é¢ Ziemia-Stonce usrednié, a orbite potraktowaé
jako okrag lub znale7¢ i zastosowaé wzér na diugosé elipsy). Wyniki otrzymane
réznymi sposobami mozna poréwnaé i ocenié¢ zasadno$é przyjetych uproszczen.
Dodatkowo zauwazmy, ze postawione pytanie nie jest problemem abstrakcyjnym,
a uzyskana odpowiedZ poszerza wiedze ucznia o otaczajacej go rzeczywistosci.
Przez to staje sie dlan ciekawa, a w slad za tym rosnie jego motywacja do
przeprowadzenia rachunkéw (intuicja moze tu byé zawodna — niewielu uczniéw
wie od razu, czy Ziemia porusza si¢ tak wolno, jak wskazéwki zegarka, czy w
zawrotnym tempie — wszak ,krajobraz” nie miga nam przed oczami, nie czujemy
tez szumu w uszach, jak to jest podczas jazdy z duzymi predkosciami).

Lista grzechéw gléwnych

Spréobujmy zebraé cechy, jakie powinno mie¢ zadanie otwarte na

pomysl/pomyélenie, i wady, ktérych nalezy sie w takich zadaniach wystrzegaé.

Istnieje na to kilka prostych recept.

e Sposdb rozwiazania nie jest zalgorytmizowany, nie jest podany w tresci
zadania.

e Treé¢ zadania geometrycznego nie zawiera rysunku.

e Zadanie dopuszcza wiele wynikéw, rozmaite sposoby rozwiazywania,
uruchamia rézne strategie myslenia oraz uczenie mimowolne.

e W tresci nie podano danych oczywistych lub tatwo sprawdzalnych.
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e Tres¢ celowo zawiera rozmaite bledy (w szczegélnoscei zadane pytanie moze nie
mie¢ sensu).

e Pojawia si¢ konieczno$¢ przyjecia dodatkowych zalozeni (modelowania
problemu). Wynik zadania jest ciekawy dla ucznia, niesie nowe informacje
o rzeczywistosci.

e Treé¢ zadania zacheca do stawiania dalszych pytan, wskazuje ich kierunek.

o W rozwiazaniu preferowane jest szacowanie zamiast obliczania, wyniki
przyblizone zamiast doktadnych rachunkéw.

e W rozwigzaniu preferowana jest intuicja zamiast formalizmu, metody
numeryczne zamiast teoretycznych.

Zados$éuczynienie

Mam nadzieje, ze ponizsze przyktady przekonuja o tym, ze rozwiazujac tylko
troche inaczej sformutowane zadania, mozna uczy¢ i wymagaé zupelnie innych
postaw intelektualnych, pozostawiajac swobode samodzielnych uczniowskich
pomystow.

Zadanie 7. I kto to mowi?

a) Jestem liczba trzycyfrowa, ktérej kazda nastepna cyfra jest o 1 wieksza od
poprzedniej.

b) Jestem najmniejsza/najwigksza liczba o sumie cyfr 12.

c¢) Jestem najmniejsza/najwieksza liczba czterocyfrowa zapisana w systemie
arabskim /rzymskim.

W przykladzie a) pytanie jest niejednoznaczne, dopuszcza wiele mozliwych
odpowiedzi. Dzigki temu daje pretekst do dalszych pytan, np.:

e Ktoéra z takich liczb jest najwieksza/najmniejsza?

e Ile ich jest?

e Jak jest dla liczb n-cyfrowych?

Ostatnie z tych pytan dla duzych n przestaje mie¢ sens, wiec pojawia sie
dalsze pytanie, ilucyfrowe liczby mozna rozpatrywaé. Taki celowy blad pojawia
sie tez w przykladzie b). Uczen musi odkryé, ze nie ma najwiekszej liczby

o podanej wlasno$ci, i umieé uzasadnié te teze. Przyklad ¢) sprawdza rozumienie
pojecia liczby n-cyfrowej. Chociaz mowa tu o prostych wlasnosciach liczb,

nie ma gotowego schematu postepowania, trzeba... pomysle¢. W przypadku
poszukiwania najwiekszej liczby uczniowie poczatkowo moga przelicytowywaé
swoje odpowiedzi, ale w koncu pojawi sie koniecznos$¢ uzasadnienia, ze ktérys

z podanych wynikéw nie da sie juz poprawic.

Zadanie 8. Ile przekatnych ma graniastostup/ostrostup prawidlowy o podstawie
pieciokata?

Znowu blad w zadaniu? Dlaczego w podrecznikach starannie unika si¢ pytan

o co$, co nie istnieje? To sa bardzo ksztalcace pytania. Nie chodzi przeciez o

to, aby uczen nie umial podaé odpowiedzi, ale by rozumial, ze zaden obiekt

nie spelnia zadanych wlasnoéci i umial te teze uzasadni¢. Podreczniki preferuja
zadania z jednoznaczng odpowiedzia, jednak znacznie ciekawsze poznawczo sa
sytuacje, gdy warunki zadania sa sprzeczne lub zbyt szerokie, aby okresli¢ jeden
wynik. Z takimi przypadkami uczen spotyka sie po raz pierwszy dopiero przy
rozwiazywaniu sprzecznych i nieokreslonych uktadéw réwnan, a mégtby obcowaé
z nimi czedciej i w znacznie ciekawszych zadaniach.

Zadanie 9. Dzien 5 IV przypada w tym roku w srode. Na jakie dni przypadaja
daty: 22 IV, 10 V, 12 III, 31 IV, 15 VII?

To kolejne zadanie z celowo ukrytym bledem, tym razem innego typu. Nie ma
przeciez 31 IV, jednak dzien tygodnia odpowiadajacy tej dacie mozna wyliczy¢.
Uczniowie nie lubia dawaé sie tapa¢ w takie pulapki. Po kilku takich wpadkach
zaczynaja starannie czytac¢ i analizowac tresci zadan, nie wykonuja rachunkéw
bezmyslnie.

Oczywiscie powyzsze uwagi nie dotycza zadan sprawdzajacych wiedze ucznia.
Te akurat powinny by¢ precyzyjne i jednoznaczne. Paradoksalnie jednak w
zestawach egzaminacyjnych takie niejasne zadania, cho¢ nie sa zamierzone, dos$¢
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czesto sie zdarzaja. Moze wiec nieudolnych autoréw zadan egzaminacyjnych
zacheci¢ do pisania podrecznikéw?

Ciekawym pomystem na ukrycie réznego rodzaju bledéw sa zadania majace
forme spreparowanej klaséwki lub czyjej$ wypowiedzi. Uczen ma postawic sie

w roli nauczyciela i znalezé popelnione w nich btedy. Uruchamia to nietypowe
strategie myélenia. Inaczej wszak postepujemy, obliczajac sume kilku liczb,

a inaczej, gdy chcemy wykryé w rachunku blad (zamiast obliczania mozna
wynik oszacowaé, sprawdzi¢ jego parzysto$é itp.). To pomaga uczniowi takze na
prawdziwej klaséwce, gdy na koniec moze spojrzeé¢ krytycznie na wlasna prace.
Z kolei wytapywanie bledéw w rozmaitych definicjach i twierdzeniach jest okazja
do budowania kontrprzyktadéw i uczy precyzyjnego formulowania swoich sadéw
(dobrym materiatem moga tu by¢ definicje wielodcianu albo funkcji okresowej
podawane w réznych podrecznikach — w wigkszosci blednie).

Zadanie 10. Jaki przedmiot umieszczony na orbicie geostacjonarnej mégltby
spowodowaé catkowite za¢mienie Stonca?

W zadaniu nie podano zadnych danych, zatem nie narzucono zadnego

schematu postepowania, co wazniejsze nie opatrzono tresci rysunkiem, ktory
stanowi w tym przypadku gléwny pomyst rozwiazania (rys. 2). Brak precyzji

w sformulowaniu zadania prowadzi do koniecznosci stworzenia modelu, przyjecia
dodatkowych zatozen. Rozwiazanie dopuszcza wiele metod podejscia, a wiec

i wiele wynikéw. Kluczem jest tu podobienistwo trojkatow, ale uczen musi

sam na to wpas¢ i wymysli¢, jakie dane beda mu potrzebne. To z kolei zalezy
od obranego sposobu rozwigzania (poza promieniem orbity geostacjonarnej
jednym przyda sie odlegloéé Ziemia-Stonce i promien Stonca, innym jego
rozmiary katowe i dlugo$é przedramienia). Wynik zadania jest dla ucznia

na tyle ciekawy (intuicja nie podpowiada, czy wystarczy zgubi¢ w kosmosie
telewizor, cigzaréwke, czy tez obiekt rozmiaréw kosmicznych), ze motywuje go
do przeprowadzenia rachunkéw do konca. Ciekawe moze by¢ tez poréwnanie
wynikow uzyskanych réznymi metodami i dyskusja o efektywnosci i skutecznosci
tych metod.

Zadanie 11. Jakie najwicksze pudetko mozna wykonaé z kartki brystolu
formatu A47

Tres¢ jest na tyle nieprecyzyjna, ze po jej przeczytaniu pytania nasuwaja

si¢ same: co to jest pudetko? czy ma pokrywke? co to znaczy najwicksze?

jak je wykonac? ile wlasciwie mamy papieru? Zadanie to jest czesto

spotykane w podrecznikach licealnych, ale zazwyczaj towarzyszy mu kluczowy
dla rozwiazania rysunek (rys. 3). Do rozwiazania zadania wcale nie jest
potrzebne stosowanie pochodnych, wystarczy znajomo$¢ wzoru na objetosé
prostopadlodcianu (a wiec mozna je rozwiazaé juz w szkole podstawowej).

W zaleznodci od glebokosci naciecia  mozemy zapisaé objeto$é¢ pudetka jako
V(z) = 2(20 — 22)(30 — 2x) — przyjmujemy tu przyblizone rozmiary formatu A4,
choé¢ mozna zrobi¢ to dokladnie (czy warto?) i poréwnaé koncowe odpowiedzi.
Teraz wystarczy obejrzeé¢ wyniki otrzymane dla réznych = (najwygodniej zrobié
to w arkuszu kalkulacyjnym i zaznaczy¢ je w ukladzie wspélrzednych — rys. 4).
Sprawdzenie (z dowolna dokladnoscia), gdzie wypada wartosé maksymalna,

nie powinno sprawi¢ nikomu problemu. Dodatkowa zaleta takiego rozwiazania
jest uruchomienie uczenia mimowolnego — uczen ma okazje przekonacé sie, ze
ekstremum nie musi wypadaé¢ symetrycznie pomiedzy miejscami zerowymi,

co ma miejsce dla paraboli i co wielu uczniéw automatycznie przenosi na inne
funkcje.

Zadanie 12. Jaki najwiekszy wigwam mozna zrobi¢ z kota skér o promieniu R?

I znéw seria pytan: co to jest wigwam? co to znaczy najwiekszy? jak obliczy¢
jego objetosé? od czego ja uzaleznié? (mozna tu mieé¢ co najmniej kilka
pomystéw prowadzacych do réznego stopnia trudnosci rachunkéw i do réznych
wynikéw, co daje swietny material do dyskusji i por6wnan).

Zadanie 13. Co by bylo, gdyby nagle stopit sie caly 16d Antarktydy?
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Pytanie postawione jest tak nieprecyzyjnie, ze mamy miejsce na rézne pomysty:
to podnidstby sie poziom wéd w oceanach, to zmniejszytoby sie zasolenie
oceanéw itp. Jakie dane trzeba mieé, by obliczyé, o ile? (np. lady stanowia

30% powierzchni globu, $rednia pokrywa lodowa Antarktydy ma 2 km). Przed
przystapieniem do rozwiazania konieczne jest przyjecie zalozen pozwalajacych
na matematyczne wymodelowanie problemu, a samo rozwigzanie preferuje
szacowanie zamiast doktadnych obliczen oraz metody numeryczne zamiast
teoretycznych. Zagadnienie jest na tyle ciekawe, ze uczniowie chetnie do konca
wykonaja rachunki.

Zadanie 14. Jaka jest najwieksza predkosé, jaka moze osiagnaé cztowiek? Czy
moze on zaplaci¢ mandat za przekroczenie szybkosci na obszarze zabudowanym?

Co wlasciwie wiemy o tym zadaniu? Rekord $wiata na 100 m wynosi obecnie
9,77 s, mozna wiec sadzi¢, ze maksymalna predkosé, jaka osiagnal czlowiek,
to % = 10,24 m/s, czyli nieco mniej niz 37 km/h. Ale czy to wlasciwa
odpéwiedi? Przeciez zawodnicy nie biegng ruchem jednostajnym, musza si¢
najpierw rozpedzi¢. Na poczatku biegna wolniej, wiec aby ,zmiescié¢ si¢” w
podanym czasie, pod koniec dystansu ich predkosé musi by¢ wicksza. Zalézmy,
ze przez pierwsze 30 m zawodnicy rozpedzaja sie, a potem biegng ze stalg
predkoscia. Model ten ilustruje rys. 5. Ale gdzie zaznaczy¢ na nim te 30 m?
Oczywiscie jest to pole pod rosnacg czescia wykresu. Otrzymujemy zatem uklad
rownan: 1
§tOUmaX7

(9,77 — t0)Umax = 70,
skad wychodzi vpmax = 13,31 m/s, czyli prawie 48 km/h, a to radykalnie wigcej
niz poprzednio. Jednak i ten model biegu jest malto realistyczny, na starcie
bowiem przyspieszenie jest najwieksze, a dochodzac do swojej maksymalne;j
predkosci zawodnik juz w ogole nie przyspiesza, zatem tempo wzrostu predkosci
(czyli stromo$é wykresu) powinno maleé, a przejscie do funkcji statej powinno
by¢ gtadkie. Model spelniajacy te wymagania ilustruje rys. 6. Czy teraz
maksymalna predko$é¢ powinna byé wieksza, czy mniejsza niz poprzednio? Jesli
przyjaé, ze krzywa jest tukiem paraboli o wierzchotku w punkcie (to, Umax),
to predkosé te¢ mozna tatwo obliczyé¢, mamy bowiem: v(tg) = vUmax, czyli

v
ato(to — 2tp) = —at? = vpax, skad a = — r;; X oraz analogiczny do poprzedniego
0
uktad réwnan: .
0
/at(t — 2t0) dt = 30,
0

(9,77 — t0)VUmax = 70,
z ktorego vmax &~ 11,77 m/s, czyli ponad 42 km/h.
A gdyby dodatkowo uwzglednié¢ czas reakcji zawodnika np. 0,12 s? Co jeszcze
mozna wziaé¢ pod uwage?

Ku przestrodze

Jako swoisty antymoral do tego moralitetu niech postuzy autentyczna historia
z zajeé prowadzonych z nauczycielami na studium podyplomowym w ramach

przedmiotu Konstruowanie zadan. Oto oryginalne zadanie z podrecznika oraz

efekt jego ,,poprawienia” przez jednego z uwaznych uczestnikéw tych zajec.

Zadanie 15. Male zwierzeta sa czesto bardzo silne. Slimak winniczek wazacy
tylko 15 g potrafi ciagnac za soba ciezar, ktéry wazy 200 razy wiecej niz on sam.
Chrzaszcz rohatyniec nosorozec wazy zaledwie 3 g, a moze udzwignac ciezar

850 razy wigkszy. Ktore z tych zwierzat potrafi uciagnaé wiekszy ciezar? O ile
wigkszy?

Zadanie 15’. Musisz rozladowaé¢ samochdd z towarem, ktéry wazy 2 tony. Kogo
poprosisz o pomoc: $limaka winniczka czy chrzaszcza rohatynca nosorozca?

Czasem majstrowanie przy typowych zadaniach moze okazaé sie bardziej
niebezpieczne niz one same.
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