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Bajki kombinatoryczne
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Czy wyrazenia

nie daloby sie jako$ uprosci¢?

W matematyce pojawiaja sie liczne problemy tego typu, istnieje tez szereg metod
radzenia sobie z nimi. Przydatne bywaja zmudne rachunki, tradycyjna indukcja,
wnioski z obserwacji trojkata Pascala, korzystanie ze znanych juz tozsamosci, jak
réwniez metody mniej bezposrednie. Do tych ostatnich zalicza¢ mozna takie,
ktore wymagaja pozornego skomplikowania problemu, na przykltad poprzez
wprowadzenie sprytnie dobranego wielomianu lub pomystowe opowiedzenie
pewnej bajki. Jak sie okazuje, trafnie wymyslona historyjka moze prowadzié

do rozwiazania nie tylko bardzo krétkiego, ale tez eleganckiego i wydobywajacego
kombinatoryczne znaczenie zawiltych wzoréw. Kilkanascie takich wtasnie bajek
pragne tu zaprezentowaé (problemy postawione na poczatku rozwiazemy

w przyktadach 10 i 7).

Dowodzenie rownosci metoda bajek kombinatorycznych sktada sie z trzech
podstawowych etapow:

a) opowiedzenie bajki,

b) stwierdzenie, co konkretnie chcemy policzyé,

¢) policzenie tego dwoma r6znymi sposobami (z ktorych jeden prowadzi do lewej
strony zadanej tozsamosci, a drugi — do prawej), na przyktad w roznej
kolejnosci.

Przesledzmy to krok po kroku.

Przyklad 1. (7) = (")

a) Sposrod n dzieci k ma i$¢ do kina.

b) Na ile sposobéw mozemy wybraé te grupke?

¢) Mozemy wskazaé dzieci, ktore ida do kina (na (2) sposobow) lub mozemy —
rownie dobrze — wskaza¢ dzieci, ktore do kina nie ida (na (nﬁ k) sposobow). W

Przyklad 2. (Zﬁ) = %(2)

Zapiszmy powyzsza tozsamo$é w postaci (k + 1) (Zﬁ) = (n+1)(}) i policzmy,
na ile sposobow z grupy n + 1 0s6b mozemy wybraé k + 1, z ktorych jedna bedzie
szefem. Po lewej stronie najpierw wybieramy ekipe, potem z niej wytaniamy
szefa. Po prawej za$ najpierw typujemy szefa, potem dobieramy mu reszte ekipy.

]
Przyklad 3. Udowodni¢, ze ((n!)* - k!)|(kn)!

W kolejce w stoléwce szkolnej stoi kn dzieci, ktoére beda siedzie¢ przy k stolikach
n-osobowych. Nie jest istotne, kto siedzi przy ktérym stoliku, ani kto na ktérym
konkretnie miejscu, natomiast jest wazne, kto siedzi z kim przy stole. Na ile
sposob6ow moga usiasé?

Istnieje (kn)! réznych ustawien kolejki. Zalozmy, ze pierwszych k dzieci siada
przy pierwszym stoliku, nastepnych k przy drugim i tak dalej. Poniewaz nie
interesuja nas permutacje w ramach stolikéw ani numery stolikow, wiec dla danej
kolejki takie samo usadzenie otrzymamy na (n!)* - k! sposobow.
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Wobec tego réznych usadzen jest

(kn)!
(nh)k . kI
wiec ta liczba jest naturalna, co koniczy dowod. ]
Zadanie 1. Wykazaé, ze (Z) = #Lk),
Przyktlad 4.
~ /n
= 2”
> (1)
k=0

Sposrod n dzieci z pewnej klasy czesé idzie wieczorem do kina (byé moze 0
lub n). Na ile sposobéw mozna wybraé¢ te grupke?

Lewa strona: Zastanéwmy sie najpierw, ile oséb p6jdzie do kina. Nastepnie
wybierzmy te osoby sposréd wszystkich n.

Prawa strona: Spytajmy po kolei kazde z n dzieci, czy idzie do kina. ]

Niektore tozsamosci dosé tatwo modyfikowaé i rozbudowywaé, otrzymujac z nich
kolejne. Przyktadowo w powyzszej bajce, jesli ktos z zainteresowanych kupi
wczesniej bilety, otrzymujemy

Y k " =n2" 1,
> kL
k=0

jesli ponadto kto$ inny zbierze na nie pieniadze, to mamy

kf:—ok(k -1) <Z> =n(n—1)2"2

i tak dalej.

Zadanie 2. Jaka tozsamo$¢ otrzymamy w przypadku, gdy mozliwe jest, aby ta
sama osoba zbierala pieniadze i kupowala bilety?

Przyklad 5. Z powyzszego przyktadu mozna tez uzyskaé szereg tozsamosci dla
bajki o dwoch klasach, A i B, ktére wspolnie wybieraja sie do kina. Zalozmy, ze
w kazdej jest n uczniéw, a do kina wybiera si¢ potowa z catej grupy 2n oso6b.
Jesli z klasy A idzie k ucznidéw, a z klasy B pozostalych n — k, to korzystajac

z przyktadu 1 otrzymujemy
- ()= ()
() - (), .
— k n

Tu réwniez mozemy komplikowaé bajke: jesli ktos z zainteresowanych z klasy A

kupi wszystkim bilety, to
n 2
2n —1
E k L n " ,
k n—1
k=0

a jesli ktos z klasy B zbierze od wszystkich pieniadze, to
n 2
2n — 2
Z k(n —k) ") =2 ("
k n—2
k=0

Przyklad 6. Jeszcze inng tozsamosé otrzymamy rozwazajac, czy wsrod k + 1
0s6b wybierajacych sie do kina jest wychowawca klasy:

(Zii>:<2>+<kil> .

" /n " S (n—i
Qk _ —3n
> (1) -2 ()60
k=0 k=0 i=0

Na zebranie rodzicéw od kazdego z n dzieci przychodzi matka, ojciec albo nie
pojawia sie nikt. Ile réznych wariantéw zebrania moze sie odby¢?

i tak dalej.

Przyktad 7.
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Lewa strona: Niech k£ oznacza liczbe rodzicow obecnych na zebraniu
(0 < k < n), czyli liczbe reprezentowanych uczniéw — wtedy na 2¥ sposobow
decydujemy, ktore z rodzicéw przychodzi.

Srodek: Niech dodatkowo i oznacza liczbe obecnych na zebraniu matek (wtedy
k — i to liczba ojcow). Wybieramy matki, a nastepnie sposrod ojcéw pozostaltych
uczniéw wybieramy reszte uczestnikow zebrania.

Prawa strona: Kazde dziecko na trzy sposoby decyduje, czy i kto bedzie je
reprezentowal na zebraniu. ]

Przyklad 8.

) (03

Tym razem zal6zmy, ze w klasie jest 2n dzieci. Wychowawczyni chce usadzié je
w tawkach, wskazujac kazdemu dziecku, z kim siedzi i w ktorej lawce. Pozostawia
uczniom decyzje, kto z nich siadzie po lewej, a kto po prawej stronie.

L: Wybiera spos$rod wszystkich 2n dzieci dwojke 1 wskazuje im pierwsza z brzegu
tawke, nastepnie z pozostatych 2n — 2 dzieci wybiera kolejna dwojke do drugiej

z kolei tawki i tak dalej, az wreszcie z konicowej czworki wskazuje dwoje do
przedostatniej tawki, a pozostalych dwoje bedzie siedzie¢ w ostatniej tawce.

S: Ustawia uczniéw w szeregu i przydziela kolejnym parom tawki, w ramach
tawki uczniowie siadaja na 2 sposoby.

P: Wyczytuje wedtug listy. Pierwsze dziecko wybiera, z kim chce siedzie¢
w tawce, ma do wyboru 2n — 1 oséb. Kolejne wyczytywane dzieci, jesli jeszcze nie
maja pary, wybieraja ja sobie kolejno na 2n — 3,2n —5,...,5,3,1 sposoby. Zatem
mozliwych sposob6éw dobrania w pary jest

n
(%) (2n—1)(2n—3)-...-5-3-1=]](2i —1).

i=1
Nastepnie na n! sposobow przydziela n parom tawki. ]

Tozsamosé podobna do czesci S=P powyzszego przykltadu mozemy tez
udowodnié¢ inaczej.
Przyktad 9.

2n -
-nl=2". 2i—1
() lei-1
Na lekcji WF tych samych 2n dzieci Sciga sie w parach. Nauczyciel chce
zanotowaé wyniki — kto z kim biegt i kto w kazdej parze wygrat. Nie interesuje
go kolejnosé wyscigow. Ile réznych zestawoéw rezultatow moze zanotowacd?

L: Moze najpierw spisa¢ nazwiska tych n dzieci, ktére wygralty — ma
(2;) mozliwosci. Nastepnie, majac juz liste wygranych, moze przy kazdym
dopisa¢ nazwisko osoby, ktéra z nim przegrata — robi to na n! sposobow.

P: Moze najpierw zapisa¢ pary (wiemy, ze jest (x) sposobow dobrania ich, bez
ustalania kolejnosci), a nastepnie w kazdej parze podkresli¢ nazwisko osoby,
ktora wygrata (2" mozliwosci). [ |

Przyktad 10.

:Z:; <@Z> <2k/€>k! -ﬁ(% - 1)) + (2:> ol = 37 Zﬁ(% _

Zalozmy teraz, ze mamy te sama bajke, co w poprzednim przyktadzie, ale
mozliwe sa remisy.

L: Jesli nie bylo remiséw, to juz wiemy, ze jest (?)n! mozliwych zestawow
wynikow. Jesli byly remisy, to niech k£ oznacza liczbe biegdéw rozstrzygnietych,
k <n — 1. Sposrdd wszystkich 2n uczniéw trener spisuje tych 2k, ktérzy nie
zremisowali, nastepnie na tej liScie podkresla tych k, ktorzy wygrali ze swoimi
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partnerami, a na koniec przy kazdym wygranym zaznacza, z kim sie §cigat
sposrod k przegranych (na k! sposobow). Potem notuje, kto z kim biegt wérod
2n — 2k graczy, ktorzy zremisowali — jak juz wiemy z (%), mozliwosci jest
n—=k

IT (2 —1).

i=1

P: Tak jak w poprzednim przyktadzie: dobieramy uczniéw w pary, dla kazdej
pary mamy 3 mozliwe rezultaty wyscigu. ]

Czasem warto, opowiadajac prosta bajke, pozornie bardzo ja komplikowac.
Mozna, jak w ponizszym przykladzie, jednoczesnie porzadkowaé elementy
pewnego zbioru (u nas — uczniéw) i wyrozniaé konkretny element.

Przyktad 11.
i m\ (n+1
k) \k+1

m=k

P: Sposrod n + 1 0séb (n uczniow + wychowawca) wybieramy k + 1 osob.

L: Uczniowie sa uporzadkowani wedlug listy, wychowawca ma numer 0.
Ustalamy najwickszy numer i dobieramy reszte ekipy. Dla ustalonego
maksymalnego m mamy k < m < n oraz (’g) mozliwosci wyboru. ]

Nastepujace zadanie z Olimpiady Matematycznej to nieco trudniejszy przyktad
sumowania po pomystowo wybranym elemencie.

Przyktad 12. Rozwazamy wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru {1,...,n}
dla ustalonego 0 < r < n. W kazdym podzbiorze wybieramy najmniejsza liczbe.

P . . . . +1
Wykaza¢, ze Srednia arytmetyczna tych liczb jest rowna -

Wszystkich r-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego jest (:)
Wystarczy zatem obliczyé¢ sume S wyrdznionych liczb. Oznaczmy przez [; liczbe
zbiorow, w ktorych element 4 jest najmniejszy. Wtedy S = > i - I;.

i

Obliczmy [;: sposrod n — i elementéw wigkszych od i trzeba wybra¢ wszystkie
pozostate elementy podzbioru, czyli r — 1 liczb. Zatem [; = (f:ll) Stad

"L n—i
S = ; i (7" _ 1) .
Zinterpretujmy te liczbe inaczej, opowiadajac nowa bajke. Sposrod n + 1 liczb
0,1,...,n wybieramy podzbiér ztozony z r + 1 > 2 liczb. Uporzadkujmy
wszystkie takie podzbiory wedlug drugiej co do wielkosci wartosci. Dla
ustalonego ¢ mamy wtedy ¢ mozliwosci wybrania najmniejszej liczby (bo od 0
do i — 1) oraz (:__’) mozliwosci wybrania pozostalych r + 1 — 2 wiekszych od ¢

1
elementéw zbioru.

Wobec tego wszystkich naszych podzbioréw jest
n .
(n—i
>i(lT)) s
=1

Jednoczesnie oczywiscie jest ich (Zii), zatem S = (Zii)

Szukana $rednia arytmetyczna jest wiec, na mocy przykladu 2, réwna
+1
(:+1) _n+tl
n 7
) r+l

czego nalezalo dowiesé. |

Oto jeszcze inny przyktad zliczania po odpowiednio wybranym elemencie.

Przyktad 13.
XT: n+k\ (nt+r+1
k N r

k=0
Powroémy do dzieci w szkole, ktore tym razem przygotowuja uktad baletowy
na zblizajacy sie wielki bal. W dtugim szeregu tariczy¢ bedzie r chlopcow
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in + 1 dziewczat. Panig choreograf interesuje wytacznie to, na ktorych miejscach
beda tanczy¢ chlopcy, a na ktorych dziewczeta — w ramach jednej plci nie
rozréznia ona dzieci.

+r+1
R

P: Oczywiscie miejsca dla chtopcéw moze wskazaé na ( Sposobow.

L: Moze tez postapi¢ inaczej: wskaza¢ numer miejsca, na ktérym tanczyé bedzie
ostatnia, liczac od poczatku szeregu, dziewczynka (dalej beda juz tylko chlopey).
Zalézmy, ze przed ta dziewczynka pojawia sie w szeregu k sposrod wszystkich
chtopcow (pozostalych r — k stanowi koncowke”).

X

n dziewczat { sami chlopcy (r—k)

k chlopcoéw
miejsce

n+k+1

Wtedy ostatnia z dziewczat taniczy na miejscu o numerze (n + 1) + k. Sposrod
wczesniejszych n + k miejsc mozemy na ("']gk) sposobéw wskazaé te, na ktérych

tancza chlopcy i w ten sposéb mamy juz jednoznacznie wyznaczone cale

”
L. . C 4k
ustawienie. Stad wszystkich ustawien jest kzo (" L ) |

Nastepujace dwa przyklady pokazuja, ze czasami kluczowa okazuje sie kolejnosé,
w jakiej wprowadza sie okreslony podziat zbioru.

> (= O0)

Przed balem odbywa si¢ kolejne zebranie rodzicéw, na ktérym obecnych jest
m matek i n ojcow. Wychowawczyni znaczaco sugeruje, ze przydaloby sie akurat
n 0s6b do organizacji balu.

Przyktad 14.

L: Zglasza sie tyle wtasnie oséb, ale niekoniecznie sa to sami ojcowie. W takim
wypadku wychowawczyni prosi pozostatych ojcéw o pomoc przy pilnowaniu
porzadku podczas balu i niektérzy z nich sie zgadzaja.

n 0sob n 0s6b
k
E—
o =3
@V
n—=k
n ojcébw m matek n ojcow m matek
L P

P: Najpierw zglaszaja sie wszyscy ojcowie sktonni w jakikolwiek sposéb pomagaé
(jest ich k), nastepnie sposrod nich oraz zawsze chetnych do pomocy matek
wychowawczyni wybiera n os6b, ktére pomoga przed balem. Pozostali chetni

do pracy ojcowie beda pilnowaé¢ porzadku. |

2 (3) () 0= () ()

Tym razem n baletnic przygotowuje skomplikowany uktad taneczny na bal.

Przyktad 15.

L: Pani choreograf wybiera 2k sposréd nich do tariczenia w dwoch rzedach,
wskazuje k do pierwszego rzedu oraz j z drugiego, ktére beda mieé¢ indywidualne
role. Kazdej z pozostatych n — 2k dziewczat przydziela miejsce po lewej lub po
prawej stronie sceny.
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P: Baletnice ¢wicza w sali z wielkim lustrem na cata $ciane. Na poczatek pani
choreograf wybiera tych j dziewczat, ktére beda mieé¢ indywidualne role.
Nastepnie przyglada sie kazdej z pozostalych dwukrotnie — osobno baletnicy,
osobno jej lustrzanemu odbiciu. Sposéréd tych 2n — 25 niezaleznych postaci
wskazuje n.

Zauwazmy, ze dziewczat, ktore zostaly wskazane dwukrotnie (zaréwno osobiscie,
jak i w lustrze) jest tyle samo, co dziewczat, ktore nie zostalty wskazane weale (bo
juz maja indywidualne role lub bo nie przypadly pani choreograf do gustu),
bowiem w sumie wskazano tyle samo postaci, ile jest wszystkich baletnic (n).
Jesli zatem dziewczeta wskazane dwukrotnie beda tariczy¢ w pierwszym rzedzie,
a dziewczeta nie wskazane wcale — w drugim, razem z ,indywidualistkami”, to
rzedy te beda liczy¢ po tyle samo baletnic. Kazda z pozostatych dziewczat
zostata wskazana na jeden z dwoch sposobow — tylko w lustrze lub tylko
osobiscie. Zatem taki sposéb wyznaczania baletnicom rol prowadzi do tego
samego rezultatu, co sposob L. ]

Udowodnijmy na koniec, korzystajac z kolejnej bajki o balu, wzér na sume
kwadratéw kolejnych liczb.

Przyktad 16.
- 1 1
st (1)
= 3 2

Do balu pozostato n + 1 dni, tacznie z dzisiejszym. Baletnice maja

do prze¢wiczenia dwuczesciowy uktad. Calodniowa préba generalna ma by¢
ostatnia, wczesniej trzeba zaplanowaé po jednej probie kazdej z czesci uktadu. Te
dwie weczesniejsze proby moga odby¢ sie obie jednego dnia (cho¢by dzis), w takim
wypadku ich kolejnosé jest nieistotna. Na ile sposobéw mozna rozplanowaé grafik
prob?

L: Zaczynamy od ustalenia terminu proby generalnej: niech odbedzie sie ona
za k dni. Wtedy na kazda z wcze$niejszych prob jest do wyboru & terminow
(liczac tacznie z dzisiejszym).

P: Decydujemy najpierw, czy na proby potrzebujemy trzech réznych dni, czy
tylko dwoch. Jesli trzech, to wybieramy je na ("E,)H) sposoby i potem jeszcze
na 2 sposoby ustalamy, ktora z czesci uktadu éwiczymy na ktérej z pierwszych
dwodch prob. A jesli proby zajma nam tylko dwa dni, to wybieramy te dni

na (”;rl) sposoby i juz o niczym wiecej nie musimy decydowac. |

Zadanie 3 (rozwiazania nie znam, chetnie poznam). Zinterpretowaé
kombinatorycznie inng znana posta¢ wzoru na sume kwadratow:

", n(n+1)@2n+1)
E ]f =
k=0

6

Zadanie 4. Wykazaé, ze
n 1 n 1 2
Zkz(n; ) oraz ze ZkQ’:(n; )
k=0 k=0
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. . . 2 . .
Zadanie 5. Zauwazmy, ze (”;rl) to liczba wszystkich prostokatow

na szachownicy n x n o bokach wzdtuz linii podziatu kratek.

n
a) Zinterpretowaé¢ tak samo liczbe Y k3.

k=0
b) Udowodni¢ kombinatorycznie, ze suma pél wszystkich takich prostokatow jest
rowna ("‘3"2)2.

W powyzszych zadaniach o sumie szesciandéw raz opowiadamy bajke o grafiku
prob, a raz o prostokatach. W przyktadzie 12 réwniez pojawialy sie dwie rozne
historyjki interpretujace to samo wyrazenie. Urok i sita bajek kombinatorycznych
polegaja miedzy innymi wlasnie na wielkiej réznorodnosci pomystow

i na swobodzie dobierania najwygodniejszej w danym momencie interpretacji.

O tym, jak bujna wyobraznie maja matematycy i jak wiele bajek mozna
wymysli¢ na jeden temat, swiadczy¢ moga liczby Catalana.

Ciag liczb Catalana zadany jest wzorem ¢, 1 = n%rl (27?), jego poczatkowe
wyrazy to co = 0,c1 = 1,c0 = 1,¢c3 = 2,¢4 = 5, ¢5 = 14. Liczby Catalana

spelniaja dla n > 2 warunek ¢, = c1¢p—1 + c2Cp—a + ... + Cr_101.

W licznych bajkach interpretujacych liczby Catalana wystepuja miedzy innymi:
kasjerka wydajaca reszte klientom w kolejce do kina, zotnierze w dwuszeregu,
najkrotsze drogi w miescie, pasma gorskie o ustalonej sumie wysokosci gor,
wybory z jedna partia stale prowadzaca, triangulacje wielokata, pltaskie drzewa
binarne, niekrzyzujace sie usciski dtoni rycerzy przy okraglym stole i wiele, wiele
innych. O liczbach Catalana, powyzszych bajkach oraz o jeszcze kilkudziesieciu
dalszych interpretacjach przeczyta¢ mozna w ksiazce [1].

Zadania. Udowodnié¢ kombinatorycznie nastepujace tozsamogci:

Zadanie 6. n
doot=ort o
i=0

Zadanie 7.

> =
nl'ng'nk'

ni+ns+...4+nr=n
Zadanie 8. Wz6r dwumianowy Newtona
n
n . .
a + b n — ) alb’ﬂ*l
@ =3 ()

Zadanie 9. Tozsamos¢é Vandermonde’a

> (0= (")
(D)) (0

Zadanie 10.

Zadanie 11.

Zadanie 12.

"\ (n—1 k
n Lkl =nn
(kl)n kKl=n
k=1

[1] Richard P. Stanley, Enumerative Combinatorics, tom 11, str. 221,
fragment o liczbach Catalana dostepny tez na stronie www autora
http://www-math.mit.edu/~rstan/ec/

[2] Marta Sved, Counting and Recounting, The Mathematical Intelligencer,
vol. 5. no. 4, 1983, str. 21-26

Literatura

19



