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Problemy NP-zupelne (NPC) to takie problemy klasy NP, ze kazdy inny
problem klasy NP moze zosta¢ do nich zredukowany w czasie wielomianowym

— rozwiazanie jednego takiego problemu w czasie wielomianowym oznaczaltoby,
ze P = NP. Przyjmuje si¢ miedzy innymi, ze problem jest NP zupelny, gdy
dowolny inny problem NP-zupelny mozna sprowadzi¢ do danego problemu za
pomoca obliczen, ktére mozna wykonaé w czasie wielomianowym. Taka definicja
probleméw NP zupelnych implikuje fakt, ze jesli tylko potrafimy rozwiazaé
jakikolwiek problem NP zupelny w czasie wielomianowym, to potrafimy
rozwigzaé w czasie wielomianowym wszystkie problemy NP zupelne.

Pytanie, czy problemy NP zupelne mozna rozwigzywaé w czasie
wielomianowym, jest najwieksza zagadka informatyki teoretycznej — matematyki
obliczeniowej. Ciagle nie udowodniono nieréwnosci P # N (nie udowodniono
takze przeciwnie — ze P = NP), ktéra jednoznacznie stwierdzalaby, ze jest to
niemozliwe. Rozwiazanie tego problemu znalazto sie na liscie siedmiu stynnych
nierozwiazanych probleméw matematycznych trzeciego tysiaclecia, razem

ze stynna hipoteza Goldbacha. Udowodnienie nieréwnosci P # N (lub tez
przeciwnie — ze P = N) nazywane jest niekiedy problemem Cooka.

Twierdzenie Cooka méwi ze: problem spelnialnosci formut logicznych jest
problemem NP-zupelnym. (Twierdzenie Cooka — jedno z najwazniejszych
twierdzen teorii zlozonoéci obliczeniowej. Podaje ono pierwszy znany
problem NP-zupelny. Od momentu jego udowodnienia mozna bylo stosowaé
transformacje wielomianowe do dowodzenia NP-zupetnosci innych probleméw
decyzyjnych.) Mozemy podaé liste najwazniejszych (z réznych dziedzin)
probleméw NP-zupetnych:
e Logika

e Problem tréjspelnialnosci (3SAT)
e Problemy grafowe

e Problem znajdowania cyklu Hamiltona

e Problem znajdowania kliki w grafie

e Problem komiwojazera (COMI) (Salesman Problem)

e Problem znajdowania pokrycia wierzchotkowego

e Problem tréjkolorowalnosci (3COL)

e Kolorowanie grafu

e Cykliczne pokrycie krawedziowe
e Problemy podzialu zbioru

e Problem plecakowy

e Problem tréjpodziatu

Jezeli wymiar modelu matematycznego zadania wynosi n (np. rozpatrujemy
problem wyboru maksymalnej z n liczb, rozwiazujemy uktad réwnan

liniowych o n zmiennych, rozpatrujemy graf o n wierzchotkach itd.), to liczba
podstawowych operacji potrzebnych do rozwiazania go (zlozonosé) okreslana jest
wielomianem zaleznym od n: P(n) oznaczamy przez P, a algorytmy o zlozonosci
wykladniczej, ~ e™ (albo n!) oznaczamy przez NP (Non Polynomial).

Do takich probleméw zalicza sie tez zadanie Cooka o spelnialnosci —

zadana funkcja boolowska (Boolean) f(z), zmiennej logicznej (boolowskiej)
x = (z1,...,2T,) przyjmuje warto$é¢ 1 dla danego — jedynego zbioru

x* = (23,...,2,)": f(z*) =1 dla innych przyjmuje wartosé 0, (f(x) =0,

x # x*), okredli¢ ten zbidr a*. Olbrzymia wada takich zadan tkwi w tym, iz
liczba operacji w algorytmach je rozwiazujacych katastrofalnie rosnie wraz ze
wzrostem wymiaru n. Na przyklad przy n = 60 liczba ta bytaby réowna ilosci

ziaren w workach ustawionych rzedem od Ziemi do Stonca.
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Tabela 1. Czasy dzialania algorytmu wyktadniczego na dwoch komputerach

Wielko$é n 20 50 100 200
Czas dziatania | 1,04 s | 35,7 lat | 4 - 10 wiekéw | 5-10'* wiekéw
(2"/10°)
Czas dziatania | 0,001 s | 13 dni | 4- 10! wiekéw | 5 - 10! wiekéw
(2"/10%)

Juz przy n > 50 zadna obecnie znana technika obliczeniowa (komputerowa)

nie moze rozwiaza¢ probleméw NP-zupelnych w przeciagu (ramach) realnego
czasu (patrz tabela 1). Widzimy réwniez, iz 1000-krotne przyspieszenie szybkosci
dzialania komputera niewiele pomaga w przypadku algorytméw o zlozonosci
wyktadniczej. Do takich probleméw doskonale pasuje (zalicza sig) problem
komiwojazera (Salesman Problem) (odwiedzenie wszystkich n punktéw, kazdego
jednokrotnie i przebycie najkrétszej drogi). Ponadto w otaczajacym nas $wiecie,
w zasadzie przychodzi si¢ nam stykac¢ wtasnie z takimi problemami i brak jest
algorytméw szybko je rozwigzujacych, co istotnie hamuje proces poznania.

Jednakze, tak jak potwierdzaja badania naukowe, istnieja systemy, ktore moga
nieporéwnanie szybciej rozwiazaé szereg zadan, niz wspdlczesne komputery,

w tym niektére problemy z klasy probleméw NP-zupelnych. Taki system to nasz
Mézg! W tym czasie kiedy ,najmocniejsze” komputery potrzebujg dlugotrwatego
wykorzystania zasobdéw obliczeniowych dla rozwiazania problemu, nasz mézg
czasem daje natychmiastowa odpowiedz. Szkoda, iz praca naszego mdzgu

nie jest jeszcze prawie wcale zglebiona i zrozumienie mechanizméw takich
yzwariowanych” predkosci to zadanie przyszlosci. Ale niektore dostrzegalne
wlasciwosci pojmowania i reakcji mézgu mozna wykorzystaé¢ przy konstruowaniu
nowej klasy algorytméw, w tym do rozwigzywania probleméw NP-zupelnych.
Objaénimy to na przykladzie.

Wyobrazmy sobie, iz naprzeciwko nas stoi ogrodzenie — plot, w ktérym
wszystkie deski (n — sztuk) sa ,ciemne”, a jedna deska zostala zamieniona na
nowa — ,biata”. Jak czlowiek i komputer rozwiazuje to zadanie — brzmiace:
okresli¢ (znalezé) nowa — ,biala” deske. Komputer w ten czy inny sposéb bedzie
poréwnywal wszystkie deski wedlug kryterium koloru dla okreslenia ,biatej”
deski. W przypadku najlepszym aby wykonaé¢ zadanie komputer potrzebuje
wykonaé 1gn operacji.

Crzlowiek (mézg) gdy rozwiazuje problem — blyskawicznie (za jedna iteracja)
— od razu pokaze — oto ona — ,biala” deska !!! To genialno$¢ Stworcy,
ustanawiajacego tak uniwersalny system jakim jest czlowiek, tak mato
wiedzacy o samym sobie. Ale sprébujmy realizowaé prosty model pracy
mozgu (w sensie algorytmu) na przytoczonym wyzej przykladzie w postaci
matematycznej. Niech istnieje zbidr n wartosci N1, No,.... Potrzebujemy
znalezé maksymalng liczbe Np = max Ny, z tych liczb k = 1, n. Zakladamy,
ze wszystkie liczby sa rézne i [N; — N;| > § > 0 dla
1 # j. Przy tym wspominamy, ze technika obliczeniowa
ruch ! wwyrosta z urzadzen analogowych, a w modelu bedziemy
ckran wykorzystywaé operacje analogowe. Dla zorganizowania
struktury obliczeniowej (algorytmicznej), zakladamy, ze
posiadamy n jednakowych procesoréw elementarnych
P;,, k =1,n realizujacych jedna i ta sama operacje —
przeksztalcanie wartoéci Ny w odpowiednia wysokosé stupa
swietlnego (lub wartosé napiecia elektrycznego), wysokosé
ktorego to Hy = Nj. Posiadamy, takze procesor centralny
Pr, — gléwny procesor (Main Processor — MP), ktéry reaguje
na istnienie swiatla i steruje ruchem nieprzepuszczalnego
ekranu, a zasadniczo — jezeli jest $wiatto, to realizowany
jest ruch ekranu do géry; — jezeli nie ma Swiatta to
ekran zatrzymuje si¢ i opuszcza si¢ do dotu o wielkosé
0 — dokladno$é rozwigzania zadania (patrz rys. 1).

sterowanie
(wyjscie)

Rys. 1. Model wielopoziomowej struktury obliczeniowej
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W tym momencie pojawia sie sygnal $wietlny tylko od
jednego zrédla — odpowiadajacego maksymalnej wartosci
(patrz rys. 2).

H,y

Hj

Sygnal ten jednoczesnie przenosi informacje o numerze P,
wielkosci Np i inne. Oczywiste jest, iz tak zorganizowany
model obliczeniowy daje rezultat w wyniku dwéch

H, operacji analogowych:

1 — podnoszenie ekranu do momentu zaprzestania detekcji
$wiatla,

Hy, . . /s
2 — opuszczenie ekranu o wielko$¢ 6.

Pr;y Pro Prg Pr,

MP

Pr; Pr,

opyeIng

Zlozono$é nie zalezy od n !l

Czas obliczen — fizyczny odpowiednik ilosci operacji —
N, =max zalezy tylko od wielkosci maksymalnej liczby Np.

sterowanie W wielu realnych zadaniach wielko$¢ Np moze by¢
(wyjscie) niewielka. Na przyktad dla zadania (problemu)

Rys. 2. Dzialanie wielopoziomowej struktury obliczeniowej kormwmazera (Salesma‘n Problem) wielkos¢ NP rowna

jest dtugosci maksymalnej drogi przechodzacej przez
wszystkie wierzchotki (punkty). W zwiazku z tym obliczenie (znalezienie)
wielkosci maksymalnej z liczb nie zalezy od wielkosci n, rowne jest czasowi
podnoszenia ekranu — Tp na wysoko$¢ Hp = Np i proporcjonalnie Np : Tp =
= « - Np. Przy czym wspolczynnik o moze byé réwny 1/c, gdzie ¢ — predkosé
Swiatta.

Analogiczne opierajac sie na tych zasadach mozna zbudowaé model rozwiazujacy
zadanie komiwojazera (Salesman Problem) — znajdowanie drogi o najmniejszej
dlugosci, przechodzacej przez n punktéw (kazdy odwiedzajac jeden raz).
Pokazemy jak to wykonac.

Wezmy n punktéow ai, ..., a, o wspélrzednych Ny, ..., N,. Potrzebujemy
znalez¢ minimum funkcji f (i1, 42, . . . ,4,) — dlugo$é drogi, przechodzacej

przez punkty a;,,...,a;,. Przy czym, i; # iy jeSli j # k14,4, € {1,...,n},

J, k€ {l,...,n}. Wykonujemy obliczenia aby okresli¢ min f(iy,...,i,) =

= f(if,...,4). Musimy wybraé¢ wiec minimalng warto$¢ z n! wartosci
f(i1,...,4n). Liczba zestawéw wartosci (41, . ..,%,) réwna jest nl. Mozna

to zadanie rozwiaza¢ analogicznie do poprzedniego , ale aby to uczynic¢
potrzebujemy n! elementarnych procesoréow. Pokazemy jak mozna zorganizowaé
strukture obliczeniowa przy wykorzystaniu n(n — 1)/2 procesoréw
elementarnych, tak aby liczba obliczen byta funkcjg liniowa zalezna od n.

Niech kolejny elementarny procesor otrzymuje od procesora gtéwnego MP
wspotrzedne wszystkich N;, oblicza tylko odleglo$¢ pomiedzy dwoma punktami
ai, 1 a;, przypisana na stale do tego procesora. Jezeli wszystkie n(n —1)/2
elementarne procesory przekaza (wylicza) wszystkie mozliwe odleglosci pomiedzy
parami punktéow a;, i a;, z posréd n punktéw ai,...,a,. Niech, ponadto,

= : kazdy elementarny procesor Pr; okresla odpowiednig do

dystansu (odleglosci) swojej pary (a;,, a;,) dlugosé fali
elektromagnetycznej i odpowiadajacej jej czestotliwosci.
Przy czym szybko$¢ rozprzestrzeniania si¢ sygnatu V;
jest odwrotnie proporcjonalna do dlugosci dist(a;,, a;,) :

O [0] (0] (0]

@) | V; ~ dist(a;, , a:,) 1. Jednoczeénie przekazywana jest
Pr; Pry Pr3 Prj, Pr, . . L. .
informacja o numerach ¢ i is. Przy tym zachodzi
Rys. 3. Model wielopoziomowej struktury obliczeniowej — interferencja fal (sygnaléw) od réznych nadajnikéw

generowanie sygnaléow Swietlnych.

(patrz rys. 3).

W ten sposéb realizujemy tworzenie wszystkich fal réznych czestotliwosci,

w tym takze wszystkich mozliwych fal odpowiadajacych odlegtosciom tras
(drég) przechodzacych przez rézne punkty a;,, ai,,. .., a;, W postaci sumy
czestotliwodei Vi, + Vi, + ...+ Vi, przy czym najmniejszej dtugosci odpowiada
maksymalna predkosé rozchodzenia sie fali. Na drodze przebiegu (przechodzenia)
fali stoi bufor selekcjonujacy (Selection Bar) (patrz rys. 4).
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Rys. 4. Model wielopoziomowej struktury obliczeniowej z buforem
selekcjonujacym.

| odbiornik +—

111 vt 111111

| bufor selekcjonujacy |
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Rys. 5. Model wielopoziomowej struktury obliczeniowej z buforem
selekcjonujacym i odbiornikiem.

Bufor ten wygasza sygnaly posiadajace mniej niz 2n
par punktéw, a takze posiadajace 3 lub wiecej razy
powtarzajace si¢ punkty a;, ,a;, , @i, ;.. ..

W ten sposéb przepuszczane sa tylko sygnaly sktadajace
sie z sumy dlugosci réznych n par, kazdy punkt wchodzi
rowno 2 razy, to znaczy realizowane sa wszystkie
mozliwe dlugodci tras, przechodzacych przez kazdy punkt
doktadnie jeden raz.

Na trzecim etapie, za buforem selekcjonujacym, stoi
odbiornik (Receiver) (patrz rys. 5), ktéry reaguje na
pierwszy przychodzacy sygnal odpowiadajacy fali

o maksymalnej szybkosci V* =V + V> + ... + V¥,

a to oznacza fale o minimalnej dtugosei f(i3,...,i5) =
=min f(i1,...,i,). Po czym, sygnal ten wraz

z informacja o numerach 7, ..., %, po ktérych
przechodzac realizowane jest minimum drogi,
przekazywane jest dla procesora gtéwnego MP.

Przy tym czas obliczenia drogi minimalnej (trasy)

réwny jest czasowi przechodzenia sygnatu (fali)
stanowiacego sume n sygnaléw i proporcjonalnego do

~ n* max(dist(a;, a;)), 4,7 € {1,...,n} tj. linlowy
wzgledny rozmiar zadania wynosi n. W przedstawionym
modelu wykorzystaliémy n(n — 1)/2 elementarnych
procesoréw i otrzymalismy liniowy stopien ztozonosci
struktury algorytmicznej w ocenionym pierwszym modelu
ze skoficzong zlozonoscia struktury obliczeniowe;j.

Przytoczmy jeszcze jeden przykltad, tym razem realizujacy wielopoziomowa
strukture obliczeniowa symulowana w oparciu o poréwnywanie napie¢
elektrycznych w celu realizowania algorytmu sortowania. Sortowanie nie jest
problemem klasy NP, ale w przypadku duzej iloSci danych czas sortowania
ma zasadnicze znaczenie. Sortowanie jest jedna z najczesciej wykonywanych
czynnosci podczas przetwarzania danych.

Przyjmijmy model wykonany zgodnie z przedstawiang powyzej architektura.
Model interpretowany jest na klasycznym przykladzie wyboru maksymalnej

liczby z n podanych liczb pg = ¢(x0), 1 = ©(21), ..

., on = p(zy). Rozpatrzmy

ztozonosé algorytmiczna obliczen. Oznaczmy przez ¢ ztozono$é algorytmiczna.
Korzystajac z opisanej architektury globalnej mamy zlozonosé niezalezng od
ilosci danych n i wynoszaca ¢; = 1 (algorytm niezaleznie od iloéci danych
wykonuje pewng stala liczbe operacji). W przypadku wykorzystania obliczen
rownoleglych, ztozonosé algorytmiczna wynosi co = logn. Sortowanie

zbioru danych zawierajacego n wartosci ¢;, @ € {0,1,2,...,n — 1,n} jest
wykonywane wedlug nastepujacego opisanego ponizej algorytmu (wykorzystujac

A
B

Komparator F(A, B)

Rys. 6. Komparator analogowo — cyfrowy.

wielopoziomowa architekture obliczeniows). Zakltadamy, iz posiadamy n
procesoréw elementarnych Pr;, i € {1,...,n}, traktujemy kazdy z procesoréw
jako komparator posiadajacy dwa wejscia analogowe A i B oraz wyjscie cyfrowe
F(A, B) (patrz rys. 6). Warto$¢ na wyjsciu cyfrowym okreslona jest wzorem

_J O jezei A# B
F(A, B) = { 1 jezeli A=B

Wszystkie procesory wykonawcze Pr;, i € {0,1,2,...,n — 1,n} kontrolowane
sg przez centralny procesor — procesor gtéwny MP. Pomiedzy procesorami
wykonawczymi nie ma wymiany danych. Dane sg wymieniane tylko pomiedzy
procesorem centralnym MP a procesorami wykonawczymi.

Zalozenia:

e Uklad sortuje wartoéci liczbowe ¢; € RT
e Maksymalna warto$¢ sortowana wynosi ¢max 1 jest zalezna od realizacji
sprzetowej i jej ograniczen.
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Sortowanie realizowane jest wedlug nastepujacego algorytmu:

1. Procesory wykonawcze Pr; otrzymuja od procesora dane (kazdy z procesoréw
otrzymuje i-ty wyraz sortowanego ciagu danych) — operacja jednokrotna
— wszystkie procesory otrzymuja dane jednocze$nie. Warto$é tej danej
podawana jest na wejscie A procesora wykonawczego.

2. Na wejécia B procesorow wykonawczych procesor podaje sygnal ciagly
o wartosci ¢p rosnacej od 0 (zera) do ©|mae,- Sygnal podawany jest na
wszystkie procesory jednoczesnie.

3. Procesory w tym samym czasie, w ktérym podawany jest sygnal, zwracaja
procesorowi centralnemu warto$é¢ F(A, B). Jezeli FI(A, B) = 1 procesor
centralny dodaje wartos$é¢ 1 do indeksu w (przed rozpoczeciem wykonywania
algorytmu w = 0) oraz wpisuje warto$¢ podawana na wejscie B jako kolejny
element nowego ciagu. Jezeli w = n — ¢, ¢ — numer iteracji, ¢ € (0,n — 1),
procesor centralny zaprzestaje zwiekszania wartosci na wejsciach A
procesoréw wykonawczych.

4. Otrzymany nowy ciag jest posortowany niemalejaco.

Korzystajac z tego algorytmu opartego o wielopoziomowa architekture
obliczeniowa mozemy wiec rozwiazywaé problem sortowania duzych zbioréw
danych.

Wracajac do problemu Cooka, mozna potwierdzi¢, ze ilos¢ obliczen i liczba
elementarnych procesoréw potrzebna do otrzymania optymalnych rezultatow
zalezy od konkretnej postaci funkeji f(x1,...,x2). Analogicznie do problemu
komiwojazera (Salesman Problem) dla kazdej konkretnej funkcji f(z1,...,z2)
moze by¢ realizowany wlasny model obliczeniowy, dajacy wielomianowy stopien
zlozonodci.
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