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Podzialy prostokatow
Michat ADAMASZEK

Rzecz bedzie o krojeniu prostokatéw. Nie catkiem dowolnie, rzecz jasna,

ale na mniejsze prostokaty. Dokladniej, podziatem prostokgta nazywamy rozbicie
na skonczenie wiele prostokatéw o bokach réownolegtych do bokéw poczatkowego
prostokata. Méwimy, ze prostokat jest typu a x b, jezeli jego boki majag dtugosci a
ib, przy czym wyrdzniamy kierunek ,poziomy” i ,pionowy”; czyli zwracamy uwage
na kolejnosé: prostokaty typu a x b ibx a to co innego (dla pedantow: o ile a # b).
Umawiamy sie, ze pierwsza liczba opisuje dtugo$¢ boku poziomego, a druga
pionowego (jak w uktadzie wspolrzednych). Zgadzamy sie tez dalej na drobne
naduzycie, a raczej rozszerzenie pojecia i symbolu podzielnosci x|y na przypadek
r,y € Ry w jedyny sensowny sposob: x dzieli y, jesli £ jest liczba catkowita.

Najprostsze sg podzialy na prostokaty tego samego typu. Prostokat P = A x B
daje sie podzieli¢ na prostokaty typu p = a x b wtedy i tylko wtedy, gdy a|A

i b|B. Bedziemy wowczas pisa¢ w skrocie p|P. Ostatecznym naszym celem jest
pojscie o krok dalej i udowodnienie pewnego stwierdzenia o wtasnosciach
podzialéw na prostokaty dwoch ustalonych typow. Zaczniemy jednak od duzego
skoku i zajmiemy sie zupelnie dowolnymi podziatami.

Ponizszy lemat de Brujina zajmuje kluczowe miejsce w badaniu podziatow.
Udowodnimy go dalej na dwa sposoby. Jezeli Czytelnik mimo to nie poczuje sie
przekonany, w artykule [1] znalezé moze az 14 (!) réznych dowodow.

Twierdzenie (de Brujin, 1969). Prostokat podzielono na mniejsze prostokaty,
z ktorych kazdy ma co najmniej jeden bok catkowitej dtugosci. Wowcezas ,duzy”
prostokat tez ma co najmniej jeden bok catkowitej dtugosci.

Dowéd 1. (obrazkowo-teoriografowy) Z podziatem zwiazemy graf (lub jak
kto woli multigraf, gdyz dopuszczamy wielokrotne krawedzie), ktory tworzymy
nastepujaco. Wierzcholkami grafu sa wierzchotki prostokatéw podziatu. Dla
kazdego z prostokatow podziatu wybieramy doktadnie jeden (nawet jesli sa dwa)
kierunek wzdtuz ktérego bok ma dlugosé catkowity i rysujemy krawedzie wzdluz
bokéw lezacych w tym kierunku. Otrzymujemy cos takiego:

7 kazdego z wierzchotkéw duzego prostokata wychodzi w naszym grafie jedna
krawedz. Z kolei kazdy z pozostatych wierzchotkéw podziatu ma stopient 2 lub 4,
zaleznie od tego, ile prostokatow podziatu sie w nim schodzi (patrz A i B na
rysunku). Wobec tego, rozpoczynajac marszrute po krawedziach grafu z jednego
z rogow, dojdziemy do ktoregos innego rogu prostokata (istnieje sciezka Eulera).
To jednak oznacza, ze wspolrzedne tych rogéw réznig sie o liczby catkowite, gdyz
krok wzdluz kazdej krawedzi zmienia kazda wspolrzedna o liczbe catkowita
(jedna zmienia o dlugo$é boku, ktora jest catkowita bo tak wybralismy krawedzie
w grafie, a druga o 0). Na tym koniec dowodu. O

Dowod 2. (analityczny) Na poczatek oznaczenia: niech P = A x B bedzie
umieszczony w uktadzie wspoélrzednych z wierzchotkami w (0,0), (A4,0), (0, B),
(A, B) i niech p1,...,pr beda prostokatami podzialtu, przy czym

pi = i1, Tio] X [Yi1, Yio)- Zalozenie nasze mozemy wiec sformutowaé nastepujaco:
dla kazdego i = 1,...,k co najmniej jedna z liczb x;5 — x;1, ¥i2 — yi1 jest
catkowita. Dalej jest juz prosto: obliczymy nastepujaca, wyciagnieta z kapelusza
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catke:

A B
/sin(27rx)dx . /sin(27ry)dy = //sin(27rx) sin(2my)dxdy =
0 0 P

= Z / / sin(2mx) sin(2my)drdy =

X452 Yi2
= Z/Sin(%’x)dm . /sin(27ry)dy =0
i Ti1 Yi1

Ostatnia suma jest rowna 0, gdyz kazdy sktadnik jest zerem: z zalozenia wynika
bowiem, ze ktory$ z przedzialéw catkowania ma dlugosé catkowita, wiec

z wlasnosci funkcji sinus wnioskujemy, ze odpowiednia catka znika. Otrzymujemy
zatem, ze jedna z calek fOA sin(27z)dz, fOB sin(27my)dy jest zerowa, a zatem
odpowiednia granica catkowania (A lub B) jest liczba catkowita, o czym
przekonuje nas ponownie rzut oka na wykres funkcji sinus. O

Ten dowod pozostawia niedosyt, bo niby wszystko dobrze, ale skad magicznie
wziela sie ta catka? Czesciowe wyjasnienie tego fenomenu pojawi sie pozniej.

Przechodzimy teraz do zapowiedzianych podzialéw na prostokaty dwoch typow.
Na poczatek, dla wprawy, nie catkiem dowolnych:

Stwierdzenie. Prostokat A x B podzielono na prostokaty, z ktorych kazdy jest
typu a X b lub b x a. Wowczas kazda z liczb a, b dzieli ktoras z liczb A, B.

Dowdd. Zastosujemy proste przeskalowanie — kazdy bok prostokata skracamy a
razy. Dostajemy w ten sposob prostokat % X % podzielony na prostokaty typu

1 x g oraz g x 1 z ktorych kazdy ma w oczywisty spos6b co najmniej jeden bok
catkowitej dtugosci (réwnej 1). Z lematu de Brujina wnosimy, ze i caly prostokat
% X % ma te wlasnosé, czyli a|A lub a|B. Dla b rozumowanie jest oczywiscie

analogiczne. O

Zauwazmy, ze moze sie zdarzy¢, iz obie liczby a, b dziela te sama z liczb A, B, a
nie dziela tej drugiej.

Docieramy wreszcie do obiecanego stwierdzenia o podziatach na prostokaty
dwoch typow.

Twierdzenie. Prostokat P = A x B podzielono na prostokaty, z ktorych kazdy
jest typu R; = a1 X by lub Ry = as X ba. Wowcezas prostokat P mozna podzielié
na dwa prostokaty P; i P> (jeden moze by¢ pusty) takie, ze Ri|P; i Ra|Ps.

Innymi stowy, mozna podzieli¢ P na dwie czedci, z ktorych kazda mozna
trywialnie wyparkietowaé prostokatem tylko jednego z zadanych typow. Oto
przyktad:

Z lewej strony mamy prostokat 11 x 6 podzielony na prostokaty typu 3 x 1
i2x 3. Z prawej ten sam prostokat udalo sie podzieli¢ na dwie czesci (3 x 6
i 8 X 6), z ktorych kazda pokrywamy prostokatami jednego typu.

Zwroémy uwage, ze teza tego twierdzenia nie mowi np., ze prostokaty

z oryginalnego podziatu mozna poprzesuwaé tak, aby dosta¢ podziatl na dwie
trywialnie wyparkietowane czesci. Nie bylaby to prawda, co widaé¢ nawet

w powyzszym przyktadzie.

Pora na dowod, a raczej dowody (ponownie dwa), ostatniego twierdzenia.
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Dowod 1. (z przeskalowaniem) Zastosujemy dwukrotnie znana juz technike:

e przeskalujmy bok poziomy i razy a pionowy % razy. Otrzymujemy
prostokat % X % podzielony na prostokaty typu 1 x Z—; oraz Z—? x 1. Na
mocy niesmiertelnego lematu de Brujina a1|A lub by|B.

e teraz bok poziomy przeskalujmy é razy, a pionowy % razy. Dostajemy
prostokat :;2 X % podzielony na prostokaty typu ¢= x 1 oraz 1 x Z—f. Tym

2
razem wnosimy, ze as|A lub by|B.

Reasumujac, udowodnilismy prawdziwos$¢ zdania:
(CL1‘A V bng) A\ (a2|A V b1|B>

Ze wzgledu na symetrie zmiennych a i b wystarczy rozpatrzeé nastepujace dwa
przypadki:

e a1|ANb|B. Wtedy R;|P, wiec caly duzy prostokat da sie wyparkietowaé
prostokatami typu Ry = a; x by (bierzemy podzial Py = P, P, = ().

e a1|A A as]A. Patrzac na pionowy bok prostokata P widzimy, jest on
pokryty pionowymi bokami prostokatéw podziatu. Jezeli to pokrycie
tworzy m bokéw dlugosci by i n bokéw dlugodci bo, to mamy:

mby +nby = B

Biorac podzial P na Py = A x mb; i Py = A X nby = A x (B —mby)
dostajemy to, co trzeba: oczywiscie Ry = a; X b1|A x mb; = Py
i R2 =ag X b2|A X leg :PQ.

O

Dowod 2. (analityczny) Ten dowdd, ktory jest kluczowym punktem
programu, bedzie samowystarczalny w tym sensie, ze nie odwolamy si¢ do lematu
de Brujina.

Przyjmijmy oznaczenia jak z dowodu analitycznego lematu de Brujina. Woéwczas
fakt, ze prostokaty p; stanowia podzial prostokata P, mozemy analitycznie
wyslowi¢ nastepujaco:
(1) XP = Xp DW.

i
gdzie x oznacza funkcje charakterystyczna zbioru. Nie widaé¢ specjalnie, co
mozna wywnioskowaé z takiego rownania. Nieoczekiwanie (?) przeksztalcimy go
obliczajac transformate Fouriera obu stron. Przypomnijmy, ze transformata
Fouriera to operator f +— f okreslony dla f € L'(R™) wzorem:

Fl@)= [ ft)e > = qt
/

Transformate funkcji charakterystycznej prostokata o bokach réwnolegtych do osi
uktadu wspolrzednych tatwo obliczyé wprost z definicji i rachunek ten
pominiemy. Jezeli @Q = [a, a + a] x [3, 5 + b] to:

2ri(zatys) SN AT sin by

2 Yo =
e) lwy) = e

przy czym, jak wida¢, istotny (sinusoidalny) czynnik zalezy tylko od dilugosci
bokow prostokata (a,b), a nie od jego punktu zaczepienia («, 5) w ukladzie
wspolrzednych. To $wietnie pasuje do naszej sytuacji, w ktorej mamy duzo
prostokatéw tego samego typu w réznych miejscach.
Transformata Fouriera lewej strony (1) jest wobec tego rowna:
- sin Anx sin By
xp(x,y)=—————
T Yy

Transformata strony prawej rozpada sie z kolei na wyrazy dwoch typow: takie,
w ktorych (a,b) = (a1,b1) i te, gdzie (a,b) = (as, by) (oznaczenia jak w (2)). Stad
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otrzymamy:

fx\p (z,y) = f(z,y)

sinaymx sin byy sin asmx sin by

9(x,y) —————,

T Y T Y

gdzie f i g sa sumami wyrazen postaci 27 (*#i1+v¥i1) dla poszczegolnych
prostokatéw. Ostatecznie:

f(z,y) +g(x,y)
T Y 9 Yy T Yy

sin Arx sin By sinaymx sin by Ty sin asmx sin by

W tej rownosci, prawdziwej dla dowolnych z,y € R, podstawmy kolejno:

o (z,9) = (5
sin(a%w) sin(2m) = 0, co implikuje a;|A lub by|B.

e (z,y) = (L,7). Tym razem dostajemy as|A lub b |B.

Otrzymalismy koniunkcje dwoch alternatyw jak w poprzednim dowodzie
i powtarzamy koncéwke tamtego rozumowania. O

Teraz rozjasnila sie nieco kwestia pochodzenia tajemniczej catki z sinuséw

z dowodu analitycznego lematu de Brujina. Sinus nie byl tam konieczny —
udaloby sie z dowolng funkcja okresowa o podobnych wtasnosciach. Niemniej
jednak mito widzieé¢, ze narzedzia analityczne o tak ugruntowanej pozycji

i wydawaloby sie¢ dobrze znanym przeznaczeniu jak transformata Fouriera
pojawiaja sie w mniej oczekiwanych zastosowaniach.

Na koniec dodajmy dla porzadku, ze lemat de Brujina i ostatnie twierdzenie
dziataja dla hiperprostopadtoscianéow wielowymiarowych, z ktorej to ogdlnosci
tutaj zrezygnowali$émy, bo namnozenie indekséw Zle wplywa na przejrzystosé.
Odpowiednie sformutowania tatwo znalezé i udowodnié¢ tymi samymi technikami.
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