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Pomyst czy komputer?

Jeden z najwybitniejszych umystéw matematycznych XX wieku Paul Erdos
czesto mawial o Ksiedze, w ktorej Bog gromadzi doskonate dowody twierdzeri
matematycznych. Dodawat tez, ze nikt nie musi wierzy¢ w istnienie Boga, ale
kazdy, kto jest matematykiem, powinien wierzyé¢ w istnienie Ksiegi. Wydaje sie,
ze wiekszo$¢ matematykow potrafi docenié¢ piekno ukryte w najcelniejszych
matematycznych dowodach, choé¢, z pewnoscia, opinie, co do tego, ktory dowod
nadaje sie do Ksiegi moga sie¢ réznié. Jednak, co do pewnego dowodu, opinia
wszystkich matematykow jest jednomyslna, niezaleznie od tego, jaka dziedzina
sie zajmuja i jak rozumieja pojecie piekna. Jest nim dowdéd Problemu Czterech
Koloréow (czyli tytutowego PCK), ktory, z pewnoscia, nie jest dowodem z Ksiegi.
Nikt nie powie o nim, ze jest elegancki, bo trudno nazwaé eleganckim dowdd

w przewazajacej czesci oparty na komputerowych obliczeniach, ktérych, na dobra,
sprawe, nie jesteSmy nawet w stanie sprawdzi¢. Trudno sie tez dziwi¢, ze
matematycy caly czas przescigaja sie w pomystach na znalezienie innych drog
rozwiazania tego problemu, takich, ktorych uwieniczeniem bedzie dowdd nadajacy
sie do Ksiegi. Kilka takich pomystéw przedstawimy w niniejszym artykule.

Sam problem liczy sobie juz ponad 150 lat. W roku 1852 Francis Guthrie chcial
pokolorowa¢ mape Anglii w taki sposob, zeby sasiednie hrabstwa byty
rozroznialne, tzn. zeby zadne dwa graniczace ze soba nie mialy tego samego
koloru (takie kolorowanie nazywaé¢ bedziemy poprawnym). Udalo mu sie zrobi¢
to przy uzyciu czterech barw, wysnul wiec przypuszczenie, ze byé¢ moze taka
wlasnie ich liczba wystarczy dla dowolnej ptaskiej mapy. Przez jakis czas
problem pozostawat nietkniety, az do pojawienia sie pierwszego ,dowodu”.

W roku 1879 Alfred Bray Kempe uzywajac prostej indukeji ze wzgledu na liczbe
obszaréw udowodnil hipoteze Guthrie. Opart sie w swoim dowodzie na fakcie,
wynikajacym wprost ze wzoru wielo$cianowego Eulera, ze kazda mapa musi
zawieraé panstwo, ktore ma co najwyzej pieciu sasiadéw. Przez 11 lat uznawano
problem za rozwiazany, a dowod Kempego za poprawny. Az w roku 1890 Percy
John Heawood znalazl mape, na ktorej rozumowanie Kempego nie dawalo
pozadanych rezultatéw. Dowod Kempego okazal sie falszywy, ale nie catkiem
bezuzyteczny, gdyz po pewnych modyfikacjach dokonanych przez Heawooda
okazal sie by¢ poprawny dla nieco stabszego, ale tez niebanalnego, twierdzenia
o pieciu kolorach. Wtedy dopiero $wiat matematyczny zaczat sie baczniej
przygladaé hipotezie o czterech kolorach.

Historia atakéw na problem jest tak bogata, ze wystarczytaby do napisania
niejednego artykulu, wiec przytoczymy tylko niektére wyniki. W roku 1922
Franklin udowodnil, ze kazda mape sktadajaca sie z co najwyzej 25 obszaréw
mozna pokolorowaé¢ poprawnie czterema kolorami. Po upublicznieniu tego
rezultatu zaczal sie prawdziwy rachunkowy wyscig. 4 lata pézniej Reynolds
pokazal ze mapy co najwyzej 28-obszarowe sa czterokolorowalne, w 1938 Franklin
poprawil ten rezultat na 32, w 1940 Winnowi udalo si¢ udowodnié¢ hipoteze dla
map co najwyzej 36-obszarowych. Potem podniesiono te granice do 52 i wreszcie
92. Na tym wyscig sie skoriczyl, bo w roku 1976 Kenneth Appel i Wolfgang
Haken podali pelny dowod. Jak juz wspominalismy, nie byt to dowod elegancki.
Opierat sie na komputerowej analizie 1936 konfiguracji. Wprawdzie

w najnowszym dowodzie Robertsona, Sandersa i Seymoura z 1997 roku mamy
ich juz tylko 600, ale w dalszym ciggu nie obejdzie sie bez pomocy komputera.

W innym jezyku

Problem czterech barw mozna réwnowaznie sformulowaé¢ w bardziej formalnym
jezyku, a najodpowiedniejszy jest niewatpliwie jezyk teorii grafow. Jezeli
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w Srodku kazdego paristwa umiescimy punkt, a punkty, ktore leza w panstwach
sasiednich potaczymy liniami, dostaniemy graf, ktérego wierzchotkami bedg owe
punkty, a krawedziami linie je taczace. Bedzie to pewien szczegdlny graf zwany
dualnym do danej mapy. Ze sposobu, w jaki go tworzymy, widzimy, ze bedzie on
narysowany na plaszczyznie tak, ze zadne jego dwie krawedzie nie beda sie
przecinalty. Grafy, ktore daja sie przedstawi¢ w ten sposob nazywamy
planarnymi. Istnieje wzajemna odpowiednio$¢ miedzy takimi grafami, a mapami
na plaszczyznie. Kazdemu grafowi planarnemu odpowiada pewna mapa, a z
kazdej mapy mozna zrobi¢ graf. Kolorowanie mapy bedzie si¢ sprowadzato do
poprawnego kolorowania wierzchotkéw grafu. Mamy wiec nastepujaca
réwnowaznoscé:

Cztery kolory wystarczajg do pokolorowania dowolnej mapy na ptaszczyznie.
=

Kazdy graf planarny jest czterokolorowalny.

Jezyk teorii grafow nie jest jedynym, w jakim da si¢ ten problem opowiedzieé¢, co
postaramy si¢ pokaza¢ w dalszej czesci artykutu.

Pomyst pierwszy

Pierwszym (po dowodzie Kempego) pomystem na PCK bylto przeformutowanie
problemu kolorowania mapy na problem poprawnego kolorowania krawedzi
grafow szesciennych (zwanych czasem kubicznymi lub 3-regularnymi), czyli
takich, w ktorych kazdy wierzchotek jest stopnia 3. Zauwazmy, ze rysunek mapy
na plaszczyznie mozemy traktowaé jak plaska reprezentacje grafu planarnego.
Wierzcholtki umieszczamy tym razem w punktach, w ktorych spotykaja sie
granice trzech lub wiecej panstw, zas krawedziami grafu beda linie graniczne
pomiedzy tymi punktami. Badajac kolorowania $cian (regionow) grafow
planarnych mozemy ograniczy¢ sie wylacznie do tych, ktore faktycznie wygladaja
jak uzywane w rzeczywisto$ci mapy, co, jak sie pézniej okaze, nie wplynie na
0g6lnos¢ naszych rozwazai.

Zatem mamy pokolorowaé $ciany danej plaskiej reprezentacji (tzn. takiej, ze
krawedzie nie przecinaja sie nigdzie poza wierzchotkami) grafu planarnego G,
ktory posiada nastepujace wlasnosci:

(a) jest spojny,

(b) nie zawiera mostu (czyli krawedzi, ktorej usuniecie powoduje rozspojenie
grafu),

(c) jest grafem szesciennym (tzn. w kazdym wierzchotku spotykaja sie
doktadnie trzy krawedzie).

Pierwsze dwie wlasnosci sa dosé oczywiste dla map na ptaszczyznie. Gdyby graf
nie byt sp6jny, to kolorowanie jego réznych sktadowych mozna by traktowaé jak
kolorowanie oddzielnych wysp na mapie. Natomiast nieistnienie mostu
gwarantuje nam, ze kazda krawedz jest granica doktadnie dwoch réznych
regionéw, gdyz w przeciwnym razie istniatoby panstwo, ktére graniczy samo ze
soba.

Trzecia wlasno$¢ wymaga dokladniejszego wyjasnienia. Jest bardzo mata szansa,
ze gdy wezmiemy dowolng prawdziwa mape geograficzna, to napotkamy w niej
wierzchotek stopnia wiekszego niz 3. Oznaczaltoby to, iz w jednym punkcie
zbiegaja sie granice co najmniej 4 regionow (paristw, hrabstw, wojewodztw,
stanow itp.). Taki rzadki przypadek zachodzi na mapie Stanéw Zjednoczonych,
gdzie w jednym punkcie krzyzuja sie granice czterech stanéw: Arizona, Utah,
Kolorado i Nowy Meksyk, a miejsce to dla podkreslenia jego wyjatkowosci trafnie
nazwano Four Corners (Cztery Narozniki). Istnieja jednak czysto matematyczne
przestanki, ktére pozwola nam ograniczy¢ sie do rozwazania jedynie map
szesciennych. Zalézmy bowiem, ze znamy metode kolorowania wszystkich
szesciennych map czterema kolorami, a trafila nam sie mapa, w ktorej wystepuja
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wierzchotki stopni wiekszych niz 3. Mozemy wowczas kazdy z takich
wierzchotkéw nieco ,rozdmuchac¢” i zastapi¢ go nowym fikcyjnym regionem
graniczacym z tymi regionami, ktoérych granice uprzednio sie w nim spotykaly.
Otrzymamy w ten spos6b nieco bardziej skomplikowana mape, lecz bedzie ona
szescienna, a wiec mozliwa do pokolorowania czterema kolorami. Latwo juz teraz
zauwazy¢, ze przywrocenie wyjsciowej mapy poprzez ponowne Sciggniecie nowych
regionéw do pojedynczego wierzchotka nie popsuje nam poprawnosci
pokolorowania (rysunek 1). Mozemy wreszcie sformutowaé twierdzenie, ktore jest

czerwony czerwony

niebieski niebieski niebieski niebieski

zielony zielony

Rys. 1. Sciagnigcie rozdmuchanego wierzchotka

historycznie pierwszym pomystem na wyrazenie PCK w nieco innym jezyku.
Pochodzi ono od Petera Guthrie Taita, ktory jednak nie potrafil podaé jego
formalnego dowodu (znalezionego o wiele pozniej). Obecnie twierdzenie to nalezy
juz do klasyki teorii grafow i odgrywa w niej duza role, gdyz wigkszosé
pdZniejszych réwnowaznych sformutowan PCK byla nim wtasnie motywowana.

Twierdzenie 1. Mapa szeScienna moze byé pokolorowana czterema kolorami
wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie odpowiadajgcego jej grafu mogq byé
pokolorowane trzema kolorami.

Dowdd. (=) Zalozmy, ze szeScienna mapa, ktorej odpowiada graf G zostata
pokolorowana czterema kolorami, ktére oznaczmy symbolami 00, 01, 10 i 11.
Pokazemy teraz jak z takiego kolorowania otrzymaé kolorowanie krawedzi trzema
kolorami 01, 10 i 11. Kolor krawedzi jest wyznaczany jednoznacznie przez kolory
regionow, ktore ta krawedz rozdziela, wedtug reguty dodawania po
wspolrzednych modulo 2, co daje 6 nastepujacych mozliwosci 00+01=01,
00+10=10, 00+11=11, 104+-01=11, 11+01=10, 11+10=01. Wida¢ natychmiast,
ze wirod koloréw krawedzi nie pojawi sie kolor 00, gdyz oznaczaloby to, ze
regiony po obu stronach tej krawedzi sg identyczne. Niewiele trudniej zauwazy¢
(wystarczy rozpatrzyé cztery rozne przypadki), ze kolory krawedzi (nadane
zgodnie z powyzszg regula), ktore spotykaja sie w jednym wierzchotku muszg byé
wszystkie rézne. Inne uzasadnienie poprawnosci kolorowania krawedzi wynika

z faktu, ze gdy sporzadzimy pelna tabelke dzialai na zbiorze koloréw
{00,01,10,11} to okaze sie ona izomorficzna z tabelky dzialani grupy czworkowej
Kleina, a jej niektore wlasnosci gwarantuja owa poprawnosé.

(<) Na odwrot zalézmy, ze mamy zadane pokolorowanie krawedzi grafu G
trzema kolorami 01, 10 i 11 takie, ze kazdy z kolorow wystepuje dokladnie raz
przy kazdym wierzchotku. Rozpatrzmy podgraf grafu G otrzymany przez
usuniecie z niego wszystkich krawedzi w kolorze 01. Otrzymamy graf, ktorego
kazdy wierzchotlek jest stopnia 2, a wiec jest suma roztacznych cykli. Mimo ze
cykle te sa krawedziowo i wierzchotkowo rozlaczne to ich potozenie na
plaszczyznie moze byé bardzo rézne na przyktad jedne moga leze¢ wewnatrz lub
na zewnatrz innych. Zbadajmy teraz potozenie kazdego regionu wyjsciowej mapy
wzgledem wszystkich tych cykli i nadajmy na pierwszej wspotrzednej wartosé 0
tym regionom, ktore leza wewnatrz parzystej liczby cykli, zag 1 tym, ktore leza
wewnatrz nieparzystej liczby cykli. W podobny sposéb ustalmy warto$é¢ na
drugiej wspolrzednej z tym, ze teraz usuwamy z grafu wszystkie krawedzie

w kolorze 10. W konsekwencji takiego postepowania kazdy region otrzyma jeden
z wynikow ze zbioru {00, 01,10, 11}, ktéry mozemy potraktowaé jako zbior
czterech réznych koloréw. Wystarczy jedynie pokazaé, ze dla kazdej krawedzi e
dwa regiony, dla ktoérych jest ona wspoélna granica, otrzymaly rézne kolory.
Wynika to wprost ze sposobu nadawania wartosci regionom na poszczegolnych
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Rys. 3. Pojedynczy flip

wspotrzednych. Jezeli bowiem krawedz e ma kolor 10, to regiony, ktore leza po
jej przeciwnych stronach musialy dosta¢ rézne wartosci, gdy rozpatrywaliSmy
cykle na krawedziach w kolorach 10 i 11 (usuneliémy wtedy z grafu krawedzie

w kolorze 01), a zatem roznia sie one na pierwszej wspotrzednej. Jezeli krawedz e
ma kolor 01, to z podobnego powodu regiony, ktére rozdziela musza sie r6zni¢ na
drugiej wspolrzednej. Jesli wreszcie ma ona kolor 11, to jej przylegle regiony
roznig sie na obu wspoétrzednych, gdyz krawedzie w kolorze 11 pozostawaly

w grafie przy okreslaniu wartosci zarowno pierwszej jak i drugiej wspotrzednej
poszczegdlnych regionow.

Zatem we wszystkich przypadkach dowolna krawedz rozgranicza dwa regiony
o réznych kolorach, co konczy dowod. O

Uwzgledniajac uwagi poczynione wczesniej, ze kolorowanie dowolnych map
mozna sprowadzi¢ do kolorowania map sze$ciennych oraz, ze w ogdlnosci
kolorowanie region6w na mapach jest rownowazne kolorowaniu wierzchotkow
graféw planarnych mozemy sformutowaé¢ dwa réwnowazne twierdzenia.

Wierzchotki dowolnego grafu planarnego mozna pokolorowaé przy uzyciu
4 kolorow.

=

Krawedzie dowolnego szesciennego i bezmostoweqo grafu planarnego mozna
pokolorowaé przy uzyciu 3 kolorow

Na koniec warto nadmienié, ze w drugim twierdzeniu zaréwno zalozenie

o planarnosci jak i nieistnieniu mostu jest istotne. Na rysunku 2 mamy przyktady
dwoch grafow szesciennych, z ktorych pierwszy zawiera most, za$ drugi (zwany
grafem Petersena) nie jest planarny. Mozna z tatwoscig sprawdzi¢, ze poprawne
pokolorowanie krawedzi kazdego z nich wymaga czterech koloréw.

b &

Rys. 2. Zte grafy szeScienne

Pomyst drugi

Oderwiemy sie teraz na chwile od problemoéw kolorowania map i grafow

i przedstawimy pewien ciekawy problem kombinatoryczno-geometryczny.
Zalézmy, ze mamy dany dowolny wielokat wypukty. Dokonujemy jego
triangulacji przez dorysowanie maksymalnej liczby nieprzecinajacych sie
przekatnych. Oczywiscie im wiecksza liczba bokéw wielokata tym wiecksza jest
liczba sposobéw dokonania takiej triangulacji (wyraza sie ona liczba Catalana).
Majac ustalong triangulacje mozemy z niej otrzymac inna dokonujac operacji,
ktora nazywaé bedziemy flipem. Pojedynczy flip wykonujemy w ten sposob, ze
w zadanej triangulacji wybieramy dwa tréjkaty, ktére maja wspdlny bok

(a zatem tworza one czworokat z jedna przekatna), a nastepnie w tym
czworokacie usuwamy istniejaca przekatna i zastepujemy ja druga (rysunek 3).
Morzna spostrzec, ze wszystkie triangulacje zadanego wielokata sa (w sensie
operacji flipowania) rownowazne, czyli prawdziwe jest:

Twierdzenie 2. Dla dowolnych dwdch triangulacji tego samego wielokagta
wypuktego istnieje skoriczona sekwencja flipow przeprowadzajgca jedng
triangulacje w drugg.

Dowdd. (Indukcja ze wzgledu na liczbe bokow wielokata)
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+ +

Rys. 4. Pojedynczy oznakowany flip

Dla najmniejszego przypadku, czyli czworokata, istnieja tylko dwie mozliwe
triangulacje, ktére mozna zamienia¢ jedna w druga przy uzyciu pojedynczego
flipu.

Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla wszystkich par striangulowanych wielokatow
o liczbie bokow niewiekszej niz n. Aby pokazac, ze dla dwoch dowolnych
triangulacji T i T n + 1-kata istnieje odpowiednia sekwencja flipow
przeprowadzajaca T w T', zauwazmy wpierw, ze kazda triangulacja musi
zawiera¢ trojkat, ktorego dokladnie dwa boki sg jednoczesnie bokami wielokata,
a co za tym idzie — z ich wspo6lnego wierzchotka nie wychodza zadne przekatne.
Oznaczmy przez v’ taki wierzchotek w triangulacji 7", odpowiadajacy mu zas
wierzchotek w T' przez v. Jezeli z wierzchotka v € T' nie wychodza zadne
przekatne, to po usunieciu wierzchotkow v i v' wraz z przyleglymi bokami
otrzymamy dwa nowe striangulowane wielokaty wypukte o n bokach, a zgodnie

z zatozeniem indukcyjnym istnieje odpowiednia sekwencja flipéw. Wystarczy
tylko zauwazy¢, ze owa sekwencja przeprowadza rowniez T na T'. W przypadku,
gdy z wierzchotka v € T' wychodza, jakies przekatne, mozemy sekwencje flipow
zaczaé od tych wlasnie przekatnych, co w rezultacie doprowadzi do poprzedniej
sytuacji. O

Zalézmy nastepnie, ze kazdy z trojkatow w triangulacji wielokata wypuklego ma
przypisany znak ,,+” lub ,,—". Dla tak oznakowanej triangulacji zdefiniujmy
operacje oznakowanego flipu w podobny, jak powyzej sposob, z jednym
zastrzezeniem, ze jest ona dopuszczalna tylko dla tych par przyleglych trojkatow,
ktore posiadaja te same znaki. Ponadto kazdy taki flip zamienia znaki na
przeciwne w nowej parze trojkatow (rysunek 4). Zalozmy, ze mamy dwie rozne
triangulacje T' 1 T” tego samego wielokata i pierwsza z nich jest w jakis sposob
oznakowana. Nietrudno zauwazy¢, ze nie dla kazdego takiego oznakowania
znajdziemy sekwencje flipow przeprowadzajaca T w T, a dla niektorych
oznakowan wrecz niemozliwe bedzie wykonanie jakiegokolwiek flipu. Mozemy
jednak zadaé¢ pytanie, czy istnieje przynajmniej jedno oznakowanie T, ktore
umozliwi nam przeprowadzenie T'w T” w skoniczonej liczbie oznakowanych
flipow. Reczna analiza niewielkich przypadkéw lub wspomagana komputerowo
analiza nieco wiekszych pozwala przypuszczaé, ze jest to zawsze mozliwe. Patrzac
na prostote dowodu poprzedniego twierdzenia wydawaé by sie mogto, ze
udowodnienie podobnego w wersji ze znakami bedzie réwnie tatwe i eleganckie.
Niestety, jak do tej pory zaden dowod (nawet trudny i nieelegancki) tej hipotezy
nie jest znany. Co wiecej w 1999 roku Shalom Eliahou pokazal [4] zaskakujaca
implikacje.

Dla dowolnych dwdch triangulacyi tego samego wielokgta wypuktego istnieje takie
oznakowanie pierwszej z nich, zZe mozliwe jest przeprowadzenie jej w drugg po
skoriczonej sekwencji oznakowanych flipow.

=

Wierzchotki dowolnego grafu planarnego mozna pokolorowaé przy uzyciu
4 kolorow.

Pomyst trzeci

Ostatni pomyst, ktéry przedstawimy zawdzigczamy Hasslerowi Whitneyowi.
Opowiedzial on znany nam juz dobrze problem w zupetnie innym jezyku.

O dziwo, do opowiedzenia PCK nie trzeba uzywaé zadnych rysunkow, grafow czy
geometrii. Da sie to zrobi¢ w czysto algebraiczny sposob.

Rozwazmy sume n symboli a; + ag + - - - + a,, 0 wartosciach catkowitych.
Poniewaz dodawanie jest laczne, wiec wstawienie pewniej liczby nawiaséw do
takiej sumy nie zmieni wyniku konicowego. Moze sie jednak zdarzy¢, ze dla dwoch
réznych uktadéw nawiaséw otrzymywaé bedziemy rézne sumy czeSciowe.
Zalozmy, ponadto, ze posréd n symboli mamy umiesci¢ doktadnie n — 1 par
nawiasoéw, 1 to w taki sposob, zeby na kazdym etapie kolejnosé dodawania byta
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okreslona jednoznacznie. Dla czterech symboli dopuszczalne sg na przyktad takie
uklady nawiasow

((a1 + a2) + (a3 + a4)), (((a1 + az) + as) + as),
ale juz uklady (((a1 + a2 +a3)) + a4) lub (((a1 + az + az + a4))) sa niedozwolone.

Hassler Whitney wykazal réwnowazno$é:

Dla kazdych dwoch uktadow nawiasow na sumie n symboli a1 + - - - + a,, mozemy
przypisaé zmiennym a; rozne od zera wartosci z grupy Z, tak, aby wszystkie
czeSciowe sumy obu uktadow byly niezerowe.

=

Wierzchotki dowolnego grafu planarnego mozna pokolorowaé przy uzyciu
4 kolorow.

Mozna szybko sprawdzi¢, ze dla podanych wyzej uktadow nawiaséw na czterech
symbolach, przy podstawieniu a; = 1, as = 1, ag = 2, a4 = 1 otrzymamy 0 jako
jedna z sum czesciowych, natomiast przyporzadkowanie

a; =1,as =1, a3 =1, ay = 2 bedzie dobre.

W poszukiwaniu dowodu z Ksiegi

Przedstawilismy tu zaledwie kilka pomystéw na PCK, ale mozemy zapewnié, ze
jest ich znacznie wigcej ([5]). Niestety zaden z nich nie doprowadzil do
znalezienia alternatywnego dowodu twierdzenia o czterech kolorach. Nasuwa sie
wiec fundamentalne pytanie, czy w ogole istnieje jakikolwiek dowod PCK, ktory
moglby sie znalezé we wspomnianej na poczatku Ksiedze. Trzeba uczciwie
przyznaé, ze matematycy sa w tej kwestii podzieleni. Niektorzy nadal szukaja
jakiegos przeformutowania PCK, ktore nastepnie probuja udowodnié przeréznymi
elementarnymi metodami. Sa oni jednak w znacznej mniejszosci, a niestety
wiekszosé — dowiadujac sie, ze jakis ciekawy problem jest rownowazny

z twierdzeniem o czterech kolorach — po prostu przestaje sie nim interesowaé
zakladajac z gory, ze rozwiazanie go jest sprawa beznadziejna.

Postawmy wiec po raz ostatni pytanie, czy istnieje dowoéd PCK z Ksiegi?
Matematycy, gdy nie moga skonstruowac jakie$ obiektu o zadanych wlasnosciach,
czesto zadawalaja sie niekonstruktywnym dowodem na jego istnienie. Moze wiec
i w tym przypadku najlepszym pomystem bedzie udowodnienie, ze istnieje owa
Boska Ksiega, a w niej przepigkny, elementarny dowdd twierdzenia o czterech
kolorach. Woéwczas fakt, ze go nigdy nie poznamy, bedzie dla wielu sprawa
drugorzedna.

Literatura

[1] M. Aigner, G. Ziegler, Dowody z ksiegi, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2002

[2] T. Bartnicki, J. Grytczuk, O dwdch takich co kolorowali mape, Delta (9/2005)

[3] V. Bryant, Aspekty kombinatoryki, WNT, Warszawa 1997

[4] S. Eliahou, Signed Diagonal Flips and the Four Color Theorem, Erop. J.
Combinatorics (1999) 20, 641-647

[5] P. Kainen, T. Saaty, The four-color problem. Assault and conquest,
McGraw-Hill International Book Co., New York-Bogota-Auckland, 1977

[6] R. Wilson, Cztery barwy wystarczq, czyli o kolorowaniu map, Delta (6/2004)

33



