Matematyka w muzyce

Dla przecietnego odbiorcy muzyki matematyka

i muzyka naleza do dwdch odrebnych, moze nawet
antagonistycznych porzadkéw. Matematyka stoi na czele
nauk Scistych, bedacych domeng ludzkiego umystu.
Natomiast muzyka jest sztuka, odnosi sie bezposrednio
do naszych emocji. Powszechny jest poglad, ze muzyka
jest forma spontanicznej ekspresji, wolna od sztywnych
regul i norm. Wyplywa prosto z serca artysty, tworcy

i plynie do serca odbiorcy. Ale czy tak jest naprawde?
Czy muzyka nie opiera sie na stalych zaleznosciach,
ktoére mozemy opisaé jezykiem matematyki i fizyki?

1.
Na poczatek przyjrzyjmy sie z perspektywy naukowcow
wlasnie kwestii odbioru muzyki. Z fizycznego punktu
widzenia dzwigk jest fala rozchodzaca sie w powietrzu.
Ludzkie ucho posiada zdolno$é¢ okreslania czestotliwosci
styszanego dzwieku, co przeklada si¢ na nasze odczucia,
kiedy stuchamy muzyki. Nazwy dzwiekéw: C, CH,
D, Dt, E itd., sa w istocie stalymi oznaczajacymi
okreslone czestotliwosci fal. Przykladowo dzwiek
podstawowy Al to dZzwiek o czestotliwosci 440 Hz. Ten
sam dzwiek zagrany o oktawe wyzej ma czestotliwosé
dwukrotnie wyzsza. I tak np. dzwigk A? (tzw. druga
harmoniczna dla tonu podstawowego Al) to 880Hz. Co
za$ z czestotliwoscig pozostalych dzwiekow? Okazuje
sie, ze mozemy je obliczy¢ wiedzac, ze w stosowanej
wspdlczednie skali muzycznej stosunek czestotliwosci
dwdch kolejnych (tj. odleglych od siebie o p6iton)
dzwiekéw jest staly. Zatem skoro podniesienie dzwieku
o jedng oktawe (12 péttondéw) daje dwukrotny wzrost
czestotliwosci, to pojedynczy pétton musi oznaczaé
wazrost czestotliwodci o czynnik /2. Stad mozemy juz
tatwo wyliczy¢ czestotliwosci wszystkich dzwiekéw.
Jak jednak przeklada sie to na przyjemnoé¢ plynaca
z odbioru muzyki bedacej kombinacja dzwiekow?
Otdz okazuje sie, o czym wiedzieli juz Pitagorejczycy,
ze czlowiek odbiera jako harmonijne zestawienie
takich dzwiekow, ktérych czestotliwosci pozostaja
ze soba w stosunku bedacym ilorazem niewielkich
liczb naturalnych. [Pitagorejczycy zauwazyli, ze jezeli
dtugosci dwdch napietych jednakowa sita strun maja sie
jak 1:2) to struny te dajg przyjemne wspo6tbrzmienie.
Podobnie 2:3, 3:4 — te zaleznosci sa liczbowym opisem
konkretnych interwaléw muzycznych: oktawy (1:2),
kwinty czystej i kwarty czystej. Ich obserwacje mozna
stresci¢ w stwierdzeniu, ze ,harmonia wyraza si¢
przez stosunek dwdch liczb naturalnych i tym jest
pelniejsza, im liczby te sg mniejsze”. Informacje te
pochodzg z ksiazki Marka Kordosa: Wyklady z historii
matematyki, WSiP, Warszawa 1994. Cytowany fragment
znajduje sie w wykladzie IV: Dedukcja, na s. 49.]
Wyjasnienie tego faktu lezy w fizyce fal. Nalozenie
na siebie dwoch fal spelniajacych powyzsza wlasnos$é
daje w rezultacie regularny (okresowy) wynik okreslany
w teorii muzyki mianem konsonansu. Nalozenie na siebie
fal o niepasujacych czestotliwosciach da nieregularny
wynik nazywany dysonansem.
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I tu dochodzimy do sedna sprawy. Pojawia sie bowiem
pytanie jak to mozliwe, ze z dzwiekéw, ktérych
czestotliwosci powstaja z tonu podstawowego przez
mnozenie razy czynnik /2 (bedacy niewatpliwie liczba
niewymierna), mozna skomponowaé muzyke mita dla
ucha. Sprzecznos$é jest jedynie pozorna. Wynika to

z faktu, ze otrzymane w ten sposéb niewymierne liczby
sa bardzo dobrymi przyblizeniami liczb wymiernych

o malych mianownikach. Ilustruje to ponizsza tabela:

nazwa , . wartosé
interwatu wspolezynnik przyblizona
sekunda wielka | 22/12 1.12246 | 9:8

tercja malta 23/12 1.18921 | 6:5

tercja wielka 24/12 1.25992 | 5:4

kwarta czysta 25/12 1.33483 | 4:3

kwinta czysta 27/12 1.49830 | 3:2
septyma wielka | 2'1/12 | 1.88774 | 17:9
oktawa 212/12 1900000 | 2:1

Jak wida¢ tabela ta nie zawiera wszystkich interwaléw.
Niektore z nich nie sa dobrymi przyblizeniami idealnych
stosunkéw wymiernych (dotyczy to w szczegdlnosei
sekundy malej i kwinty zmniejszonej). Wniosek z tego,
ze budujac akordy i skale muzyczne musimy trzymaé sie
pewnych regul, ktorych podloze tkwi w matematyce.
Jedli przeanalizujemy budowe najczesciej spotykanych
akorddw, to okaze sie, ze spelniaja te reguly. Na
przykltad akordy durowe zbudowane sa z dzwieku
podstawowego, tercji wielkiej, kwinty czystej oraz

ich harmonicznych (dZzwigkéw odlegtych o oktawe).
Akordy i skale, ktorych budowa nie przestrzega tych
regul, stosowane sa rzadziej i sa trudniejsze w odbiorze.
Wykorzystuje sie je w bardziej skomplikowanych

i ambitnych gatunkach muzycznych takich jak jazz.

W prostszej muzyce, jak blues czy rock, opartej

o ,bezpieczne” akordy i skale, znacznie latwiej jest
uniknaé¢ dysonansu.

2.
Nalezy zdawac sobie rowniez sprawe, ze zasada
harmonii nie dominuje we wspélczesnej muzyce
powaznej. Od lat 20. XX w. kompozytorzy zaczynaja
odchodzi¢ od systemu tonalnego dur-moll i od regut
faworyzujacych konsonans. [Mimo iz Schonberg problem
dysonansu uznawac za najbardziej fundamentalny
takze dla nowej muzyki i jej teorii, istotna zmiana
znaczenia polegala na tym, Ze opozycja konsonansu
1 dysonansu przestata istnieé jako problem natury
technicznej, a stala sie problemem czysto estetycznym.
To przesuniecie zagadnien klasyfikacji wspotbrzmien
ze sfery technicznokompozytorskiej w rejony estetyki
muzycznej oceni¢ wypada jako jeden z najistotniejszych
zwrotow w teorii muzyki XX wieku. — Maciej Golab:
Dodekafonia, wyd. Pomorze, Bydgoszcz 1987, s. 87.]
Wraz z odrzuceniem tradycyjnych zasad harmonii,
rola matematyki w procesie komponowania zaczyna
rosna¢. Chcialabym opisa¢ te zaciedniajace si¢ zaleznosci



miedzy matematyka a muzyka na dwéch przyktadach:
pokrétce omawiajac zatozenia dodekafonii (1920-1950)

i zalozenia tworczosci francuskiego kompozytora
pochodzenia greckiego Tannisa Xenakisa (ur. 1922),
ktory swiadomie wykorzystuje do komponowania swoich
utworéw konkretne teorie z obszaru matematyki i fizyki.

Dodekafonia, czyli muzyka dwunastotonowa powstata

w 1 pol. lat 20. XX w. w Austrii i Niemczech.
Najbardziej znanymi kompozytorami, ktérzy stworzyli

i postugiwali sie¢ tg technika kompozytorska byli Arnold
Schénberg, Anton Webern i Alban Berg. Podstawa
dodekafonii jest odrzucenie tonalnosci i traktowanie
wszystkich dzwiekow skali chromatycznej jako catkowicie
autonomicznych elementow. W konsekwencji tego neguje
sie fakt uprzywilejowania pewnych dzwigkéw jako
mocnych punktow, tzw. dominant. Drugie zalozenie
moéwilo, ze zaden dzwigk nie powinien byé powtérzony,
dopdki nie zostang uzyte wszystkie dzwieki skali.

Ciag dzwiekéw, nazwany przez Schonberga szeregiem,
porzadkiem lub serig — po niemiecku Reihe — jest
odpowiednikiem melodii w tradycyjnej teorii. Seria
eksponowalta okreslony system relacji interwatowych.
Nawigzujgc do wyksztalconych w polifonii Sredniowiecza
$rodkdéw symetrii, kompozytor [Schonberg] wywiddl z niej
trzy formy zwierciadlane, ktére wprawdzie zmieniajq
kolejnosé wystepowania dZwiekow jako jednostek
wysokosci, jednak nie naruszajqg serii jako zbioru relacyi.
Owe trzy formy zwierciadlane to inwersja, rak i inwersja
raka [ibidem, s. 88]. Jedli wezmie sie pod uwage 11
interwaléw w dwunastostopniowej skali, maksymalna
mozliwa liczba szeregéw wynosi:

11! = 39916800

Seria pierwotna zostala nazwana przez Schonberga
Grundgestalt. Miala ona zapewni¢ dzielu muzycznemu
logiczna spojnosé. Ponadto kompozytor po
skonstruowaniu serii (spelniajacej zalozenia estetyczne
dziela) tworzy jej warianty na dwa sposoby:

e Transpozycja — seri¢ interwaléw przyporzadkowuje
sie na kolejnym dzwieku skali, otrzymujac w ten
sposéb 11 wariantéw.

e Imitacja — stosujac zasady imitacji (lustrzanego
odbicia w pionie lub poziomie) pomiedzy seriami.
Znane sa tu trzy transformacje serii:

Jesli seria podstawowa P wyrazona jest szeregiem:

Odbicie jej w pionie tworzy I inwersje — serie lustrzana:
inwersja serii polega na zachowaniu porzgdku interwalow
przy zmianie ich kierunku. Tym samym wprowadza

inne uporzgdkowanie materiatu wysokosci dzwiekowych
[ibidem)].

Odczytanie serii od konca tworzy raka R — serig
retrogradalna: postaé retrogradalna (rak) jest
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uformowana z dZwiekéw wstecznie odczytywanej serii
w postaci zasadniczej [ibidem).
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Przez poddanie jej obu tym transformacjom otrzymamy
RI czyli seri¢ inwersyjno-retragonalng (wsteczno
retragonalna).

R S e o oy
A R AA— N L . S 7 W PSR | %1 Fa"
) S — i B

Miedzy serig podstawowq a rakiem oraz inwersjq i jej
postacig retrogradalng os symetrii przebiega pionowo,
miedzy postaciqg zasadniczqg Serii a jej inwersjq oraz
rakiem i jego inwersjqg — poziomo [ibidem]. Oto rysunki
Greisslego i Schonberga przedstawiajace jedno$¢ form
zwierciadlanych:

Zasade korespondencji warstwy wertykalnej

z horyzontalng poréwnywal kompozytor do zasady
kwadratu magicznego [ibidem, s. 92.], ktéra miala
obrazowa¢ zasade jednoSci przestrzeni muzycznej,
rownouprawnienie wszystkich form zwierciadlanych.
I tak np. uzywajac P, I, R i RI mozna stworzy¢
nastepujace kwadraty:

P I R RI P RIR I P R RII

R RIP I R I P RI RIIT P R
RIR I P I R RIP I RIR P
I P RIR RIP I R R P I RI
P I RIR P RII R P R I RI
RIR P I I R P RI I RIP R
R RIT P R I RIP RIIT R P
I P R RI RIP R I R P RII

Kazda kolumna, rzad i przekatna kazdego kwadratu
zawiera wszystkie cztery warianty serii. Wybierajac je



w zalozonym porzadku, tworzy sie pelna kompozycje
linii melodyczne;j.

Podobna zasade mozna zastosowaé dla dowolnej liczby
wariantéw serii podstawowej.

Dla muzyki dodekafonicznej tradycyjna notacja
muzyczna oparta na pieciolinii i znakach
chromatycznych stata si¢ niewystarczajaca. Z czasem
wyksztalcono wiele systeméw zapisu muzycznego
opartego na liczbach. Do najczestszych naleza
nastepujace systemy:
a. przyporzadkowanie kolejnych dzwigkéw serii liczbom
naturalnym,
b. przyporzadkowanie konkretnych dzwiekéw skali
liczbom np. his/c/des=0, cis/d=1. dis/es=3 itd.
c. notacja interwaléw zamiast dzwigkéw wedtug
nastepujacego schematu:
— sekunda mata,
— sekunda wielka,
— tercja mala,
— tercja wielka,
— kwarta,
— tryton,
— kwinta,
— seksta mala,
9 - seksta wielka,
10 — septyma mala,
11 — septyma wielka.
d. notacja interwaléw ze znakiem + gdy jest on
wznoszacy lub — gdy jest opadajacy.
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3.
Zastosowanie liczbowego zapisu oraz odkrycie
matematycznej i geometrycznej struktury muzyki
nasunelo niektérym teoretykom muzyki koncepcje,
ze jest ona tworem czysto matematycznym i to,
co sie najbardziej w niej liczy, to wewnetrzna
spéjnoéc i ,matematyczne piekno”. Zepchneto to
tradycyjnie pojeta estetyke muzyczng na drugi
plan, uznajac ja za produkt uboczny wewnetrznej
spéjnoéci, a w skrajnych przypadkach odrzucito
ja calkowicie jako niepotrzebny balast [Zrédlo:
http://pl.wikipedia.org/wiki/Dodekafonia.].
Przedstawicielem tego rodzaju podej$cia do muzyki,
kompozytorem wyciagajacym konsekwencje z przetomu,
jaki sie dokonal za sprawa dodekafonii, jest Tannis
Xenakis. Urodzil si¢ w 1922 r. w Rumunii. Byt
synem greckiego biznesmena. Skonczyl politechnike
(w 1946 1.), a gdy po studiach zostal wcielony do
wojska, zdezerterowal i wyemigrowal do Francji
(1947 r.). Tam od roku 1959 pracowal jako inzynier
i projektant w pracowni Le Corbusiera. PéZniej
calkowicie po$wiecil sie tworczosci kompozytorskie;j.
Posta¢ Xenakisa jest bardzo interesujaca zwlaszcza,
gdy chcemy zobaczy¢ powiazania matematyki
z muzyka, poniewaz w przypadku tego francuskiego
kompozytora owe dwie dziedziny i relacja miedzy
nimi tkwily w centrum jego zainteresowan, byty
przedmiotem artystycznych dociekan. Interesowaty
go na tyle, ze problemom scjentyzmu ludzkiej wiedzy
i mistycyzmu sztuki poswiecil swoja prace doktorska.
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Ceniony jest wlasnie za umiejetnos$¢ taczenia aparatu
stricte naukowego z artystyczna inspiracja, za
tworzenie utwordéw z architektoniczna solidnoscia przy
jednoczesnym zachowaniu sily ekspresji. Warto w tym
miejscu przywola¢ wypowiedz samego Xenakisa:

0t6z kazdg muzyke mozna w koncu rozlozyé na szereg
operacji © ukladow o charakterze czysto logicznym.
Dzwieki lub struktury dZwiekowe nalezy traktowaé jako
znaki, jako dZwiekowe symbole stanowigce swoiste
elementy obszernego zbioru, w ktorym i do ktorego
stosowaé mozna teorie zbiorow, rozmaite systemy
logiczne i algebraiczne zwlaszcza Boole’a. .. [lannis
Xenakis: Debussy a sformalizowanie muzyki, ,,Ruch
muzyczny” 1962, nr 16, s. 7.]

W jednym z pierwszych swoich utworéw Pithopracta
(1956 r.) wylacznym elementem formotwérczym staje
sie faktura dzwiekéw, a do generowania ztoZonych
brzmien o zmiennej gestosci wykorzystal funkcje
prawdopodobienstwa i funkcje ,stochastyczne”. [James
Harley: Iannis Xenakis: Racjonalny mistyk, architekt
dzwieku, ,Muzyka. Kwartalnik Instytutu Sztuki Polskiej
Akademii Nauk”, rocznik XLIII, 1998, nr 4, s. 20.]
Stochastyka z biegiem czasu zaczela wchodzi¢ coraz
glebiej w sama strukture jego utworéw (wezesniej
wykorzystywana tylko na poziomie wierzchniej warstwy),
stajac sie regula rzadzaca caloécia. W utworze Nomos
Alpha Xenakis zaproponowal nowe podejscie do
kombinatoryki zaczerpniete z teorii grup: technika,
ktorg wyksztatcil, umoZzliwia polgczenie szeregow faktur
lub innego materiatu muzycznego z uporzqgdkowanymsi
wariantami parametrycznych elementow, takich jak
trwanie, dynamika, rejestr [ibidem]. Kwestie linii
melodycznej ten francuski kompozytor rozwiazal tworzac
tzw. sita i skale - zamiast wybiera¢ dzwieki z pelnego
pola chromatycznego, tworzy wstepny zbior okreslonych
wartosci, z ktorego wybierane sa p6zniej poszczegdlne
dzwieki. Potem doszla do tego jeszcze koncepcja
arborescencji, polegajaca na tym, ze pierwotny ksztalt
melodyczny ma wypuszcza¢ podobne sobie odnogi,

linie ,melodyczne”. [Zapis takiego utworu przypomina
swoim ksztaltem rozgaleziajace sie drzewo, stad nazwa
tej techniki.] Ale u Xenakisa trudno méwié o liniach,
poniewaz, jak juz wyzej wspomniatam, forme jego
utworéw tworza faktury, czyli plaszczyzny (tworzone

w praktyce np. z glissand), figury i bryly — podobnie jak
Lutostawski Xenakis podczas komponowania postugiwal
si¢ geometrycznymi schematami formalnymi w relacjach
wysokosci dzwigku do czasu muzycznego. [Warto w

tym miejscu wspomnieé, ze Xenakis zapisywal swoje
utwory na papierze kreslarskim i na kalce technicznej.
Nie komponowal przy fortepianie. Informacje te podaje
Maria Anna Harley w artykule Dlaczego Xenakis?
Wprowadzenie, ,Muzyka. Kwartalnik Instytutu Sztuki
Polskiej Akademii Nauk”, rocznik XLIII, 1998, nr 4.]
Podejscie Xenakisa do bryt, czy w ogdle do form
przypomina teorie bryt platonskich — opiera sie na
przeéwiadczeniu, ze niestychane rozprzestrzenienie
form we wszechswiecie [byé moze] sprowadza sie do
kilku jedynie archetypow, od ktorych pochodzilyby
wszystkie inne. [lannis Xenakis: Kéletitha: Ecrits,



Paris 1994, s. 137.] Xenakis postulowal nawet
stworzenie nowej galtezi nauki, tzw. ,,morfologii ogdlnej”,
ktéra by poréwnywala ksztalty i figury z réznych,
odleglych czasem od siebie dziedzin: matematyki,

logiki, fizyki, chemii, biologii, paleontologii, czy z nauk
humanistycznych. Natomiast piekno [wytworzone

przez muzyke| powinno pozwolié wzniesé sie do Swiata
poznawalnego rozumowo, ktory ztozZony jest z ,modeli”
[Mihu Hiescu: Xenakis ¢ Thom. Problemy morfodynamiki
dzZwiekowej, ,Muzyka. Kwartalnik Instytutu Sztuki
Polskiej Akademii Nauk”, rocznik XLIII, 1998, nr 4,

s. 104.]. Na poczatku Xenakis zapozycza takie modele

z matematyki i fizyki, stosujac je do ksztaltowania

figur dzwiekowych. Ponizej przedstawiam szkic takiego
modelu (rys. a.) nazwanego przez René Thoma
»pepkiem hiperbolicznym schematycznym”. [René Thom
(ur. 1923 r.) — matematyk i epistemolog francuski.

W latach 60. stworzyl zesp6l modeli matematycznych
majacych na celu opisanie nieciaggtych zjawisk

w procesach morfogenezy. Tzw. ,teoria katastrof”,
ktora stworzyl, znalazta zastosowanie w wielu
dyscyplinach: biologii, jezykoznawstwie, fizyce, ekonomii,
estetyce. Mysla przewodnia tej teorii jest zalozenie,

ze kazde znaczenie daje sie interpretowaé jako forma
geometryczna. Rozumieé znaczy geometryzowad (zdanie
to pochodzi z: René Thom: Parabole et catastrophes,
Paris 1983, s. 6). Wspdlna cecha Thoma i Xenakisa

jest to, ze obaj przyktadali wielka wage do figur
geometrycznych i ksztaltéw, widzac w nich elementy
budujace rzeczywistosé.] Na rys. b. i c. znajduja sie
wykresy do fragmentéw dwédch utwordéw Xenakisa
[rysunki zaczerpnelam z artykutu Mihu Iliescu, op.cit.,
s. 106].

Modele te czerpie konkretnie z:
e rachunku prawdopodobienstwa z procesami losowymi
(utwér Pithoprakta),
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e teorii gier (utwér Pojedynek),
e teorii zbioréw (utwér Herm),
e matematycznej teorii grup (utwér Nomos Alpha).

Poézniej Xenakis przestaje zapozycza¢ modele z innych
dziedzin, a zaczyna tworzy¢ wlasne. Muzyka przez

to staje si¢ dla niego zjawiskiem autonomicznym,
ktoérego jezyk matematyki nie jest juz w stanie do konca
opisa¢. Dochodzi do wniosku, ze sztuka Swiadomie
wzadage” problemy, dla rozwigzania ktorych matematycy
muszq i bedg musieli stworzyé nowe teorie [lannis
Xenakis: Arts/Sciences. Alliages, Tournai 1979, s. 13.]

i ze powotaniem muzyki jest kierowanie nauki droga
tworzenia kondensacji i konkretyzacji inteligencyi
[ibidem, s. 18].

Podsumowujac Iannis Xenakis wyszedt od réwnorzedne;j
relacji matematyki i muzyki, od spojrzenia na muzyke
jako na swoistego rodzaju dziatanie matematyczne,

ale z biegiem czasu punkt ciezkosci zostaje przez niego
przesuniety na metafizyczny, czy metaartystyczny
aspekt albo zadanie muzyki, jakim jest dotarcie do
prawdy rzadkiej, ogromnej i doskonalej [Iannis Xenakis:
Musiqes formelles, Paris 1963, s. 15], lezacej poza
muzyka. Sztuka moze dgzyé poprzez swoje utrwalone

w tradycyi formy, czyli dziela szczegolnej wartosci,

do wprawienia swych odbiorcow w stan catkowitego
uniesienta, w ktorym czlowiek zatraca samoswiadomosé
w obliczu bezposredniej, wyjetkowej, przytlaczajgce)

1 doskonatej prawdy. Jesli dzielo sztuki zblizy sie do
tego ideatu cholby na jeden moment, osiggnie swoj

cel [Tannis Xenakis: Formalised Music, Bloomington
1971, Indiana University Press, s. 24.]. Poszukiwanie
prawdy natomiast nie wyklucza, a moze nawet obliguje
do siegania po teorie i konstrukty z réznych dziedzin
nauk Scistych, a szczegdlnie z matematyki, jednoczesnie
nie ograniczajac sie tylko do nich. Muzyka Xenakisa
moze by¢ zatem przykladem symbiozy dwéch z pozoru
nieprzystawalnych do siebie dziedzin, porzadkow.
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