Jest to zapis odczytu pod tym samym
tytulem wygloszonego na XXXV Szkole
Matematyki Pogladowej, Porzqdek,
sierpient 2005.

Dzialanie programu, do ktérego doszedt
na koniec Autor, zaopatrzonego

w odpowiednie spowolnienia, byto
demonstrowane na ekranie. Program ten
mozna sobie §ciagnaé ze strony Osrodka
Kultury Matematycznej.

1729
Jarostaw WROBLEWSKI, Wroctaw

Wedle znanej powszechnie anegdoty, pewnego razu Hardy przyjechat do
Ramanujana takséwka. Na powitanie powiedzial:

— Jechatem taksowka o numerze bocznym 1729. To bardzo nieciekawa liczba,
mam nadzieje, ze to nie wrézy nic ztego.

Na to Ramanujan bez namystu odrzekt:
— Wprost przeciwnie! Przeciez 1729 to najmniejsza liczba rozktadajaca sie na
sume dwoch szedciandéw na dwa sposoby.

Zastanowmy sie, jak dla ustalonej liczby N w miare efektywnie, przy pomocy
komputera znalezé rozwiazania réwnania

(1) ad+v=3+d8
w liczbach caltkowitych dodatnich a, b, ¢, d < N, spelniajacych nieré6wnosci
natury porzadkowe;j

(2) a>b oraz a>c>d.

Pomys! pierwszy (fatalny, ale od czego$ trzeba zaczaé)

Przegladamy wszystkie czworki liczb (a, b, ¢, d) niewiekszych od N spelniajace

warunek (2) i sprawdzamy, czy speliaja rownanie (1). Takich czworek jest
N+1
(( 2 )), czyli okoto N*/8, a wiec liczba operacji potrzebnych do wykonania

programu ro$nie wraz z czwarta potega zakresu poszukiwan. Mozna przy tym
zaniedba¢ fakt, ze wraz ze wzrostem N rosnie tez czas wykonania pojedynczej
operacji programu, gdyz operujemy na wiekszych liczbach. W zakresie zmian N,
ktéry moze nas interesowaé¢ w praktyce, nie jest to bowiem istotne.

Pomys! drugi (o wiele lepszy, ale to tez jeszcze nie jest to)

Przegladamy trojki liczb (a,b, c) i sprawdzamy, czy liczba a® + b3 — ¢3 jest
szescianem liczby catkowitej dodatniej. Sprawdzenie, czy liczba = jest szescianem,
mozna wykonaé¢ na wiele réznych sposob6éw. Mozemy stablicowaé szesciany liczb
catkowitych w interesujacym nas zakresie i za kazdym razem sprawdzaé, czy
liczba x znajduje si¢ w tablicy. Albo mozemy bada¢ reszty z dzielenia liczby x
przez liczby pierwsze postaci 6n + 1. Albo mozemy obliczyé¢ ¥/ i sprawdzi¢, czy
jest to liczba catkowita.

Nie bedziemy opisywaé szczegotow realizacji powyzszych idei.

W kazdym razie opisany algorytm bedzie dzialal w czasie z grubsza
proporcjonalnym do N3, a wiec znacznie szybciej niz w pomysle pierwszym. Tu
od razu sie asekuruje przed specjalistami w branzy: dla mnie N3log N to tez

,z grubsza N3,

Pomyst trzeci (to juz prawie to, o co chodzi)

Tablicujemy wszystkie pary liczb (a,b) speliajacych warunek N > a > b wraz
z sumami a® + b% i szukamy réznych par z tg samg suma szescianow.

Pierwsza my$l: posortowaé pary wedtug sum. Ale sortowanie jest dos¢ kosztowne,
a nas nie interesuje uporzadkowanie sum sze$cianéw, a jedynie znalezienie
powtoérzen.

Zastan6éwmy sie, co by$my zrobili, gdyby doszta do nas plotka, ze podczas
egzaminu pisemnego, ktory sie wlasnie zakoriczyl, jeden ze studentéow oddat

2 egzemplarze pracy, kazda podpisana jego nazwiskiem. Wszystkie zebrane prace
sa dokumentnie pomieszane.

Mozemy posortowaé prace wedlug nazwisk. Ale to wydaje nam sie zbyt
czasochtonne.

Mozemy rozdzieli¢ prace na tysigce stoséw. Dla kazdego istniejacego w Polsce
nazwiska utworzymy stos zawierajacy prace podpisane tym nazwiskiem. Fajny
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pomyst, wymaga tylko paru hektaréw powierzchni na utworzenie tysiecy stoséw,
z ktorych prawie wszystkie pozostang puste. Moze zastosujemy go innym
razem ;-)

Mozemy wreszcie utworzy¢ stosy w liczbie z grubsza réwnej liczbie oddanych
prac. Musimy mieé pewien deterministyczny algorytm przypisujacy nazwiska do
stoséw w sposob, na pierwszy rzut oka, losowy. Chodzi o to, aby prace roztozyty
sie na stosach w miare rownomiernie. Bedzie troche stosé6w pustych, troche
stosow z jedng praca. Bez trudu sprawdzimy, czy nie powtarza sie nazwisko na
pracach w stosach zawierajacych wiecej niz jedng prace, bo stosy te nie beda
zbyt liczne.

Zastosowanie powyzszego pomystu do zagadnienia réwnych sum szescianéw
przybiera nastepujaca postacé:

dla ustalonego zakresu N naszych poszukiwan dobieramy liczbe pierwsza g;
najlepiej, aby jej rzad wielkodci byl N?/2, ale moga zaistnie¢ przestanki
sktaniajace nas do nieco innego wyboru.

Tworzymy w pamieci komputera (pomijamy programistyczng strone zagadnienia)
g stosow o umownych numerach od 0 do g—1. Wszystkie pary liczb (a,b), gdzie

N>a>b>0,

bedziemy zapisywaé¢ w pamieci, przy czym para (a,b) zostanie zapisana na stosie
o numerze r, jezeli r jest reszty z dzielenia liczby a®+b przez q.

Zapisujac pare (a,b) na r-tym stosie, sprawdzamy, czy byt on do tej pory pusty.
Jedli nie, poréwnujemy liczbe a3+ z liczbami ¢®>+d® dla wszystkich par (¢, d),
ktore juz znajduja sie na tym stosie. Jezeli a® 4+ b3 = ¢® + d*, drukujemy
rozwigzanie. Zauwazmy, ze w ten sposob otrzymamy wszystkie rozwigzania
rownania (1) spelniajace warunki (2).

Czas dzialania takiego programu jest z grubsza proporcjonalny do N2. Ma on
jednak pewna powazna wade. Program potrzebuje bardzo duzo pamieci
komputera na jednoczesne przechowywanie wszystkich par (a, b).

Przy N = 17000 program potrzebuje prawie 1700 MB pamieci RAM, a jego czas
dziatania to zaledwie 2 minuty.

Chceac zwiekszy¢ zakres poszukiwan do N = 34000 musielibySmy czekaé na wynik
8 minut (zaden problem), ale musieliby$my uzy¢ prawie 7 GB pamieci RAM
komputera, a to, jak na razie, nie jest powszechnie osiggalne.

Jak obejsé te trudnosé nie ptacac przy tym dramatycznym wydtuzeniem czasu
pracy programu?

Pomyst czwarty (ten wlasciwy)

Skoro nie mozemy umiesci¢ w pamieci naraz wszystkich par (a,b), podzielmy
zbioér tych par na roztaczne podzbiory tak, aby spelnione byly ponizsze warunki:

(i) kazdy podzbior miesci sie naraz w pamieci komputera,

(ii) jesli a® + b3 = 3 + d3, to pary (a,b) i (c,d) znajduja si¢ w tym samym
podzbiorze,

(iii) dla kazdego podzbioru umiemy w miare szybko wygenerowaé wszystkie pary
liczb, ktore do niego naleza.

Jakie ma wiec by¢ kryterium, wedle ktorego przypiszemy zbiér wszystkich par do
poszczegbdlnych podzbiorow?

Najbardziej naturalnym pomystem jest umieszczanie w pamieci takich par (a,b),
ze liczba a® 4 b3 miesci sie w ustalonym przedziale. Jednak praktyczne proby
wcielenia w zycie tego pomyshu pokazuja, ze warunek (iii) jest nie najlepiej
spelniony.
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Duzo wydajniejszy jest pomyst nastepujacy:
Ustalmy liczbe p. Najlepiej, jesli p jest liczba pierwsza postaci 6n + 5.

Dla kazdej liczby R, gdzie 0 < R < p, umie$cimy w pamieci komputera te pary
(a,b), dla ktorych
a® 4+ b* = R (mod p).

Oto blizszy opis realizacji tego pomystu:

Wybieramy liczbe pierwsza p postaci 6n + 5. Liczba ta powinna by¢ na tyle
matla, na ile pozwoli nam dostepna pamieé¢ komputera. Jednak pewne subtelnosci
sprzetowo-programistyczne mogg czasami sktoni¢ nas do wykorzystania tylko
czeSci pamieci.

Przed rozpoczeciem wtasciwych poszukiwan przygotowujemy tabele T', dzieki
ktorej bedziemy mogli obliczaé pierwiastki szeScienne modulo p. Doktadniej,
tabela ma p wierszy, a w r-tym wierszu znajduja sie wszystkie liczby catkowite
dodatnie b < N, dla ktérych

b> =7 (mod p).

W tym celu dla kazdej liczby b obliczamy b* (mod p), co méwi nam, w ktérym
wierszu tabeli 7" nalezy umiescié liczbe b.

Dla kazdej liczby R, gdzie 0 < R < p, generujemy wszystkie pary (a, b)
speliajace warunki N > a > b oraz a® + b® = R (mod p). W tym celu dla kazdej
liczby @ obliczamy r = R — a® (mod p), a nastepnie w r-tym wierszu tabeli T'
znajdujemy odpowiednie wartosci b, pamietajac, aby a > b.

Aha. .. powinni$my tez byli zawczasu wybraé liczbe ¢ i zainicjowaé g stosow

o numerach od 0 do g—1. Podobnie jak w poprzedniej wersji programu, para (a, b)
zostanie zapisana na stosie o numerze a® + b (mod ¢). Podobnie jak poprzednio,
zapisujac pare (a,b) na stosie, sprawdzamy, czy byl on do tej pory pusty. Jesli
nie, poréwnujemy liczbe a®+b3 z liczbami ¢3+d? dla wszystkich par (c,d), ktore
juz znajduja sie na tym stosie. Jezeli a® + b3 = ¢3 + d3, drukujemy rozwiazanie.



