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Ksiazka ,Matematyka w biologii” dotyczy szeroko
rozumianego modelowania matematycznego stosowanego
do opisu, analizy i prognozowania zjawisk
biomedycznych. Wypelnia ona istotna luke w literaturze
poswieconej popularyzacji zastosowan matematyki oraz
takim zastosowaniom matematyki, o ktérych moga
czytaé studenci — przy zachowaniu jednakze rygoréw
precyzyjnego rozumowania, dowodzenia twierdzen,
podawania definicji i intuicji dotyczacych rozwazanych
poje¢. Rozumowania te na ogot dotycza na konkretnego
obiektu, dzieki czemu Czytelnik zapoznaje sie
bezbolesnie z szeregiem technik matematycznych. Mniej
matematycznie wyrobiony Czytelnik znajdzie Dodatek
zawierajacy stosowane pojecia i twierdzenia oraz
odnosniki do stron www zawierajacych dodatkowe
wiadomo$ci matematyczne.

W zasadniczej mierze ksiazka poswiecona jest
modelowaniu matematycznemu, ktére pomimo, ze jest
obecnie bardzo szybko rozwijajaca sie czescia
matematyki, nie jest ani nowym odkryciem, ani tez nowa
dziatalnoscia. Sledzac odkrycia wielkich matematykow
na przestrzeni wiekéw oraz sposoby odkrywania
zaleznoéci rzadzacych $wiatem przyrody, mozna postawié
$miata hipoteze, iz sa oni tworcami modeli. Sam termin
,modelowanie matematyczne” jest pojeciem bardzo
og6lnym, niedefiniowalnym jednoznacznie i latwiej jest
wyroznié etapy konstrukeji modelu — co Autorka
konsekwentnie czyni — niz podaé jego definicje.
Dodatkowo istotna jest réznica miedzy samym modelem,
a aktywnym procesem jego otrzymywania, czyli
modelowaniem. Model moze w dalszej kolejnosci
podlegaé¢ weryfikacji, uogélnianiu, moze wreszcie

w wyniku jego analizy by¢ zmieniany, modyfikowany

w taki sposob, by opisywal nowe aspekty danego
zjawiska. Idealnym, zeby nie uzy¢ stowa modelowym,
przykladem moze by¢ prezentowany przez Autorke model
relacji drapieznik-ofiara (subtelne kwestie nazewnictwa
pominiemy w tej recenzji). Poczynajac od opisu
podstawowego modelu Volterry-Lotki majacego przeciez
w pierwotnym zamierzeniu wyjasnié¢ niespotykane dotad
fluktuacje w liczebnosci ryb w Adriatyku, Autorka
prowadzi nas miedzy innymi poprzez model z ogranicza
pojemnoscig, model z kryjowkami dla ofiar, az do
ogoblnego modelu Kotmogorowa, by zakonczy¢ analiza
modelu Maya. Prezentuje przy tym w sposob Scisty i
elegancki rozmaite metody analizy tychze modeli.
Analiza modelu skonstruowanego przez inng osobe uczy
na ogot nowych technik matematycznych, uczy réowniez
technik symulacji, pozwala nabraé¢ niezbednej intuicji
oraz do$wiadczenia w konstruowaniu wlasnych modeli.
Ostatni postulat, najwazniejszy badz co badz, jest
mozliwy do spelnienia jedynie w tym przypadku,
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w ktorym wyroznia sie kolejne etapy konstrucji modelu
formulujac zatozenia do niego prowadzace, podajac
konieczne uproszczenia i uzsadniajac je — Autorka czyni
to za kazdym razem, co jest ogromnym walorem ksiazki
i moze stanowi¢ dobry punkt wyjsciowy dla dalszej
wlasnej pracy. Nie nalezy bowiem zapominaé, ze
konstrukcje modeli przebiegaja niejako wedle zasady
Hklockow lego” — tzn. wychodzi sie za kazdym razem od
tych samych podstawowych modeli modyfikujac je potem
stosownie do rozwazanego problemu i stosujac w ich
analizie poznane juz wczesniej techniki. Poprzednie
postulaty Autorka realizuje poprzez wprowadzanie
kolejnych technik matematycznych — od analizy ciggéw
liczbowych poprzez bogactwo technik dotyczacych
uktadow dynamicznych i analizy punktéow krytycznych
uktadéw na plaszczyznie, czy tez metod analizy réwnan
czastkowych typu reakcja-dyfuzja, az do wykorzystania
elementéow teorii grafow, taricuchow Markowa i teorii gier.
Daje to zdaniem piszacego te stowa dobre przygotowanie
do czytania pozycji bardziej zaawansowanych badz
napisanych mniej czytelnie. Do postulatu symulacji

a zarazem praktycznej weryfikacji modelu, niestety nie
realizowanych w tej ksiazce w zadowalajacy sposob,
powr6ce w dalszym ciggu. Niemniej jednak Autorka
konstruujac i analizujac modele nie pomija przewidywan
jakosciowych opartych na tychze modelach, czego
przyktadem moze by¢ zasada Volterry. Ta tak zwana
analiza jakoSciowa jest rownie istotna, a kto wie, czy nie
wazniejsza, niz analiza ilosciowa — dajaca konkretne
wyniki liczbowe. Pozwala ona bowiem przewidzie¢ ogélne
trendy zmian, a nie tylko zmiany poszczegoblne, ktore sa
na ogo6l analizowane na komputerze — wynik takiej
analizy bez poprzedzajacej ja analizy jakosciowej moze
by¢ ztudny. Mozna bowiem tatwo wykonaé¢ nastepujace
¢wiczenie przy okazji badania tzw. modelu z efektem
Allee (nie omawianego w opisywanej monografii)

‘ N

N=rN(N a)(l K>’
gdzie K jest pojemno$cia srodowiska, a < K jest progowa
gestoscia populacji ponizej ktorej (tj. gdy No < a)
dynamika populacji przebiega wedle procesu S$mierci,
a powyzej ktorej wedtug prawa ograniczonego wzrostu.
Model posiada trzy punkty krytyczne 0, a, K, z ktorych
a jest niestabilny a pozostale dwa sa asymptotycznie
stabilne. Zatem, po wykonaniu analizy jako$ciowej
modelu (do ktorej przeczytanie ksiazki Urszuli Forys
przygotowuje w dostateczny sposob) dla warunkow
poczatkowych Ny > a powinnis$my sie spodziewaé
monotnicznego wzrostu az do ,nasycenia”’ si¢ sSrodowiska.

> phaseportrait(diff(y(x),x)=0.08%y (x)*(1-y(x))*(y(x)-0.15),y(x),
x=0..800,[[y(0)=0.4],[y(0)=0.75],[y(0)=0.94],[y(0)=0.04],
[v(0)=0.13],[y(0)=0.15]]);
>phaseportrait(diff(y(x),x)=0.082*y(x)*(1-y(x))*(y(x)-0.15),y(x),
%=0..1000,[[y/(0)—0.4],[y(0)—0.75], [y (0)—0.94].[y(0) —0.04],
[y(0)=0.13],[y(0)=0.15]]);

Wykonanie powyzszych polecenn (w Mapleu) zaburzy
nieco nasz spokdj (i by¢ moze w wartosci symulacji
numerycznych nie popartych porzadna analiza
matematyczng,).



Takie ujecie tematu — jakie Autorka prezentuje w swej
ksiazce — jest do$¢ nowatorskie i rzadko spotykane

w monografiach, ktére na ogdt koncentruja sie na,
nazwijmy to kolokwialnie, jednorodnych technikach.
Daje si¢ w nim jednak zauwazy¢ pewien szczeg6lny trend
— by¢ moze piszacy te stowa zauwaza to jedynie jako, ze
mial kilka razy okazje i nieklamana przyjemnosé stuchaé
referatow Autorki na rozmaitych konferencjach. Cecha
charakterystyczna ksigzki jest to, ze Autorka prowadzi
Czytelnika z nieprawdopodobna brawura i lekkoscia
poprzez rozdziaty stosujace teorie uktadow
dynamicznych czy tez rownan czastkowych (czyli te
metody, ktore sa jej bliskie w pracy naukowo-badawczej,
zwlaszcza jesli chodzi o modelowanie nowotworow);
zwalnia nieco w przypadku teorii grafow — gdzie zapewne
majac na uwadze niezbyt wciaz powszechna znajomosé
tych zagadnienn — monografia staje sie w zasadzie
wyktadem tejze teorii, by na koniec znéw wrocié
triumfalnie w opisie zastosowania teorii gier (przyktad
,ekonomiczny” we wprowadzaniu do zagadnienia niestety
bardzo razi, ale réwnowazy to zdecydowanie opisami
paradoksalnych zachowan pewnych gatunkow). Lekkosé
narracji by¢ moze mozna by zachowaé¢ umieszczajac
terminy i twierdzenia z teorii graféw w dodatku — tak jak
to Autorka czyni z rownaniami roézniczkowymi

i uktadami réwnan. Dodatek ten, nalezy podkreslié, jest
dobrze i starannie napisany — na tyle dobrze, ze
niektorzy studenci moga go czytaé (i jak wiem czytaja)
jako uzupelnienie odpowiedniej literatury np. z teorii
réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Ksiazka Urszuli Forys wypelnia zatem ogromng luke na
rynku wydawnicznym polskim. Poza kilkoma pozycjami
nie bylo dotad zadnej zwartej monografii, wedtug

ktorej moznaby np. prowadzi¢ wyktad bez koniecznosci
istotnej modyfikacji i uzupelnien czytanego materiatu.
Moze réwniez stanowié — i stanowita bedac jeszcze

w rekopisie — lekture niemal obowigzkowa dla studentéw
wybierajacych coraz modniejsze i powszechniejsze kursy
modelowania matematycznego, biologii matematycznej,
biomatematyki. Lekture tym cenniejsza, ze napisang
przystepnie i po polsku. Piszacy te stowa prowadzac taki
kurs na Uniwersytecie Y.6dzkim, wykorzystywal fragmenty
wtedy jeszcze manuskryptu (uprzejmie ofiarowanego
przez Autorke) ze skutkiem jak nalezy sadzié¢

dobrym. Mozna réwniez korzystaé z ksiazki jako lektury
pomocnicznej na seminarium — co réwniez czynitem.

Wspomnialem juz o precyzji w prezentowaniu
omawianych zagadnien. Autorka konstruujac modele za
kazdym razem dba o ich poprawnosé matematyczna
(czyli spelnianie kryterium Hadamarda) oraz poprawnosé
biologiczna (czyli przedtuzalnosé rozwiazan do
nieskoniczonosci oraz ich dodatniosé). O ile poprawnosé
matematyczna jest na ogét konsekwencja znanych —
przynajmniej studentom matematyki, choé nie jest to
regula — twierdzen, o tyle poprawnosé biologiczna bywa
zagadnieniem trudnym i jej konsekwente stosowanie
wyrabia u Czytelnika pewne konieczne tu techniki oraz
spos6b myslenia. Z ubolewaniem bowiem nalezy
stwierdzié¢, ze nawet prace naukowe, poswiecone tematyce
modelowania w biologii i zglaszane do rozmaitych
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czasopism matematycznych, nie zwieraja czesto dowodow
poprawnoéci biologicznej problemu, a gdy recenzent
(piszacy te stowa) poprosi o uzupelnienie niekoniecznie
otrzymuje satysfakcjonujaca odpowiedz.

Za walor ksiazki uwazam réwniez wprowadzenie réwnan
i uktadéw z opdznieniem wraz z metodami ich analizy —
na przykltadzie modelu Marczuka. Tematyka ta bedzie
coraz powszechniejsza i wymusi juz wkrotce jej
uwzglednianie w klasycznych kursach uniwersyteckich
poswieconych réwnaniom rézniczkowym, a ksiazka
Urszuli Fory$ bedzie stuzy¢ nieoceniona pomoca

w opracowaniu wyktadow.

Pozostaje jeszcze dopisa¢ uwagi krytyczne, ktore, nie
zaznawszy trudu i znoju samodzielnego pisania ksigzki,
mozna latwo formutowaé. Pierwsza dotyczy literatury.
Pomimo, ze ksiazka zawiera jej bogaty spis dziwi¢ moze
brak niektérych pozycji, ktore wydawaty sie byé
klasyczne jak np.

1) N. F. Britton ,Essential Mathematical Biology”,
Springer-Verlag London, 2003.

2) F. C. Hoppensteadt, C.S. Peskin ,Mathematics in
Medicine and the Life Sciences”, Springer-Verlag
New-York, 1992.

3) 1.D. Huntley, D.J.G. James, ,Mathematical
Modelling”, Oxford University Press, 1990.

4) G. Fulford, P. Forrester, A. Jones, ,Modelling with
Differential and Difference Equations”, Cambridge
University Press, 1997.

Pozycje 3) i 4) sa nakierowane w znaczacy sposob na

techniki modelowania (zwlaszcza znakomicie

dydaktycznie opisany proces konstruowania modelu
demograficznego w poz. 3) i bedac napisane dos¢ tatwo
moga stanowi¢ dobre uzupelnienie technik omawianych

w ksiazce. Pozycje 1), 2) sa z biomatematyka zwiazane

w sposéb organiczny.

Druga uwaga dotyczy braku zadan, probleméw do
przemyslenia. Czytelnik ksiazek matematycznych jest do
takiego ich uktadu przyzwyczajony i poniekad oczekuje
w ten sposéb rozwiniecia i uzupelnienia opisu, jak

i mozliwosci sprawdzenia stopnia zrozumienia
opanowanego materialu — choé¢ odwotanie do ksiazki
Murraya (cytowanej przez Autorke) oraz Brittona

i Hoppensteadta dostarczy wystarczajacej liczby
probleméw. Czasami jednak umieszczanie zadan zaburza
rytm narracji.

Trzecia z uwag wydaje sie by¢ powazniejsza nieco i pozwole
sobie rozwingé mysl. Dotyczny ona ,doboru parametrow”
czy tez symulacji modelu i nastepnie jego praktycznej
weryfikacji. Autorka wspomina wprawdzie o takich
mozliwosciach — piszac np. o metodzie najmniejszych
kwadratéw w doborze odpowiedniego wspoélczynnika

w modelu Malthusa — jednak nie podaje efektywnego
przyktadu. Jest oczywistym, ze jakkolwiek tatwo
dobiera¢ parametry — czyli konkretyzowaé model — dla
zjawisk opisywanych jednym réwnaniem, to dla zjawisk
opisywanych uktadem, staje sie to trudne. Zapewne

cheé zachowania konsekwencji w pisaniu spowodowala, ze
Autorka zagadnienie to — ciekawe, trudne i interesujace
studentéw — pomineta. Szkoda! Skonfrontowany



z rzeczywisto$cia model nabiera nowego znaczenia
— daje tez sie tatwo prezentowaé na szerszym forum.

Rozwazmy dokladniej kwestie dopasowywania
danych do modelu. Powr6émy do dyskretnego
modelu Malthusa, ktory zapiszemy w postaci

Nigy1=7rNg

wraz z warunkiem Ny. W cytowanej ksiazce
Hoppensteadta mozna znalezé éwiczenie, ktére nakazuje
czytelnikowi znalezé parametr » w tymze modelu
postugujac sie metoda najmniejszych kwadratéw — znana
kazdemu do$wiadczalnikowi — stuzaca do dopasowywania
uktadéw danych najczesciej przedstawionych graficznie

i bedacych wynikami pomiaréw do wygladu krzywej,

o ktorej sadzi sie, ze dane najlepiej do niej pasuja. Dane sa
zatem pary liczb (t1,s1), (t2, $2), ..., (tn, Sn) — 2 ktorych
pierwsza oznacza czas a druga wielkos¢ jest mierzona (np.
gestosé populacji). Najczesciej wyniki dopasowywane

sa do wykresu funkcji liniowej. W przypadku,

gdy z wykresu danych wida¢, ze te wyniki nie pasuja do
wykresu funkcji liniowej oraz drugie zmienne sa dodatnie,
to liczymy ich logartymy i dopasowujemy dane (¢1,1n sy),
(t2,1n s3), ...., (tn,Ins,). Gdy nadal nie pasuja,

to liczymy logarytmy z logarytméw. Zauwazmy, ze
rozwigzanie rownania Malthusa mozna zapisa¢ w postaci

In N = klnr + In Ny

i mozna je potraktowaé jako rownanie regresji liniowej
y = b+ at. Podamy teraz wzory na a oraz b. Oznaczmy

t= %Zyzl L, s = %Z?:I §i
Wtedy )

n —
a= ?Z:L:ltzsz _t52’ b=73—at.
n Zi:l t% - (t)

W tabeli zebrano dane dotyczace liczebnosci populacji
Szwedow w latach 1780-1960. Rok 1780 przyjmiemy
jako rok zerowy (dla uproszczenia obliczeni). Zatem
tabela ma postaé

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
2104 2352 2573 3123 3824 4572 5117 5876 6356 7480

Tabela zawierajaca dane, do ktorych ,fitujemy”, ma

postac
0 20 40 60 80
In2104 1n2352 In2573 1n3123 In3824

Po dopasowaniu do logarytméw danych otrzymujemy
funkcje r (¢t) = .007392207t + 7.616920975, skad
znajdujemy r rozwiazujac réwnanie Inr = .007392207
oraz 10334 jako liczebno§é populacji w roku 2000 (model
musimy wytestowaé najpierw ,historycznie”, aby moc
moéwic o jego dalszej przydatnosci). Poréwnajmy te dane
z encyklopedia. Liczebnosé populacji szwedzkiej
wynosilta 8,8 mln mieszkaricow. Mozemy jeszcze
sprobowacé fitowaé¢ dane jedynie z lat np. 1840-1960.

W tym przypadku wielko$¢ przewidywana populacji
wynosi 9620.0. Analizujac wykres danych mozemy
zauwazy¢ spadek tempa wzrostu populacji od lat
40-stych poprzedniego stulecia. Wniosek stad taki, ze by¢
moze nalezy dopasowywaé mniejsza liczba blizszych
historycznie danych — np. dla danych z lat 1920-1960
otrzymujemy btad rzedu 6%.
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Nieco inaczej rzecz sie ma z modelem logistycznym
: N
(1) N:rN(l—?>,N(O):NO

gdzie K jest tzw. pojemnoscia srodowiska, a ktérego
rozwiazaniem jest funkcja
KNy

)  No+e (K — Ny’

Tym razem dopasujemy parametry modelu do populacji
USA. Rysujac na wykresie dane demograficzne dotyczace
tej populacji zauwazamy, ze ukladaja sie one w dwa
,zespoly” — dane z lat 1780-1940 oraz od roku 1940 do
chwili obecnej. Dopasowanie modelu logistycznego
jedynie do danych z pierwszego ,zespolu” wyznacza
pojemnosé §rodowiska K| mniejsza od rzeczywistej liczby
ludnosci. Przyjelismy, ze wartosci funkcji (2) ze stalymi
r1 1 K1 w punktach t = 0 (rok 1800), t = 70 (rok 1870)
oraz t = 140 (rok 1940) zgadzaja sie z danymi
statystycznymi. Zauwazmy, ze juz pod koniec lat 60-tych
XX w. notowane dane przekroczylty stalg K;. Albowiem
u podstaw modelu logistycznego (jak i Malthusa) lezy
zalozenie, ze srodowisko jest niezmienne w czasie.
Tymczasem chociazby rozwoj technologiczny

w rolnictwie powoduje zwiekszenie pojemnosci
srodowiska (oczywiscie jest jeszcze wiele innych
czynnikéw wplywajacych na rozwoj populacji ludzi, co
powoduje, ze jest ona niezwykle trudna do
dlugoterminowego modelowania). Powsta¢ moze

pytanie, czy zatem zly jest jest sam model czy tez jego
parametry sa zle dobrane — to zagadnienie wydaje sie byé
istotne i potwierdza wage analizy jakosciowej, ktora
iloSciowa, musi poprzedzaé. Jesli wyniki liczbowe wpisuja
sie w trend wyznaczony przez model teoretyczny, to
wydaje sie, ze zle dopasowane sa jedynie parametry
modelu. Zatem dane po roku 1940 postaramy sie
przyblizy¢ takze funkcja logistyczna (2), lecz z innymi
staltymi Ny, K, r.

N()

Funkcja
5.308 K,
0 <t < 140,
5.308 4+ e~"1t (K — 5.308)’
131.67K> £ 140,

131.67 + e—2(t=140) (K, — 131.67)

powstala jako sklejenie dwu funkcji logistycznych (2)

z racji wyboru wspolnego ,wezla” (rok 1940), jest
ciggta dla dowolnego t > 0. Wspomnieliémy wczesniej
ewentualng mozliwosé ,sklejenia” obu funkcji w punkcie
t = 130. Wybor tego punktu implikowalby (wowczas
dane sa: Ng = 122.775, Ny = 193.526, N b.z., t; = 35)
K = 608.417 oraz znacznie wieksze odchylenia wartosci
uzyskanej w ten sposob funkcji logistycznej od danych
statystycznych w latach 1940-1960. Znalezienie
paramteréw r, K mozna réwniez przeprowadzic¢
numeryczng procedurg aproksymacji sredniokwadratowej
przy wykorzystaniu dostepnego oprogramowania
matematycznego. Podobnie, jak w opisie metody
analitycznej, okres obejmujacy lata 1800-2000 dzielimy
w ¢t = 140 na dwa podokresy, traktujac kazdy z osobna
i sklejamy otrzymane funkcje w tym punkcie do funkcji

ciaglej.



