Grube linie sg gladkie, ale tylko
w stopniu 0.

Jean F. Frénet (1816-1900),
Joseph A. Serret (1819-1885).

Delfino Codazzi (1824-1873),
Gaspare Mainardi (1800-1879).

O gltadkich krzywiznach
Marek KORDOS, Warszawa

Witek Sadowski ma ogromnie cenng umiejetnosé zlecania prac, od ktérych nie
sposob sie wymdwié, a przy tym skrajnie trudnych. Oczywiscie chodzi w nich

o popularyzacje. I wlaénie od niego otrzymalem propozycje nie do odrzucenia,
aby na Festiwalu Nauki opowiedzie¢ o theorema egregium Gaussa. To, co jest
napisane dalej, jest proba opowiedzenia o tej problematyce w sposob nieskazony
formalizmem, dostepny dla tzw. laika, ale jednak merytorycznie uczciwy. Jesli
jest to calkiem do niczego, to czes¢ winy spada na Witka.
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To, o czym bedzie mowa, mozna nazwaé¢ ,nadzwyczajne konsekwencje
gladkosci’. Okazuje sie bowiem, ze narzucenie warunku (jakiego$ tam stopnia)
gladkoéci na rozpatrywane krzywe czy powierzchnie powoduje, ze wykazuja one
wiele nieoczywistych regularnosci.

Kazdy si¢ zgodzi, ze brzeg kwadratu gtadki nie jest. Rozwijajac z niego napieta
ni¢, jak na rysunku, uzyskujemy juz cos gtadkiego. Ale to bardzo prymitywna
gladkosé — zakrzywienie toru konca nici zmienia si¢ raptownie wszedzie tam,
gdzie ni¢ odrywa sie od kolejnego boku kwadratu. Taka gtadkos¢ to gtadkosé

z numerem 0. Koniec napietej nici rozwijanej z jakiej$ krzywej daje nam
krzywa o wigkszej gtadkosci. I tak, koniec napietej nici rozwijanej z krzywej

o gladkosci 0 ma gladko$¢ 1; podobnie okreslamy gladkosé 2, 3 itd. Mozna
wyobrazi¢ sobie analogiczng definicje gladko$ci powierzchni.

Geometria rézniczkowa zajmuje sie konsekwencjami gltadkosci w geometrii.
Doktadniej: zajmuje sie badaniem, jak z lokalnych wtasnosci gtadkich krzywych
i powierzchni wynikaja ich wlasnosci globalne, caloéciowe. Do réznych twierdzen
geometrii rézniczkowej potrzebne jest zalozenie réznego stopnia gladkosci. Tu
bede zakladal poziom gtadkosci 3 — przy takim zalozeniu wszystkie twierdzenia,
o ktoérych bedzie mowa, dadza si¢ udowodnic.

Najbardziej efektownym twierdzeniem o krzywych gladkich jest twierdzenie
Fréneta—Serreta. Jest w nim mowa o krzywiZnie i skreceniu. Krzywizna krzywej
w danym punkcie to odwrotnos¢ promienia okregu najlepiej udajacego te krzywa
w otoczeniu tego punktu (lub zero, gdy takiego nie ma). Plaszczyzne, w ktérej
lezy ten okrag, nazywa sie plaszczyzng Scisle styczng. Skrecenie mierzy to, jak
bardzo (i w ktéra strone) krzywa w otoczeniu badanego punktu odchyla si¢ od
tej plaszezyzny (gdy krzywa jest plaska, to skrecenie jest zerowe). Przywolane
twierdzenie glosi, ze

krzywa jest jednoznacznie (z dokladnodcig do polozenia) wyznaczona przez swoje
krzywizny i skrecenia.

Niby nic nadzwyczajnego, ale z tego juz wynika np., ze istnieja tylko trzy
rodzaje krzywych $lizgajacych sie po sobie. Istotnie, aby krzywa mogtla si¢ po
sobie $lizgaé¢, musi w kazdym punkcie by¢ taka sama, czyli musi mie¢ stala
krzywizne i stale skrecenie. Mamy wiec trzy przypadki. Stata krzywizne 0 ma
prosta (i zgodnie z twierdzeniem F—S nie ma innych takich krzywych). Stala
krzywizne niezerowa i zerowe skrecenie ma okrag (i, wedle F-S, tylko on).
Wreszcie stala niezerows krzywizne i state niezerowe skrecenie ma linia srubowa
(i, zné6w F-S, tylko ona). Znamy z codziennego zycia suwaki, pokretla i sruby
(tu slizganie zapewnia mozliwos$é uzycia nakretki) — twierdzenie F—S zapewnia,
ze innych takich urzadzen by¢ nie moze.

Takie tadne twierdzenie spowodowalo poszukiwania jego odpowiednika dla
powierzchni. I tutaj spotkal matematykéw zawdéd — mozna na site wyprodukowaé
podobne twierdzenie, ale parametréw bedzie az 6 i beda one miaty dosé
nieintuicyjny sens, a ponadto beda musialy spelniaé¢ juz catkiem nieintuicyjne
warunki (wzory Codazzi-Mainardi).
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F. Carl Gauss (1777-1855)

Te¢ samg geometrie wewnetrzng moga
mie¢ catkiem niepodobnie wygladajace
powierzchnie. Pierwszym takim
przykladem sa helikoida i katenoida.

Ta pierwsza to powierzchnia, jaka
zakresla prosta jednostajnie obracajaca
si¢ wokot prostej do niej prostopadle]j

i réwnoczes$nie jednostajnie przesuwajaca
si¢ réwnolegle do niej. T¢ drugg tworza
mydliny rozpiete na dwéch pierécieniach,
lezacych w plaszczyznach prostopadtych
do prostej taczacej ich srodki.

Karol Borsuk (1905-1982)

Leonard Euler (1707-1783)

Badanie powierzchni w inna strone skierowal Gauss. Wskazal, jak wazne moze
by¢ spostrzezenie, ze figury narysowane na plaskiej kartce papieru maja te same
miarowe wlasnosci, gdy kartke np. zwiniemy w rurke: istotnie, nie zmieni si¢
dhugo$é¢ narysowanych linii, katy miedzy nimi, ani pola ograniczonych przez nie
obszarow. Czesto opowiada sie o tym, uzywajac zyjacych na kartce plaszczakéw:
zadne dokonywane przez nie pomiary nie pozwolityby im stwierdzi¢, jak

w przestrzeni polozona jest kartka, na ktérej zyja. Mozliwa do uprawiania przez
nie geometria to geometria wewnetrzna.

Okazuje sie, ze owa niesSwiadomos¢ dotyczy réwniez nas. Zgodnie z ogdlng
teorig wzglednoéci fizyka to wlasnie geometria wewnetrzna przestrzeni,

w ktérej zyjemy. Na ogdl przyjmujemy, ze zyjemy w tréjwymiarowej geometrii
euklidesowej. W 1981 roku Borsuk udowodnil, ze przestrzen euklidesowa
n-wymiarows mozna, bez naruszenia jej geometrii wewnetrznej, zwinaé tak, by
miescita sie w dowolnie maltej kulce w euklidesowej przestrzeni

(n + 1)-wymiarowej. Nie mamy wiec mozliwosci zadnym fizycznym pomiarem
przekona¢ sie, jak nasz Wszechswiat wyglada w czterowymiarowej przestrzeni.

Oczywiscie, krzywizna krzywych narysowanych na kartce zmienia sie przy jej
wyginaniu. Okazuje sie jednak, ze nie catkiem dowolnie.

Aby sie o tym przekonaé, przyjrzyjmy sie krzywym lezacym na gladkiej
powierzchni. Przypomniatem tu jeszcze raz gtadkosé, by zwréci¢ uwage, ze taka
powierzchnia ma w kazdym punkcie (jednoznacznie wyznaczona) plaszczyzne
styczna. Wektor prostopadtly do niej to wektor normalny powierzchni w tym
punkcie. Przeciecia powierzchni plaszczyznami zawierajacymi ten wektor
nazywaja sie krzywymi normalnymi w tym punkcie. Ich krzywizny wziete ze
znakiem plus, gdy krzywe zakrecaja w kierunku wskazanym przez obrany wektor
normalny, i ze znakiem minus, gdy zakrecaja w przeciwng strone, to krzywizny
normalne. Euler udowodnil, iz gtadko$¢ powierzchni powoduje, ze

jesli mie wszystkie krzywizny normalne sq réowne, to istniejg tylko dwa ich
ekstrema, co wiecej, krzywizny najmniejsza i najwieksza przyjmowane sq
w kierunkach prostopadtych.

Krzywizny ekstremalne nazywamy gi{dwnymi, podobnie jak kierunki, w ktorych
sa przyjmowane. Obejrzyjmy kilka przyktadéw.

W dowolnym punkcie powierzchni sfery wszystkie krzywizny normalne sa réwne,
kierunki gléwne nie sa wyznaczone, co oznacza, ze mozna je sobie wybraé
dowolnie, byle prostopadle. W dowolnym punkcie powierzchni walca jedno
ekstremum to 0 i kierunek gltéwny to kierunek tworzacej, drugie ekstremum to
odwrotno$¢ promienia podstawy walca. Na siodle do konnej jazdy, w miejscu,
gdzie siedzi jezdziec, jeden kierunek gtéwny wyznacza linia taczaca teki, drugi —
linia taczaca klapy. Widaé, ze krzywizny gléwne sg przeciwnego znaku. Ostatnie
dwa przyktady wskazuja, dlaczego nie mowi sie o krzywiznie maksymalnej

i minimalnej: to, ktore ekstremum jest ktére, zalezy od tego, po ktoérej stronie
plaszczyzny stycznej obraliémy wektor normalny.

Wydaje sig, ze tatwo jest podaé przyklad przeczacy twierdzeniu Eulera —

tzw. malpie siodlo: trzy leki i miedzy nimi trzy klapy (dwie na nogi, trzecia na
ogon, stad nazwa). Blizsze zbadanie pokazuje jednak, ze jest to zludne: kazde
gladkie malpie siodlo ma na srodku punkt, w ktérym wszystkie krzywizny
normalne sa rowne 0, czyli lokalnie taki, jak punkt na plaszczyznie.

Euler poszedl dalej — okazuje sie, ze znajac krzywizny gltéwne x; i ko oraz kat «,
jaki jaki§ kierunek na plaszczyznie stycznej tworzy z kierunkiem gltéownym
odpowiadajacym pierwszej z nich, mozna obliczy¢ krzywizne normalna kn

w tym kierunku. Mianowicie

KN = K1 cos? a + Ko sin? a.
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Jean B.M.Ch. de la Place Meusnier
(1754-1793)

Joseph L. Lagrange (1736-1813)

Z uwagi o btonach mydlanych
bezposrednio wynika, ze katenoida jest
powierzchnia minimalng. Okazuje sie, ze
helikoida réwniez. Sg to bardzo szczegdlne
powierzchnie minimalne: katenoida jest
jedyna obrotows powierzchnig minimalna,
a helikoida — jedyna prostokreslng.

Mialem okazje¢ przekonaé si¢ praktycznie,
jak dziala to spostrzezenie. W 1975

roku redakcja Delty ogtosita konkurs

na budowe mostu z papieru (z bloku
technicznego); ograniczenia klejenia

byly bardzo ostre. Najwigkszy ciezar,
57,490 kg, uniést most, w ktérym
elementy nosne byly rurkami trzymanymi
nad parg i w zwinigciu osuszonymi,
niesklejonymi w zaden sposéb. Zreszta
zawiodly w koncu nie one, a sposéb ich
polaczenia.

Na walcu geodezyjnymi sa wszystkie
linie rubowe laczace dane punkty (oraz
czasami okregi lub proste).

Istotny dalszy krok zrobil na tej drodze Meusnier, dowodzac, ze mozna podobnie
znalezé krzywizne k (prawie) kazdej, juz niekoniecznie normalnej, krzywej k —
wystarczy znaé kat o, jaki tworzy jej plaszczyzna Scisle styczna z plaszczyzng
styczna do powierzchni:

Ksiny = Ky,
gdzie krzywizne normalna nalezy obliczyé¢ ze wzoru Eulera dla kierunku wektora
stycznego do krzywej k. Stowo ,prawie” napisatem dlatego, ze metoda ta
zawodzi, gdy ¢ = 0, a wiec np. dla krzywej, wzdluz ktérej nadmuchana detka
rowerowa (czyli torus) styka sie z plaszczyzna, na ktoérej ja polozymy.

Tak wielka rola, jaka w geometrii krzywych na powierzchni odgrywaja krzywizny
glowne, kazala przyjrzeé sie im blizej, w szczegdlnoéci zbadaé znaczenie ich
prostych kombinacji. I tak $rednia arytmetyczng krzywizn gtéwnych nazywa sie
krzywizng $rednig. Tenze Meusnier odkryl, ze

powierzchnie, ktérych krzywizna $rednia jest réwna zeru, to powierzchnie
minimalne.

Pojecie powierzchni minimalnych wprowadzit Lagrange. Charakteryzuje

je nastepujaca wlasnosé: dla dowolnej krzywej zamknietej lezacej na tej
powierzchni btona o minimalnym polu rozpieta na tym konturze to wlasnie

ta powierzchnia. Uzycie stowa ,blona” w poprzednim zdaniu wskazuje, ze
powierzchnie minimalne mozna poznawaé, rozpinajac na rozmaitych konturach
blony mydlane — minimalno$¢ zapewnia napiecie powierzchniowe. Tych
twierdzen w jakim$ sensie spodziewano sie.

Natomiast odkrycie, ze iloczyn krzywizn gléwnych (prosze zauwazyé, ze jego
warto$é nie zalezy od wyboru wektora normalnego!) ma sens geometryczny,

bylo sensacyjne. Nawet bardzo powéciagliwy Gauss nazwal ten rezultat theorema
egregium, co oznacza twierdzenie wspaniate. Glosi ono, ze

tloczyn krzywizn gléownych nalezy do geometrii wewnetrznej, czyli nie zmienia sie
przy wyginaniu (bez rozciggania!l) powierzchni.

lNloczyn krzywizn gtéwnych jest od tej chwili nazywany krzywizng Gaussa
i oznaczany litera K.

Jedna z licznych praktycznych konsekwencji theorema egregium jest wskazanie,
skad sie¢ bierze i ile wynosi wytrzymalo$¢ rury. Rura, jako powstata ze

zwiniecia (fragmentu) plaszczyzny, musi mieé taka sama krzywizne Gaussa jak
plaszczyzna. Krzywizna Gaussa plaszczyzny jest rowna zeru, bo takie sg jej
wszystkie krzywizny normalne. Wobec tego jedna z ekstremalnych krzywizn rury
musi by¢ réwna zeru, z czego wynika, iz tworzaca rury-walca nie moze sie wygiac¢
— chyba ze nie beda spelnione zalozenia theorema egregium, a wiec material,

z ktérego wykonana jest rura, rozciagnie sie. Mamy wiec wniosek:

wytrzymalos$é rury jest rowna wytrzymaltosci na rozcigganie materiatu, z ktorego
jest wykonana.

Aby wyciagnaé dalej idace wnioski, trzeba przywolaé¢ nowe pojecie —

krzywe geodezyjne. Kazdy, kto jezdzil drogami w falistym terenie (np. na
bialostocczyZnie), wie, ze tzw. prosta droga w pagérkowatym terenie jest

droga bardzo falista. Niemniej prostszej drogi wytyczy¢ sie nie da. Taka
wlasnie ,prosta” wytyczona przez geodetéw dala swa nazwe geodezyjnym.
Geodezyjne sa to wiec krzywe na powierzchni najprostsze — wobec tego

w kazdym punkcie ich krzywizna jest réwna krzywiznie normalnej w tym
punkcie. Sa to rownoczeénie krzywe lokalnie najkrotsze, a wiec takie, w ktérych
otoczeniu linii krétszych znalezé si¢ nie da (patrz rysunek). Wreszcie sa to linie
frontalne: dwukotowy wézeczek popychany swobodnie po powierzchni poruszaltby
si¢ wlasnie po takiej linii.

Geodezyjne maja w kazdym punkcie tylko krzywizne normalna, ale inne krzywe
majg nadwyzke krzywizny, zwana krzywizng geodezyjng — jak ja okresli¢?
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Tulio Levi-Civita (1873-1941)

NO

Zagadnienie zostalo rozwiazane przez Levi-Civite. Sposob, jaki zaproponowal, to
wprowadzenie przesuniecia réwnoleglego po powierzchni. Chodzi o okreslenie
takiego sposobu zmiany wektora lezacego w plaszczyznie réwnoleglej do
powierzchni, ktory dobrze nasladowalby przesuniecie réwnolegle na ptaszczyznie.
Okazalo sie, ze dogodnie jest méwi¢ o przesunieciu réwnoleglym wzdluz krzywey.
Sposéb ten jest taki: odrobine przesuwamy réwnolegle wektor, a jesli przestaje
on leze¢ w plaszczyznie stycznej do powierzchni, doginamy go do niej. Jesli
zaczniemy od wektora stycznego do krzywej, to moze sie on potem okazaé¢ wcale
do niej niestyczny, moze odchyli¢ sie od wektora stycznego o jakis kat. Tempo
zmian tego kata to wlasnie krzywizna geodezyjna. Levi-Civita wykazal, ze

przesuniecie rownolegle po powierzchni wzdtuz krzywej i krzywizna geodezyjna sq
pojeciami geometrii wewnetrzne;s.

Okreslenia te wydaja sie metne, ale okaza sie mozliwe do przyjecia, gdy
omoéwimy je na przykltadach. Wezmy pod uwage kule ziemska i przesuwajmy
wektor réwnolegle po rowniku. Latwo zauwazy¢, ze dogiecie do plaszczyzny
stycznej przesunietego réwnolegle wzdluz réwnika wektora stycznego to znéw
bedzie wektor styczny. Zatem zmiana kata bedzie zerowa i zerowe bedzie tempo
zmian — krzywizna geodezyjna réwnika jest réwna 0. Nic dziwnego: rownik

jest geodezyjna i ma tylko krzywizne normalna. Podobny wynik otrzymamy,
przesuwajac rownolegle wektor styczny po potudniku.

Sprébujmy teraz przesunaé wektor styczny po innym réwnolezniku niz réwnik.
Dla zwrécenia uwagi zacznijmy w Nowym Orleanie (30° szerokosci péinocnej).
Jak ustalié, jak zmieniaé sie bedzie kierunek wektora przesuwanego wzdluz
30-ego réwnoleznika? Sprytny sposéb polega na tym, by opisa¢ na kuli ziemskiej
wzdluz tego réwnoleznika stozek. To, ze jest to sprytne, polega na tym,
ze kula ziemska i tak opisany na niej stozek maja na 30-tym réwnolezniku
te same plaszczyzny styczne. Zatem przesuwanie po 30-tym réwnolezniku
mozna roéwnie dobrze traktowaé jak przesuwanie po kuli ziemskiej, jak tez
i po stozku. Ale w tym drugim przypadku mozemy skorzystaé z twierdzenia
Levi-Civity i rozwinaé stozek. Stozek ten, jak widaé¢ na rysunku, ma kat
miedzy tworzaca a osig réwny 30°. Zatem (do czego kazdy bez trudu dojdzie)
po rozcieciu i rozwinieciu bedzie ptaskim pétkolem. Tyle ze na plaszczyznie
przesuniecie w sensie Levi-Civity to zwykle przesuniecie. Kazdy teraz widzi,
po zwinieciu stozka z powrotem, ze wektor przesuwany réwnolegle wzdluz
30-tego rownoleznika na stozku, a wiec i na kuli, zmieni swéj kierunek o 180°
— napiszmy lepiej w mierze tukowej: o . Réwnoleznik (jak to okrag) jest
w kazdym punkcie taki sam, wiec zmiana kierunku jest jednostajna — aby
znalez¢ jej tempo, nalezy podzielié¢ calg zmiane przez dlugosé drogi, na jakiej
sie dokonala. Uzyskaliémy zatem nastepujace obliczenie krzywizny geodezyjnej
30-tego réownoleznika na sferze o promieniu R:

_ U _ us 1

~ 27Rcos30°  9r.R. @ RV
Obliczmy jeszcze w Nowym Orleanie krzywizne normalng i krzywizne 30-tego
roéwnoleznika, ale to tatwo, bo sa to krzywizny okregdw:

1 1 2

"NZ R T Reoss0e RV3

ZauwaZmy, ze jest tut aj
( ) 2 < 1 ) 2 ( 1 ) 2

K* = /f?v +/£2G.

KG

co mozna zapisaé¢ jako

Ciekawe, ze réwnos¢ ta jest spelniona dla kazdej gltadkiej krzywej na kazdej
gladkiej powierzchni. Krzywizna krzywej, krzywizna normalna i krzywizna
geodezyjna spelniaja swoiste ,twierdzenie Pitagorasa”.
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Pierre Bonnet (1819-1892)

Henri Poincaré (1854-1912)

Mozemy teraz powrdci¢ do Gaussa. Badajac wlasnosci krzywizny zwanej dzis
jego nazwiskiem, stwierdzil, ze na powierzchni o stalej krzywiznie K pole |T|
trojkata T', ktérego boki sa tukami geodezyjnych, spelnia réwnosé

K-|T|=a+5+q-m
gdzie a, B 1y sg katami tego trojkata. To niezly wzor, bo z niego wynika

natychmiast, ze pole trojkata na sferze o promieniu R jest réwne
R*(a+ B+~ —n),

bo przeciez krzywizna Gaussa sfery jest rowna %, jako ze jej wszystkie

krzywizny normalne sa réwne %. Widacé tez, ze suma katéw trojkata

geodezyjnego na dowolnej powierzchni o ujemnej krzywiznie Gaussa

(w szczegblnosei na wszystkich powierzchniach minimalnych) jest mniejsza od .

Ale znacznie ciekawsze jest, dokonane przez Bonneta, uogdlnienie tego wyniku
na dowolne (niekoniecznie geodezyjne) wielokaty. Jesli przez Az oznaczymy
sume katéw zewnetrznych lezacego na powierzchni wielokata W, a przez Ag
oznaczymy sume zmian kata wektora stycznego przesuwanego po kazdym
z bokéw wielokata W, to na powierzchni o stalej krzywiznie K bedzie
K~‘W|:27T7A27AG.
Przykladem wykorzystania tego wzoru moze by¢ spostrzezenie, ze suma katow
zewnetrznych zwyklego plaskiego wielokata jest zawsze réwna 27 (czyli 360°
— katy trzeba liczy¢ z orientacja). Mozna za pomoca tego wzoru obliczyé pole
czaszy odcietej na powierzchni Ziemi przez uzywany juz 30-ty réwnoleznik: jest
ona odcieta jedna gtadka krzywa, wiec katow zewnetrznych nie ma; zmiane kata
przy przesunieciu wzdluz réwnoleznika juz obliczalidmy (wyszlo ), mamy wiec
K -|czasza| = 2m — 0 — w = 7, a poniewaz K = %, wiec |czaszal = mR?, czyli
jest to % powierzchni calej sfery. Itp.

Istnieje jeszcze bardziej ogdlna wersja wzoru Gaussa—Bonneta, nie zaktadajaca
statej krzywizny. Ale tu zajmiemy sie czyms innym — wykorzystaniem tego
wzoru do badania powierzchni zwartych, czyli ograniczonych, zamknigtych,
bez brzegu (jak sfera czy torus). Mozna wtedy pokusié si¢ o obliczenie, ile tez
wyniesie iloczyn krzywizny przez pole calej powierzchni. Dzielimy w tym celu
powierzchnie na wielokaty i sumujemy wyniki uzyskane dla nich. Wtedy okazuje
sig, ze wszystkie brzydkie wyrazy znikaja i otrzymuje si¢ prosty wynik:

K -|P| = 2m - x(P),
gdzie x(P), liczba zwana charakterystyka Eulera—Poincarégo, jest réwna sumie
liczby wielokatéw, na jakie podzieliliSmy powierzchnie P, i liczby wierzchotkéw,
jakie przy tym podziale powstaly, minus liczba uzytych bokéw. Liczba ta nie
zalezy od tego, jak dokonujemy podziatu, co jest niebagatelnym rezultatem
Poincarégo.

Korzysé z tego wzoru moze by¢ taka, ze dowiadujemy sie, jak mozna okresli¢
spos6b pomiaru dtugosci na danej powierzchni zwartej, aby przy tym sposobie
miala ona stalg krzywizne, oraz jaka to wtedy bedzie krzywizna. Dla sfery
charakterystyka E—P jest réwna 2. Mamy wiec po obu stronach réwnosci 4,

co nie jest dziwne — zwykly sposéb mierzenia odlegtoéci daje takie rezultaty.
Jednak dla torusa dostajemy 0 (prosze sprawdzié¢, dzielac torus na wielokaty

w jaki$ prosty sposéb). Wynika z tego, ze aby na torusie byla geometria o stalej
krzywiznie, trzeba tak mierzy¢ odleglosé, by mieszkajace na nim plaszczaki
czuly sie tak, jak na walcu czy na plaszczyznie.

*x k%

Na Festiwalu jednak sie nie skonczyto. Na zaméwienie Doroty Kolany
opowiedzialem to jej podopiecznym (mtodym ludziom na przetomie gimnazjum
i liceum) w Palacu Mlodziezy w Katowicach. I teraz prosze o opinig, czy
prowadzac te dwa wyklady, bardzo zgrzeszytem. I ogdlniej: czy robienie takich
przegladéw ,na przelaj przez...” (po niemiecku moje wyklady nazwano
brutalniej ,,Streifzlige durch...”) to rzecz pozyteczna czy raczej szkodliwa?
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