Twierdzenie Halla o kojarzeniu matzenstw
Joanna JASZUNSKA, Warszawa

Odczyt ten zostal nagrodzony medalem
Filca.

Tematem XXXV Szkoly Matematyki Pogladowej, ktora odbyla sie pod koniec
sierpnia 2005 w podwarszawskich Grzegorzewicach, byl Porzadek”. Méj odczyt
dotyczyl porzadkowania w pary, a konkretniej twierdzenia Halla. Celem byto
zaprezentowanie tego twierdzenia, jego dowodu oraz — przede wszystkim —
rozmaitych, czesto zaskakujacych zastosowan, na przyktadach réznorodnych

i niezbyt skomplikowanych probleméw. Niniejszy tekst powstal na podstawie
tego odczytu.

Wyobrazmy sobie przyjecie, na ktérym jest n chtopcéw i n dziewczat, przy czym
niektorzy z obecnych sie znaja (relacja znajomosci jest symetryczna). Zatozmy,
ze chcemy podczas tego przyjecia zeswataé n par znajomych. Oczywiscie, jesli
istnieje chlopiec, ktory nie zna zadnej dziewczyny, to nie uda nam si¢ znalezé mu
partnerki. Problemem jest tez dwoch chlopcow, z ktérych kazdy zna tylko jedna
dziewczynke i jest to — niestety — ta sama dziewczynka. Ogolniej, nietrudno
zauwazy¢, ze abysmy mogli zeswataé wszystkich, musi zachodzi¢

Warunek Halla (H): dla dowolnej grupy k chtopcow, k € {1,2,...,n}, znajg
oni wspdlnie co nagmniej k dziewczqgt.

Znacznie mniej oczywiste jest
Twierdzenie Halla o kojarzeniu malzenstw (Philip Hall, 1935):
Warunek (H) jest nie tylko konieczny, ale tez dostateczny.

Ze wzgledu na réznorodnosé probleméw, w ktorych twierdzenie to wystepuje, ma
ono wiele sformultowar, na przyktad w terminologii

— systemow roznych reprezentantéw (SRR): dla kazdego chlopca mamy zbior jego
znajomych dziewczat i chcemy wskazaé rézne reprezentantki tych zbioréw;

— skojarzen w grafach dwudzielnych: mamy graf o 2n wierzcholkach, n z nich
odpowiada chlopcom, pozostalych n — dziewczetom, krawedzie oznaczaja
znajomosci i szukamy n krawedzi odpowiadajacych malzenstwom.

Czesto jednak problem nie jest sformutowany w zadnej z wyzej wymienionych
terminologii i trzeba samemu okresli¢, co jest dla nas ,chtopcami”, co
sdziewczetami”, a co bedziemy rozumieé przez ,znajomos¢’ oraz ,malzenstwo”.
Przydatna przy tym bywa ponizsza, nietrudna do sprawdzenia,

Uwaga: Warunek Halla jest — wbrew pozorom — symetryczny ze wzgledu na ptec.
Innymi stowy, jest on réwnowazny warunkowi

(H') dla dowolnej grupy k dziewczgt, k € {1,2,...,n}, one wspdlnie znajg co
nagmniej k chtopcow.

Zanim przejdziemy do przykladow zastosowan twierdzenia Halla, przyjrzyjmy sie
dwom sposrod kilku jego dowodow.

Dowéd 1. (indukcja) Dla n = 1 mamy jednego chlopca, jedna dziewczynke
i oni sie znaja, wiec tworza dobrana pare. Przyjmijmy zatem, ze dla wszystkich
liczb mniejszych od n twierdzenie Halla jest prawdziwe i udowodnijmy je dla n.

1) Zalozmy, ze dla dowolnej grupy k chlopeow, k € {1,2,...,n — 1}, znaja oni
wspolnie wiecej niz k dziewczat. Ozennmy dowolnego chtopca z ktorakolwiek
znang mu dziewczynka. Dowolna grupa s sposrod pozostalych n —1 chltopcow zna
co najmniej s z pozostalych dziewczat, bo z wszystkich znali wiecej niz s, w tym
by¢ moze te jedna juz wydana za maz. Mamy zatem spelniony warunek (H)

w zbiorze n — 1 < n chlopcéw, wiec na mocy zasady indukcji umiemy ich pozenié.
2) W przeciwnym przypadku istnieje podzbior k chtopeow, k € {1,2,...,n — 1},
taki, ze oni znaja dokladnie k dziewczat. Musimy ich zatem pozenié¢ wlasnie

z tymi dziewczetami. Poniewaz k < n, z zalozenia indukcyjnego umiemy to
zrobic.
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Sprawdzmy, czy w gronie pozostatych n — k chlopcow i n — k dziewczat jest
spelniony warunek (H). Jesli tak, to z zalozenia indukcyjnego ich tez umiemy
pozeni¢ (bo n — k < n). Wezmy dowolna grupe s chlopcow sposrod tych n — k
niezonatych. Moga oni zna¢ niektére sposréd niezameznych dziewczat i niektore
sposréd k zameznych. Niech ¢ oznacza liczbe znanych im niezameznych
dziewczat, t € {0,1,...,n —k}. Czy t > s?

Dotaczmy do tych chtopcow grupe k zonatych, ktorzy znaja w sumie tylko
swoich k zon. Otrzymana grupa s -+ k chlopcéow zna t + k dziewczat. Jednoczes$nie
z zalozenia znaja oni co najmniej s + k dziewczat. Stad t + k > s+ k, wiec t > s.
Zatem w gronie n — k kawalerow zachodzi warunek (H) i umiemy ich pozenié

z n — k pannami.

W kazdym przypadku potrafimy wiec zeswataé¢ wszystkie n par, co byto do
udowodnienia. [ ]

Warto zwroéci¢ uwage, ze problemu Halla na ogoél nie ma tylko jednego
rozwiazania, czesto jest duzo réznych mozliwosci pozenienia.

Whiosek: Jesli zachodzi warunek (H) i dodatkowo kazdy chiopiec zna co

najmniej t dziewczqt, t € {2,3,...,n}, to istnieje co najmniej t! réznych
skojarzen.
Dowéd jest analogiczny do indukcyjnego dowodu twierdzenia Halla. [ ]

W przedstawionym powyzej dowodzie 1. wykazujemy niekonstruktywnie, ze
dobranie n par jest mozliwe. Zobaczmy teraz konkretny algorytm zeswatania ich.

Dowéd 2. (algorytm) Sprobujmy zeswataé chtopcow z dziewczetami naiwnie
prosta metoda. Przydzielmy pierwszemu chtopcu dowolng znana mu
dziewczynke. Pozostalym chlopcom tez, po kolei, przydzielajmy — dopoéki sie da —
narzeczone, sposréd znanych im i jeszcze niezajetych dziewczat. Jesli uda nam sie
w ten sposob zeswataé wszystkich, to wspaniale, o to wtasnie chodzito. Niestety
nasz naiwny algorytm moze sie zacia¢, jesli w pewnym momencie ktéremus
chlopcu nie mozemy przydzieli¢ narzeczonej, bo wszystkie znane mu dziewczeta
sy, juz zajete. Co wtedy robimy?

Ustawmy tego chtopca na srodku sali i niech on rozmawia jednoczesnie ze
wszystkimi znajomymi dziewczetami. Z naszego zalozenia kazda z nich ma
narzeczonego — niech pary trzymaja sie za rece. Kazdy z tych chlopcéw niech
zagaduje wszystkie znajome dziewczeta, ktore jeszcze z nikim nie rozmawiaja
(jesli dziewczyne zagaduje wiecej niz jeden chlopak, wybiera ona pierwszego

z nich i tylko z nim rozmawia). One z kolei, jesli maja narzeczonych, niech
trzymaja sie z nimi za rece, a ci z kolei niech zagaduja znajome dziewczeta, ktore
z nikim jeszcze nie rozmawiaja itd.

W pewnym momencie tak budowane ,drzewko znajomosci i narzeczenstwa” sie
skoriczy (niekoniecznie wszyscy w nim wystapili).

1) Zalozmy, ze kazda z rozmawiajacych dziewczynek ma narzeczonego. To
oznacza, ze jest grupa ,koncowych” chltopcéw, trzymanych za rece przez swoje
narzeczone, ktorzy nie maja kogo zagadywaé, bo wszystkie ich znajome juz

z kim§ rozmawiaja. Cale nasze drzewko sklada si¢ zatem z kawalera, ktoremu
szukamy zony, oraz z pewnej liczby par, a wiec liczba chtopcow jest w nim
wieksza (o 1) od liczby dziewczat. Jednoczesnie ci chtopcy znaja tylko te
dziewczeta — sprzecznos$é z warunkiem (H).

2) Wobec tego musi istnie¢ rozmawiajaca i niezareczona dziewczynka. Niech
zareczy sie z zagadujacym ja chlopcem. On z kolei niech sie rozstanie

z trzymajaca go za reke dziewczyna, ona za$ niech zareczy sie z tym, ktory ja
zagadywatl itd. — wzdtuz galezi taczacej wolng dziewczyne z naszym kawalerem
zamieniamy narzeczelistwa ze znajomo$ciami. W ten sposob znalezliSmy
partnerke dla problematycznego chlopca i zwiekszyliSmy liczbe zareczonych par
o 1. Mozemy zatem stosowaé dalej nasz algorytm i ostatecznie skojarzymy w ten
sposob wszystkie n par. [
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Najprostszy typ zagadnien, w ktorych przydaje sie twierdzenie Halla, ilustruje

Przyklad 1. Duza firma zatrudnia n pracownikow o rozmaitych kwalifikacjach,
niektorzy z nich posiadaja wiele umiejetnosci jednoczesnie. Szef chce rozdzielié
pomiedzy nich n zadan tak, by kazdy otrzymal jedno zadanie i umial je
wykonaé. Aby przekonaé sie, czy taki przydzial jest mozliwy, wystarczy
sprawdzi¢, czy zachodzi warunek (H) — czy dowolnych k pracownikow wspolnymi
sitami umie wykonaé¢ co najmniej k réznych zadan. [

Wiekszo$¢ dalszych przyktadoéw opisuje problemy, w ktorych trudniej jest
wodnalezé¢” twierdzenie Halla.

Przyklad 2. Pewien obszar leiny podzielono na 100 dzialek rekreacyjnych o tej
samej powierzchni. Jednoczesnie strazacy podzielili ten obszar inaczej na 100
sektoréw o tej samej powierzchni. Checemy wykopaé studnie tak, by na kazdej
dzialce i w kazdym sektorze byta jedna z nich (studnia jest punktem i nie moze
znajdowaé sie na zadnej linii podziatu). Oczywiscie musimy w tym celu wykopaé
co najmniej 100 studni. Czy mozna rozmiesci¢ je tak, by 100 wystarczyto?

Rozwigzanie: Tak. Niech dziatki beda chtopcami, sektory strazackie
dziewczetami, a posiadanie punktéw wspoélnych uznajmy za znajomosé. Jesli
dobierzemy dziatki z sektorami w pary, to nastepnie na cze$ciach wspoélnych
bedzie mozna wybudowaé studnie i 100 studni wystarczy.

Sprawdzmy zatem, czy jest spelniony warunek (H). Niech caly nasz obszar ma
pole 100. Wtedy dowolny podzbior k dziatek (chlopcow) ma pole k i musi wobec
tego mie¢ punkty wspoélne z co najmniej k sektorami (zna¢ co najmniej k
dziewczat). Tego wlasnie nam potrzeba! Wobec tego z twierdzenia Halla zenimy
dzialki z sektorami i na czedciach wspélnych budujemy studnie. [

Przyklad 3. Uktadamy pasjans. Talie 52 kart rozktadamy w 13 kupkach po

4 karty. Nastepnie staramy sie tak wybraé po jednej karcie z kazdej kupki, by

w rezultacie mie¢ w reku zestaw, czyli po jednej karcie kazdej wysokosci
(2,3,...,10,W, D, K, A, kolory sa nieistotne). Czy dla dowolnego ukladu kart
jesteSmy w stanie taki zestaw wybra¢? Czy zawsze mozna z pozostalych na stole
kart wybra¢ kolejny taki zestaw, potem trzeci i w rezultacie mie¢ po jednej karcie
w kazdej kupce, co stanowi czwarty zestaw?

Rozwigzanie: Zawsze mozna uzyskaé cztery zestawy. Niech kazda z 13
wysokosci kart zna te sposréd 13 kupek, na ktoérych lezy ktoéras z 4 kart o takiej
wlasnie wysokosci. Aby wybraé zestaw kart, wystarczy umieé¢ pozeni¢ wysokosci
z numerami kupek — wtedy bedziemy wiedzie¢, ktéra wysokosé braé z ktorej
kupki. Sprawdzmy, czy takie skojarzenie jest mozliwe. Zauwazmy, ze dla
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ustalonych k& wysokosci mamy 4k kart o tej wysokosci. Kupki zawieraja po 4
karty, zatem naszych 4k kart musi leze¢ w co najmniej k kupkach. Jest zatem
spelniony warunek (H), wiec umiemy wybraé¢ zestaw. Analogicznie z pozostatych
kupek po 3 karty umiemy wybraé kolejny zestaw i tak dalej. [

Przyklad 4. Kwadratem taciniskim nazywamy kwadrat n x n, w ktérym na
kazdym polu stoi liczba ze zbioru {1,2,...,n} tak, ze w kazdej kolumnie oraz
w kazdym wierszu jest po jednej z liczb {1,2,...,n}.

Prostokgtem tacinskim nazywamy prostokat o n kolumnach i m wierszach,

1 <m <mn,w ktorym na kazdym polu stoi liczba ze zbioru {1,2,...,n} tak, ze
w kazdym wierszu kazda z liczb {1,2,...,n} wystepuje dokladnie raz oraz

w kazdej kolumnie co najwyzej raz.

Czy kazdy prostokat tacinski mozna uzupelni¢ do kwadratu tacinskiego?

Rozwigzanie: Tak. Chcemy dopisa¢ n — m wierszy spelniajacych odpowiednie
warunki. Wystarczy pokazaé, ze umiemy dopisaé¢ jeden wiersz, wtedy kolejne
dopiszemy analogicznie.

Zauwazmy, ze jesli kazdej kolumnie przypiszemy ,kupke” brakujacych w niej
liczb, to zadanie sprowadzi si¢ do poprzedniego — szukany wiersz to odpowiednio
wybrany zestaw wartosci. [

Whiosek: Istnieje co najmniej n!- (n—1)!-...-2!- 1! kwadratow lacinskich n x n.

Dowod: Istnieje n! permutacji liczb 1,2, ..., n, czyli mozliwych pierwszych
wierszy kwadratu taciriskiego. Dopisujmy kolejno brakujace wiersze.

7 powyzszego przyktadu oraz z wniosku po indukcyjnym dowodzie twierdzenia
Halla wynika, ze do kwadratu, ktéremu brakuje ¢ wierszy, umiemy dopisaé
kolejny na co najmniej t! sposobow. Stad wszystkich kwadratow taciriskich n x n
jest co najmniej n!- (n —1)!-...- 211 [ ]

Przyktad 5. Kwadratem magicznym nazywamy kwadrat n x n, w ktérym na
kazdym polu stoi liczba ze zbioru {0,1,...,n} tak, ze w kazdej kolumnie oraz
w kazdym wierszu suma liczb jest taka sama (oznaczmy ja S).

Gra w kamyki jest jednoosobowa. Plansze stanowi dowolny kwadrat magiczny

n x n. Na kazdym polu z dodatnia liczba ktadziemy odpowiadajaca tej wartosci
liczbe kamykow (na calej planszy mamy wiec S - n kamykow, niektore pola moga
by¢ puste). Ruch polega na zdjeciu z planszy garsci n kamykow, z ktorych kazdy
podniesliSmy z innego wiersza i jednocze$nie kazdy z innej kolumny. Chcemy
wykonaé S ruchow, zdejmujac w rezultacie wszystkie kamyki. Czy zawsze jest to
mozliwe? Czy zawsze mozliwe jest wykonanie choé¢by jednego ruchu (pustych pol
moze by¢ duzo!)?

Rozwigzanie: Analogicznie do dwoch poprzednich przykladéw: niech wiersz zna
te kolumny, na przecieciu z ktérymi ma niezerowa liczbe. W dowolnych &
wierszach suma liczb jest rowna k - S, zatem wiersze te muszg zna¢ co najmniej k
kolumn. Mozemy zatem pozenié¢ wiersze z kolumnami i z pdl ,malzenskich”
podniesé po jednym kamyku. [ |

‘Whiosek: Dowolny kwadrat magiczny n x n mozna przedstawié¢ jako sume n
kwadratow zero-jedynkowych n x n o statej S =1 (dodajac dwa kwadraty,
dodajemy wartosci w odpowiednich kratkach).

Przyklad 6. Zalozmy, ze kazdy z n chtopcéw zna doktadnie ¢ sposrod n
dziewczat (¢t < n) i kazda z dziewczat zna dokladnie ¢ chtopcow. Czy mozna
urzadzi¢ dyskoteke, w czasie ktérej odbedzie sie ¢ tancow i kazdy zatanczy
doktadnie raz z kazda znajoma osoba przeciwnej ptci?

Rozwigzanie: Mozna. Stworzmy zero-jedynkowa macierz (tabele) n x n,
kodujaca znajomosci miedzy chlopcami i dziewczetami: jedynka na przecieciu
k-tego wiersza i [-tej kolumny oznacza, ze chlopiec numer k zna dziewcze numer
l, za$ zero — ze nie zna. Jedli kazda z os6b zna doktadnie ¢ 0os6b ptci przeciwnej,
to nasza macierz jest kwadratem magicznym o stalej t. Na mocy wniosku
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z przyktadu 5., umiemy taki kwadrat roztozyé¢ na sume ¢ kwadratéw magicznych
o stalej 1, czyli macierzy permutacji. Te kwadraty kodujg tarice! [

Sprawdzanie warunku Halla bywa uciazliwe — wszak trzeba skontrolowaé
wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego. Dlatego przydatne bywaja kryteria
pozwalajace tatwiej stwierdzié, czy warunek ten jest spelniony. Wykorzystuja one
na przyktad dodatkowe zalozenia dotyczace liczby znajomosci, choéby takie, jak
w powyzszym przykladzie. Tego typu kryterium, silniejszym od warunku (H),
jest nastepujacy

Lemat: Jesl kazdy z n chtopcow zna co najmniej t sposrad n dziewczqt
(1 <t <n)oraz kazda z dziewczqt zna co najwyzej t chlopcéw, to zachodzi
warunek (H).

Dowdéd, analogiczny do wczedniejszych rozumowari, pozostawmy jako éwiczenie.
]

Przyklad 7. Dwoch magikéw pokazuje sztuczke. Jeden z nich podaje komu$

z publicznodci talie 124 réznych kart i prosi o wybranie dowolnych pieciu.
Nastepnie pokazuje drugiemu magikowi kolejno pewne cztery sposrod tych kart,
a on na tej podstawie okresla piata karte. Jak to mozliwe?

Rozwigzanie: Na pierwszy rzut oka sztuczka jest niemozliwa — pierwszy magik,
permutujac 4 karty, moze zakodowa¢ 4! = 24 rézne informacje, a drugi ma na tej
podstawie wymieni¢ jedng z az 124 — 4 = 120 ,,podejrzanych” kart. Zauwazmy
jednak, ze pierwszemu magikowi pozostaje jeszcze wybor, ktora karte chce
schowag.

Sprobujmy pozenié pieciokartowe zbiory kart z ciagami 4 kart, przy czym zbior
zna te ciagi, ktore z jego kart mozna utworzyé¢. Zbioré6w 5 kart jest (124); ciggow
4 kart jest 124 - 123 - 122 - 121 = (1§4), czyli tyle samo. Jest zatem szansa, aby
kazdy zbiér zakodowaé innym ciagiem.

Kazdy zbior 5 kart zna 5 - 4! = 120 ciagdéw 4 kart, bo na 5 sposobéw mozna
wybraé¢ karte, ktora bedzie schowana, oraz na 4! sposob6éw ustawi¢ w ciag
pozostale karty. Kazdy ciag 4 kart zna 120 zbioréw, bo na tyle sposobéw mozna
dotaczyé do jego zbioru czterech kart piata.

Niech zbiory beda dla nas chlopcami, ciagi — dziewczetami, oraz niech ¢t = 120.
Na mocy lematu zachodzi warunek (H), wiec — z twierdzenia Halla — mozna
naszych chlopcow pozenié¢ z dziewczetami. Innymi stowy, da sie kazdy zbior 5
kart jednoznacznie zakodowaé ciggiem 4 sposrdéd nich, czyli mozna wykonaé
nasza sztuczke karciana. [

W powyzszym rozumowaniu kazda z ,,0s6b” zna 120 ,,0s6b” przeciwnej plci,
zatem, na mocy wniosku z indukcyjnego dowodu twierdzenia Halla, jest co
najmniej 120! réznych skojarzen. Konkretna, mozliwg do zapamietania

i wyéwiczenia metode prezentowania opisanej sztuczki, mozna znalez¢ w artykule
[BCT] (spis dodatkowej literatury na koricu).

Warto zauwazy¢, ze sztuczki tej nie mozna wykonaé¢ dla wiecej niz 124 kart,
bowiem wtedy wszystkich ciagéw 4 kart jest za malo — mniej niz zbioréw 5 kart.
Natomiast dla mniejszej liczby kart twierdzenie Halla nie zawsze jest koniecznie,
a algorytm kodowania ukrytej karty bywa znacznie latwiejszy do zapamietania

i wyéwiczenia. Polecam nastepujace, niewymagajace zadnej wiedzy
matematycznej,

Zadanie: Wskaza¢ konkretny, prosty algorytm pokazywania tej samej sztuczki
dla talii 52 kart.

Twierdzenie Halla ma zastosowania — wbrew pozorom — nie tylko w matematyce
srozrywkowej”. Zreszta wsrod powyzszych przyktadéw kryto sie troche
spowaznej” matematyki — cho¢by wniosek po przykladzie 5. to tak naprawde
twierdzenie Birkhoffa—von Neumanna o rozkladzie macierzy bistochastycznej na
skonczong kombinacje wypukta macierzy permutacyjnych. Jest sporo twierdzen
o kwadratach ltaciriskich (dalsze fakty o uzupelnianiu niekompletnych kwadratow,
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wraz z innym zastosowaniem twierdzenia Halla, znalezé mozna na przyktad

w [UKL]), a o teorii skojarzen w grafach dwudzielnych i o zwiazanych z nimi
przeplywach w sieciach napisano niejedna grubg ksiazke. Twierdzenia Halla
uzywa sie tez przy konstruowaniu miary Haara (,sa to takie miary glupie na
lokalnie zwartej grupie”, jak wyjasnia Hymn Matematykow), a w teorii mnogosci
wystepuje ono w wersji dla nieskoniczenie wielu chtopcow i dziewczat.

Wsrod wielu przykladow pojawiaja sie tez liczne modyfikacje, jak choéby
zagadnienie kompletowania przez chltopcéw swoich haremow (dobrym tego
przykladem sg uczelnie opisane w artykule [CASM]). Czasami, by taki problem
rozwiazaé, wystarczy chltopcow sklonowaé, ale czesto bywa trudniej.

W prawdziwym zyciu bowiem chtopcom na ogoét nie jest obojetne, ktoéra ze
znajomych dziewczat poslubia, a i dziewczeta miewaja swoje preferencje.
Ponadto malzenstwa niestety czasem sie rozpadaja, zwlaszcza jesli ktoras ze
stron znajdzie sobie lepsza partie. Dlatego w zagadnieniach bardziej
praktycznych, zamiast twierdzenia Halla méwiacego tylko o istnieniu malzeristw,
rozwaza sie czesto algorytmy kojarzenia par uwzgledniajace preferencje obu
stron. Dazy sie przy tym do tak zwanych przydzialéw stabilnych, i to jak
najlepszych dla wszystkich zainteresowanych. Godny odnotowania jest
optymistyczny fakt, ze — przy odpowiednio zdefiniowanych pojeciach — zawsze
istnieje optymalne skojarzenie stabilne. Ale to juz jest temat na osobng historie.
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