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Jednym z mozliwych okreslenn balaganu jest stwierdzenie, ze balagan jest to
stan, w ktérym nic nie jest na swoim miejscu. Inaczej méwiac, bataganem
w zbiorze uporzadkowanym {ay,as,...,a,}, w ktérym

aL < as < ... < ay,
bytby taki porzadek

5y <ai2 < ... <a,;n,
ze i # k dla kazdego k. Chwila zastanowienia pokazuje, ze tak naprawde ta
definicja nie odwoluje si¢ do porzadku. Istotne jest tylko to, ze permutacja
(41,12, ...,1,) nie ma punktéw stalych. Ze wzgledu na temat tej Szkoly,
poszukajmy takiej definicji bataganu, w ktérej pojecie porzadku byloby
naprawde istotne.

Przyjmijmy wiec, ze balagan jest to porzadek bardzo rézny od naturalnego,
przy czym réznica polega na tym, ze to, co powinno by¢ ,po kolei”, nie jest ,po
kolei”.

Przyklady porzadkéw zbioru {0,1,2,...,9}, ktére nie sa balaganami:
7T<1<5<4<2<0<6<9<3<8
6<8<1<4<5<0<9<7<3<2

W pierwszym z nich kolejne liczby 1,2,3 wystepuja w tej samej kolejnosci

(a takze liczby 3,4,5 w kolejnosci przeciwnej). W drugim liczby 2,4,6 wystepuja

w kolejnosci przeciwnej. W kazdym z tych porzadkéw mozna znalezé jeszcze inne

takie trojki liczb.

Definicja. Niech < bedzie liniowym porzadkiem w podzbiorze A zbioru liczb
naturalnych N. Niech £ > 3. Porzadek < nazywamy k-balaganem, jesli nie
istnieje ciag arytmetyczny aq,as, ..., ax (o réznicy r # 0) elementéw zbioru A
taki, ze

a; <ag <...=<0.
Pytanie o to, czy istnieja balagany w zbiorze liczb naturalnych (lub w jego
skoniczonych podzbiorach), pojawilo sie¢ w [1]. OdpowiedZ pozytywna znalazla
sie w [2]. Praca [3] byla w calosci poswiecona temu zagadnieniu. W zasadzie
wszystkie wyniki przedstawione w tym wykltadzie pochodza z pracy [3].

W dalszym ciagu przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

Oznaczenie 1. Symbolem < bedziemy oznaczaé¢ zwykly porzadek w zbiorze
liczb naturalnych N (lub w jego dowolnym podzbiorze). Symbolami < i <
oznaczmy inne porzadki liniowe w tych zbiorach.
Oznaczenie 2. Jesli A C N, to dla k,l € Z symbolem kA + [ oznaczamy zbior
kA+1l={ka+1: ac A}

W szczegdlnosci

2A={2a: a€ A}, 24+1={2a+1: ac A}

oraz 2A—1={2a—1: a € A}.
Twierdzenie 1. Jedli A jest skonczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych
N, to istnieje 3-batagan w zbiorze A.
Dowdéd. Skonstruujemy przez indukcje 3-batagan < w zbiorze A, =
={0,1,...,2" — 1}. Dla n = 0 mamy Ay = {0} i w tym zbiorze jest tylko jeden
porzadek liniowy, bedacy oczywiscie 3-balaganem. Dla n = 1 mamy A; = {0,1}
i przyjmujemy, ze 0 < 1. Oczywidcie ten porzadek jest tez 3-balaganem.
Przypusémy teraz, ze w zbiorze A, = {0,1,...,2" — 1} jest dany 3-balagan <.
Wtedy w zbiorze

An+1 = {07 1a tey 2’ﬂ+1 - 1} - (2An) U (2An + 1)
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definiujemy porzadek =<’ w nastepujacy sposob:
o jeSlia €24, ibe 24, + 1, to przyjmujemy a <’ b;
e jesli 2a,2b € 2A,, oraz a =X b, to przyjmujemy 2a <’ 2b;
e jedli2a+1,2b+1 € 24, + 1 oraz a < b, to przyjmujemy 2a + 1 <’ 2b+ 1.

Inaczej méwiac
a=x'bs(a €24, Nbe24,+1)V
V(@ €24, AN be24, N 2=bv

V(@ €24,+1 A be2A,+1 A %51 <22,

Pokazemy teraz, ze porzadek =’ jest 3-balaganem. Przypu$émy bowiem, ze dany
jest ciag arytmetyczny aq, as, a3 taki, ze a; <’ as <X’ az. Ale wtedy a; i a3 sg tej
samej parzystosci (bo a; + a3 = 2as). Mamy wiec dwa przypadki:

Przypadek 1. a1,a3 € 24,,. Wtedy takze as € 2A4,,. Niech a1 = 2b1, as = 2by

oraz az = 2bs. Poniewaz 2b; =<' 2by =<’ 2bs, wiec by = by = b3, co przeczy temu, ze
porzadek = jest 3-bataganem w zbiorze A,.

Przypadek 2. a1,a3 € 24,, + 1. Wtedy takze as € 2A,, + 1. Niech aq = 2b; + 1,
as = 2by + 1 oraz az = 2b3 + 1. Poniewaz 2b; +1 <’ 2by +1 =<' 2b3 + 1,

wiec by = by =< b3, co znéw przeczy temu, ze porzadek = jest 3-balaganem

w zbiorze A,.

To koniczy dowdd twierdzenia.

Przyklady. Oto przyklady 3-bataganéw w zbiorach A;, As, A, Ay:

A 0<1

Ay: 0<2<1<3

Az: 0<4<2<6<1<5<3<7

Ag: 0<8<4<12<2<10<6<14<1<9<5<13<3<11<7<15
Istnieje wiele 3-balaganéw zbioru {0,1,2,...,n — 1}. Mozna pokazaé, ze liczba

B(n) tych 3-balaganéw spelnia nieréwno$é B(n) > 2™. Oto kilka poczatkowych
wartosci B(n):

n B(n) n B(n) n  B(n) n B(n)
1 1 6 48 11 2460 16 212728
2 2 7 104 12 6128 17 368016
3 4 8 282 13 12840 18 659296
4 10 9 496 14 29380 19 1371056
5 20 10 1066 15 74904 20 2937136

3-balagany zdefiniowane w dowodzie twierdzenia 1 mozna réwniez opisa¢ w inny
sposOb. Popatrzmy na przyklad na rozwiniecia dwojkowe liczb ze zbioru Ay
i odwréémy te rozwiniecia (tzn. przeczytajmy kazde z nich od konca):

0 0000 0000 O
1 0001 1000 8
2 0010 0100 4
3 0011 1100 12
4 0100 0010 2
5 0101 1010 10
6 0110 0110 6
7 0111 1110 14
8§ 1000 0001 1

9 1001 1001 9
10 1010 0101 5
11 1011 1101 13
12 1100 0011 3
13 1101 1011 11
14 1110 oO111 7
15 1111 1111 15

W ten sposéb mozna uporzadkowaé caly zbidr liczb naturalnych.

Twierdzenie 2. Istnieje 3-balagan zbioru liczb naturalnych N.
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Dowéd. Kazdg liczbe naturalng mozemy zapisaé jednoznacznie w systemie
pozycyjnym o podstawie 2:

o0
n= E ay - 2",
k=0

gdzie a, € {0,1} dla k = 0,1,2,... oraz prawie wszystkie wspolczynniki ay sa
zerami. Przypusémy teraz, ze mamy podobne przedstawienie liczby m:

m = Z bk . Qk.
k=0
Przyjmujemy wéwczas
n2m& n=m) VvV Ik (ar <by AVI<k (a,=1)).
Inaczej méwiac, ciagi
(ag,a1,as,...) oraz (bg,b1,ba,...)

porzadkujemy leksykograficznie.

Pokazemy teraz, ze tak zdefiniowany porzadek zbioru N jest 3-balaganem.
Przypusémy zatem, ze dane sa liczby a, b, c € N takie, ze a < b < c. Niech

o0 o0 o0
azZak~2k, szbk-2k oraz c:ch-Qk.
k=0 k=0 k=0

Niech k bedzie najmniejsza liczba taka, ze ap # by i niech [ bedzie najmniejsza
liczba taka, ze by # ¢;. Wtedy b — a = 2% 4 p, przy czym 2F+1 | p. Zatem 2% jest
najwyzsza potega dwoéjki dzielaca réznice b — a. Ponadto by, = 1. Podobnie 2!
jest najwyzsza potega dwojki dzielaca ¢ — b. Ponadto b; = 0. Stad wynika, ze

k # . Poniewaz najwyzsze potegi dwdjki dzielgce b — a i ¢ — b sg r6zne, wiec
b—a # c—b, czyli tréjka liczb a, b, ¢ nie tworzy ciggu arytmetycznego. To konczy
dowdd twierdzenia.

Porzadek zdefiniowany w dowodzie twierdzenia 2 jest do$¢ skomplikowany.
Mozna latwo zauwazy¢, ze jest on gesty, nie ma elementu najwiekszego i ma
element najmniejszy. Modyfikujac nieznacznie ten porzadek, mozna zdefiniowaé
3-balagan zbioru N, ktoéry nie bedzie gesty; jednak beda istnialy liczby a i b,
dla ktérych istnieje nieskonczenie wiele liczb ¢ takich, ze a < ¢ < b. Powstaje
naturalne pytanie o to, jak proste moga by¢ batagany zbioru liczb naturalnych.

Twierdzenie 3. Nie istnieje dobry porzadek zbioru liczb naturalnych bedacy
3-balaganem.

Dowéd. Niech = bedzie dobrym porzadkiem zbioru N. Niech a bedzie

najmniejsza (w sensie porzadku <) liczba w zbiorze N. Niech nastepnie k bedzie

taka liczba naturalng, ze a + 2% jest najmniejsza (znéw w sensie porzadku <)

liczba nalezaca do zbioru {a + 2" : n € N}. Mamy wdéwczas
a<a+28<a++2"t =q 4228

Pokazaliémy zatem trzy liczby tworzace ciag arytmetyczny zgodny

z porzadkiem <. To konczy dowod twierdzenia.

W taki sam sposéb mozna udowodni¢ nastepujace wzmocnienie twierdzenia 3.

Twierdzenie 4. Niech relacja < bedzie dobrym porzadkiem zbioru

{a +mr: m € N} takim, ze zbiér {m € N: a + mr < a} jest skonczony.

Wtedy istnieje liczba m € N taka, ze a < a +mr < a + 2mr.

Whiosek 5. Nie istnieje 3-balagan porzadkujacy zbiér liczb naturalnych
w typ w.

Whiosek 6. Nie istnieje 3-batagan porzadkujacy zbiér liczb parzystych w typ w.

Okazuje sie jednak, ze pewne balagany dobrze porzadkujace zbiér liczb
naturalnych istnieja.

Twierdzenie 7. Istnieje 6-balagan porzadkujacy zbiér liczb naturalnych
w typ w.
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Dowéd. Zdefiniujmy nastepujacy ciag zbiordw:
Ay = {0},
A ={1,2,3,4},
As ={5,6,...,24},

A, ={""t5m 1 50 — 1),

Niech nastepnie porzadek =,, bedzie 3-balaganem zbioru A,,. Definiujemy teraz
porzadek =< zbioru N w nastepujacy sposéb:

ajb@ﬂm,n(aeAm ANbeA, N (m<n V (m=mn Aajmb))).

Inaczej méwiac, zbior N porzadkujemy w ten sposéb, ze najpierw porzadkujemy
kazdy zbiér A, (za pomoca pewnego 3-balaganu), a nastepnie ustawiamy te
zbiory jeden za drugim, w naturalnej kolejnosci:

AO;A17A23 s 7AnaAn+17 s
Oczywidcie otrzymamy w ten sposéb dobry porzadek typu w. Przypusémy
nastepnie, ze dany jest ciag arytmetyczny szesciowyrazowy (o réznicy r) taki,
ze a1 <as <az < aq4 < as < ag.
Gdyby ten ciag byl malejacy, to oczywiscie wszystkie jego wyrazy musiatyby
naleze¢ do tego samego zbioru A,, co jest niemozliwe. Przypusémy zatem, ze ten
ciag jest rosnacy oraz ag € A, dla pewnego n. Z definicji zbioru A, mamy zatem
as < 5". Stad wynika, ze

ag = ay + 51 < 5ay + 5r = 5(a; +7) = bay < 55" = 5",

Zatem ag € An11, a wiec

az, a3, as,as,a6 € Ap U App1.
Jesli ay € A,,, to w zbiorze A,, mamy trzywyrazowy ciag arytmetyczny asg, as, a4.
Jesli zas ay € Apq1, to w zbiorze A, 11 mamy trzywyrazowy ciag arytmetyczny
a4, as, ag. W obu przypadkach otrzymujemy sprzeczno$é z zalozeniem, ze
porzadki zbioréw A, byly 3-bataganami. To konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie to mozna wzmocnié. Zanim jednak to zrobimy, pokazemy inny
dowdd twierdzenia 7.
Dowéd II. Definiujemy nastepujacy ciag zbiorow:

Ao = {0},

A ={1,2,3,4},

As ={5,6,...,20},

Az ={21,22,...,84},

Ap={14+4+42+. . 44" 144442+ +4" (4" - 1)},

Nietrudno zauwazy¢, ze |A,| =4" dlan=0,1,2,... oraz
AgUA UAU...UA, U...=N.

Ponadto liczby nalezace do dowolnego zbioru A,, poprzedzaja (w porzadku <)
liczby nalezace do zbioréw A, dla n < m. Nastepnie dla kazdego n wybieramy
3-batagan <,, zbioru A,, i definiujemy porzadek =< zbioru N podobnie jak
w dowodzie poprzednim, tzn. porzadkujemy zbiory A, w naturalnej kolejnosci:
Ag, Ay, Aoy Ap Anga, -
Przypu$émy nastepnie, ze dany jest cigg arytmetyczny szesSciowyrazowy
(o réznicy r) taki, ze
a1 < az <az < a4 < as < ag.

Podobnie jak w poprzednim dowodzie ten ciag nie moze by¢ malejacy.
Przypuéémy zatem, ze ten ciag jest rosnacy oraz as € A, dla pewnego n. Mamy
teraz kilka przypadkow.
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Przypadek 1. a; € A,,. Wtedy oczywiscie ag € A,,. Poniewaz ay,as € A, wiec
r < 4™. Teraz nietrudno zauwazy¢, ze as, a4, a5 € A,11, co daje sprzecznoéé.

Przypadek 2. a; ¢ A, oraz az € A,,. Wtedy, rozumujac tak jak w przypadku 1,
pokazujemy, ze ag,as,aq € A, lub a4, a5, a6 € Ant1, co jest niemozliwe.

Przypadek 3. a1 ¢ A, oraz a3z € A,,. Wtedy
ay,as € AgU Ay U...UAn,
skad wynika, ze

4t 1
P<lb A A=

Zatem 3r < 4"t a wiec as, a4, a5 € A, 1. Ta sprzecznoéé ostatecznie dowodzi
twierdzenia.

Modyfikujac powyzszy dowéd udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. Istnieje 5-balagan porzadkujacy zbiér liczb naturalnych
w typ w.

Dowéd. Definiujemy nastepujace ciagi zbioréw:

Ao = {0}’ By = {1}7
A1 =1{2,3,4,5,6}, By ={7,8,9,10,11},
Ay ={12,13,...,36}, By, = {37,38,...,61},

Ciagi te sa zdefiniowane tak, by spelnione byly nastepujace warunki:
(ApUA1U...UA,U...)U(ByUBU...UB,U...) =N,
|An| = [Bn| = 5",

ke A, N1l€eB, = k<l

ke ApUBy, Nl €A, 1 UBr1 = k<.

Nastepnie porzadkujemy kazdy z tych zbioréw za pomoca pewnego 3-bataganu
i porzadek = calego zbioru liczb naturalnych otrzymujemy, ustawiajac zbiory A,
i B, w nastepujacej kolejnosci:

BO)AO7B17A1)B23A27 B '7Bn)An7Bn+17An+1) e

Oczywiscie tak zdefiniowany porzadek zbioru N ma typ w. Pokazemy, ze ten
porzadek jest 5-balaganem. Wprost z konstrukcji porzadku < wynika, ze nie
istnieje malejacy ciag arytmetyczny

a; <az <az <ag < as
dhugosci 5. Gdyby bowiem taki ciag istnial, to
ai,az,a3, 04,05 € A’I’L U Bn

dla pewnego n, skad wynikaloby, ze w jednym ze zbioréw A, lub B,, istnialby
trzywyrazowy ciag arytmetyczny; to jednak jest sprzeczne z konstrukcja
porzadku <. Przypusémy zatem, ze istnieje pieciowyrazowy ciag arytmetyczny
o roznicy r > 0 taki, ze

a1 <ag <a3z < a4 < as.
Mozliwe sa nastepujace przypadki:
Przypadek 1. a1, a5 € A, dla pewnego n. Wtedy oczywiscie ag € A,,. Ale

r=as —a; < 5", skad wynika, ze azg = a2 + r € B,,. To jednak jest niemozliwe,
gdyz as < as.

Przypadek 2. a1, a2 € B, dla pewnego n. Wtedy az ¢ B,,. Poniewaz
r=as—ay <5", wiec as = az + 3r € Apy1. Ale wtedy as, a4,a5 € Anq1, co jest
sprzeczne z konstrukcja porzadku <.

Przypadek 3. ay € A, oraz a; € AgUByU...UA,_1UB,_; dla pewnego n.
Jesli ag € A,,, to podobnie jak w przypadku 1 dochodzimy do sprzecznosci.
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Zatem az ¢ A,,. Poniewaz ay < as, wiec ag € B,,. Ale wtedy
r=a—a < |A0UB0U...UAH_1UBn_1 UAn| =
5ntl 457 —10  6-5"

=2(1 I e = =
(14+5+...4+5"7)+5 1 <
73-5”<5-5”75”+1

2 33

Zatem 3r < 5"T! skad wynika, ze a3, a4, a5 € A, 11, co jest sprzeczne z
konstrukcja porzadku <.

Przypadek 4. as € B, oraz a1 € AgUByU...UA,,_1UB,_; dla pewnego n
(zauwazmy tu, ze a; < a2, wiec a; € A,). Zauwazmy najpierw, ze jesli ag € By,
to r = az — as < 5". Z drugiej strony, wszystkie elementy zbioru A,, sg mniejsze
od ag i wigksze od a1, skad wynika, ze r > 5". Zatem as € B,,. Wtedy podobnie
jak w przypadku 3 pokazujemy, ze 3r < 57!, skad wynika, Ze a3, a4, a5 € Ap1,
co znéw jest sprzeczne z konstrukcja porzadku <. Otrzymana sprzecznosé
koniczy dowdd twierdzenia.

Pytanie, czy istnieje 4-balagan dobrze porzadkujacy zbiér N w typ w, jest
problemem otwartym.

Naturalnym pytaniem jest teraz pytanie o to, dla jakich porzadkéw zbioru N
kwestia istnienia n-bataganéw jest rozstrzygnieta dla wszystkich n. Pokazemy,
ze tak jest dla porzadkéw zbioru N w typ w* 4+ w (czyli dla porzadkéw
izomorficznych z porzadkiem zbioru liczb catkowitych).

Twierdzenie 9. Nie istnieje 3-batagan porzadkujacy zbidr liczb naturalnych
w typ w* + w.

Dowéd. Przypusémy, ze relacja =< jest 3-balaganem zbioru liczb naturalnych,
porzadkujacym ten zbiér w typ w* + w. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan
mozemy przyjaé, ze 1 < 0. Wtedy oczywiscie

1<2, 3<2, 3<4, 5<4, 5<6,...
i og6lnie
2m —-1<2m oraz 2m—1<2m —2
dlam=1,2,3,...
Podobnie, dla dowolnego ciagu arytmetycznego o pierwszym wyrazie a
i réznicy r mamy:
at+r<a = (a+@2m—1)r<a+2mr A a+ (2m—1)r <a+ (2m —2)r).

Pokazemy teraz, ze 1 poprzedza (w porzadku <) wszystkie liczby parzyste.
Popatrzmy najpierw na przyklad. Pokazemy, ze 1 < 6. Przypusémy zatem, ze
6 < 1. Wtedy otrzymamy kolejno:

6<1, 6<11, 16<11, 16<21, 26 < 21.
Poniewaz 1 < 2, wiec 6 < 2 i stad otrzymujemy kolejno:
6<2, 6<10, 14<10, 14<18, 22<18, 22<26.
Ale 21 < 22, skad dostajemy sprzecznosé 26 < 21 < 22 < 26.
Przeprowadzimy teraz rozumowanie ogélne. Przypuéémy zatem, ze 2m < 1

dla pewnego m. Woéwczas 2m =1+ (2m — 1) < 1, wiec z wlasnosci ciagu
arytmetycznego o réznicy 2m — 1 otrzymujemy

1+2m—-1)-(2m—1) <1+ (2m —2)-(2m — 1),
czyli
4m® —Am + 2 < 4m* — 6m + 3.
Poniewaz 2k — 1 < 2k dla kazdego k, wiec
4m? — 6m + 3 < 4m? — 6m + 4,
skad dostajemy
4m? —4m +2 < 4m® — 6m + 4.
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Z drugiej strony, 2m < 1 < 2, czyli 2m = 2+ (2m — 2) < 2 i z wlasnosci ciagu
arytmetycznego o réznicy 2m — 2 otrzymujemy
24+ 2m—-1)-2m—2) <2+2m-(2m —2),
czyli
4m? — 6m +4 < 4m® — 4m + 2.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze istotnie 1 < 2m. Zatem relacja <

dobrze porzadkuje liczby parzyste w typ w i z wniosku 6 wynika, ze nie jest
3-balaganem, wbrew zalozeniu. To konczy dowdd twierdzenia.

Na zakonczenie naszkicujemy dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 10. Istnieje 4-batagan porzadkujacy zbiér liczb naturalnych w typ
w* 4 w.

Szkic dowodu. Wprowadzmy oznaczenie. Przypusémy, ze B jest zbiorem
uporzadkowanym. Wtedy symbolem B’ oznaczymy zbiér B z porzadkiem
odwrotnym. Wreszcie, jesli B jest zbiorem uporzadkowanym, to porzadki

w zbiorach 2B + 1 i 2B + 2 definiujemy w naturalny sposéb z porzadku

zbioru B. Wreszcie dla dwéch roztacznych zbioréw uporzadkowanych A i B
symbolem AB oznaczamy zbiér A U B uporzadkowany w taki sposob, ze
elementy zbioru A poprzedzaja elementy zbioru B (a kazdy z tych zbioréw jest
uporzadkowany swoim porzadkiem).

Teraz definiujemy ciag zbioréw uporzadkowanych:
By = {0}, Bany1 = (2B2n+1)"(2B2, +2)', Banyo = (2B2ny1+2) (2Bani1+1)".

Zbiory B, (z uwzglednieniem kolejnosci elementéw wewnatrz nawiaséw
klamrowych) dla kilku poczatkowych wartosci n wygladaja nastepujaco:

By = {0},

By = ({1})'({2})" = {1,2},

By = ({2,4} +2)'({2,4} + 1) = {4,6}'{3,5} = {6,4,5,3},

B3 = ({12,8,10,6} +1)'({12,8,10,6} + 2)" = {7,11,9,13,8,12,10, 14},

By = ({14, 22,18, 26,18, 24, 20, 28} + 2)({14, 22, 18,26, 18,24, 20, 28} + 1)’ =

= {30, 22, 26, 18, 28, 20, 24,16, 29, 21, 25,17, 27,19, 23, 15}.
Nastepnie zbiory B, porzadkujemy w nastepujacy sposob:
...BgByByBgB1B3Bs . ..
Otrzymany porzadek wyglada wiec nastepujaco:
...30,22,26,18, 28,20, 24, 16,29, 21,25,17,27, 19, 23,
15,6,4,5,3,0,1,2,7,11,9,13,8,12,10, 14, ...
Mozna pokazaé, ze
B, ={2"—1,2",...,2""! _2}

oraz porzadek zbioru B, jest 3-balaganem. Udowodnienie, ze zdefiniowany wyzej
porzadek zbioru N jest 4-balaganem, pozostawimy jako nietrudne ¢wiczenie,
koniczac tym samym szkic dowodu.
Mozna oczywiscie zapytaé o istnienie k-balaganéw porzadkujacych zbiér
liczb naturalnych w inny typ porzadkowy (np. w + w) lub tez o istnienie

balaganéw w zbiorze liczb catkowitych. Nieliczne wiadomo$ci na ten temat i liste
podobnych pytan mozna znalezé w pracy [3].
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